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Исследуется нелинейное уравнение Шредингера общего вида, в котором хроматическая дисперсия  
и потенциал задаются двумя произвольными функциями. Рассматриваемое уравнение является есте-
ственным обобщением широкого класса родственных нелинейных уравнений, которые часто встречаются  
в различных разделах теоретической физики, включая нелинейную оптику, сверх проводимость и физику 
плазмы. Найдены точные решения нелинейного уравнения Шредингера общего вида, которые выражают-
ся в квадратурах. Описаны одномерные несимметрийные редукции, приводящие исследуемое уравнение 
в частных производных к более простым обыкновенным дифференциальным уравнениям или системам 
таких уравнений. Специальное внимание уделено уравнениям, дисперсия которых задается степенной 
функцией. Полученные в данной работе точные решения могут использоваться в качестве тестовых задач, 
предназначенных для оценки точности численных методов интегрирования нелинейных уравнений мате-
матической физики. 
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ВВЕДЕНИЕ

Классическое нелинейное уравнение Шре-
дингера. Во многих разделах теоретической 
физики встречается классическое нелинейное 
уравнение Шредингера с кубической нелиней-
ностью [1 – 6]: 

iut + uxx + k |u|2u = 0,                    (1)

где u (x, t) – искомая комплекснозначная функ-
ция действительных аргументов; t – время;  
x – пространственная переменная; k – параметр 
уравнения; i 2 = –1.

Уравнение (1) применяется для математи-
ческого моделирования распространения волн 
практически во всех разделах физики, где рас-
сматриваются нелинейные волновые процессы. 
Теоретическое и экспериментальное обосно-
вание использования нелинейного уравнения 

Шредингера в нелинейной оптике дано в [7 – 10]. 
При описании распространения импульсов в оп-
тическом волокне выражение со второй произ-
водной отвечает за дисперсию импульса, квадра-
тичный множитель k |u|2, называемый керровской 
нелинейностью, характеризует взаимодействие 
светового импульса с материалом волокна  
и определяет зависимость коэффициента пре-
ломления света в нелинейной среде. Уникаль-
ность уравнения (1) объясняется не только тем, 
что это уравнение является базовым уравнением 
для описания процессов передачи информации 
в оптической среде, но и тем, что оно относится 
к классу интегрируемых уравнений в частных 
производных (УрЧП) [5]. Уравнение (1) имеет 
бесконечное число законов сохранения, преоб-
разования Бэклунда, и проходит тест Пенлеве 
[4, 5, 11 – 13]. Задача Коши для уравнения (1)  
с начальным условием общего вида решается 
методом обратной задачи рассеяния [4, 5]. Точ-
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ные решения нелинейного уравнения Шредин-
гера (1) приведены в [14 – 16].

Родственные нелинейные уравнения с част-
ными производными вида 

iut + uxx + g (|u|)u = 0,                    (2)

и более сложные нелинейные уравнения типа 
Шредингера, которые встречаются в литературе, 
можно найти, например, в [14 – 29] (см. также 
разд. 1 этой статьи). В нелинейной оптике по-
тенциал g(|u|) в уравнении (2) определяет закон 
взаимодействия светового импульса с материа-
лом волокна.

Точные решения уравнения (2) в случае сте-
пенной зависимости g (|u|) = k |u|n рассматрива-
лись, например, в [14 – 16]. В теории плазмы 
и лазерной физике встречается уравнение (2)  
с g (|u|) = k (1 – ea|u|) (см., например, [30]). Точные 
решения нелинейного уравнения Шредингера 
(2) для произвольной функции g (|u|) приведены  
в [14, 16]. 

Точные решения нелинейных уравнений  
в частных производных (терминология).  
В данной статье под точными решениями урав-
нений в частных производных понимаются сле-
дующие решения [31]:

a) решения, которые выражаются через эле-
ментарные функции;

b) решения, которые выражаются в квадрату-
рах, т.е. через элементарные функции, функции, 
входящие в уравнение (это необходимо, если 
уравнение содержит произвольные или специ-
альные функции) и неопределенные интегралы;

c) решения, которые выражаются через реше-
ния обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) или систем таких уравнений.

Допускаются также различные комбинации 
решений, описанных в пп. a – c. В случаях a и b 
точное решение может быть представлено в яв-
ной, неявной или параметрической форме.

Важно отметить, что точные решения явля-
ются математическими эталонами, которые ча-
сто используются в качестве тестовых задач для 
проверки адекватности и оценки точности чис-
ленных методов интегрирования нелинейных 
уравнений в частных производных. Наиболее 
предпочтительными для этих целей являются 
простые решения из пп. a и b. Несколько таких  
и более сложных точных решений описано да-
лее в данной статье.

1. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ  
ШРЕДИНГЕРА ОБЩЕГО ВИДА.  

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ К СИСТЕМЕ  
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ УрЧП

Нелинейное уравнение Шредингера обще-
го вида. В данной работе будем исследовать не-
линейное уравнение Шредингера общего вида 

iut + [f (|u|)u]xx + g (|u|)u = 0,                 (3)

где u = u (x, t) – искомая комплекснозначная функ-
ция действительных аргументов; f (z) и g (z) – про-
извольные действительные функции (f должна 
быть дважды непрерывно дифференцируемой;  
а g – непрерывной); i 2 = –1. Уравнение (3) с нели-
нейной дисперсией, которая задается функций 
f (z), является существенным обобщением урав-
нения (2), соответствующего частному случаю  
f (z) = const.

В случае степенных функций

f (z) = az k,   g (z) = bz m  + cz n               (4)

нелинейное уравнение Шредингера (3) рассма-
тривалось в работе [21], где были описаны его 
решения типа стационарных солитонов вида  
u = r (x)e ilt. При произвольной функции f (|u|)  
и g (|u|) ≡ 0 некоторые точные решения уравнения 
(3) приведены в [14].

Свойство уравнения (3). Если u(x, t) – реше-
ние уравнения (3), то функции 

u e u x C t CiC
= ( , ),1

2 3� � �

где C1, C2, C3 – произвольные действительные 
постоянные, также являются решениями дан-
ного уравнения. Из этого свойства следует, что 
уравнение (3) допускает точные решения типа 
бегущей волны вида u = U(z), z = x – lt, где l – 
произвольная постоянная (более сложные реше-
ния, включающие решения типа бегущей волны, 
будут рассмотрены в конце разд. 2). 

Преобразование уравнения Шредингера 
к системе действительных УрЧП. Представим 
искомую функцию в показательной форме 

u = re ij,   r = |u|,                         (5)

где r = r (x, t) ≥ 0 и j = j (x, t) – действительные 
функции.

Дифференцируя (5), находим производные: 

                    
u r ir e

f u u h ih e h rf r
f u u

t t t
i

x x x
i

xx

� �

� � �
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i� � �
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Подставим (6) в (3) и сократим все члены на 
e ij. Приравняв далее к нулю действительную  
и мнимую части полученного соотношения, 
приходим к следующей системе двух действи-
тельных уравнений в частных производных: 

� � � � �
� � �
r h h rg r

r h h h rf r
t xx x

t x x xx

� �
� �

2 ( ) 0

2 0 = ( ).

,

,
            (7)

Система (7) вместе с выражением (5) будут 
использованы далее для построения точных ре-
шений нелинейного уравнения Шредингера (3). 

Из каких соображений ищутся точные ре-
шения. Поиск точных решений уравнения (3) 
затруднен тем, что оно содержит две произволь-
ные функции f (z) и g (z). Для построения точных 
решений этого уравнения наложим на аргумент 
произвольных функций одно из трех дополни-
тельных соотношений 

|u| = const,                               (8)
 |u| = p (x),                                (9)
|u| = g (t),                              (10)

где p (x) и g (t) – некоторые функции одного аргу-
мента. При выполнении любого из соотношений 
(8) – (10) уравнение (3) «линеаризуется» , что по-
зволяет далее использовать стандартную проце-
дуру разделения переменных, применяемую для 
линейных УрЧП [32] (или метод обобщенного 
разделения переменных, применяемый для не-
линейных УрЧП [14, 31]). Аналогичный прием, 
основанный на привлечении дополнительных 
соотношений типа (8) – (10) и называемый ме-
тодом функциональных связей, позволил найти 
много точных решений нелинейных УрЧП с за-
паздыванием [33 – 35].

После перехода от комплексного уравнения 
(3) к системе действительных УрЧП (7) при по-
строении точных решений следует использовать 
соотношения (8) – (10), положив в них |u| = r (это 
следуют из представления (5)).

2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО 
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА ОБЩЕГО 

ВИДА

Ниже описаны точные решения нелинейно-
го уравнения Шредингера общего вида (3), ко-
торое содержит две произвольные функции f (z)  
и g (z). Для построения этих решений, как отме-
чено выше, используются дополнительные соот-
ношения (8) – (10) и методы разделения перемен-
ных. 

Решения типа бегущей волны с постоянной 
амплитудой. Используем простейшее допол-
нительное соотношение (8), положив |u| = r = C1.  
В этом случае система (7) имеет простое точное 
решение 

r C C x C Bt
B g C C f C

� � � �

� �
1 2 3

1 2

2

1

, ,

( ) ( ),

�             (11)

где C1, C2, C3 – произвольные действительные 
постоянные (C1 > 0). Подставив (11) в (5), полу-
чим решение типа бегущей волны рассматрива-
емого нелинейного уравнения (3): 

u C e B g C C f Ci C x C Bt
= , = ( ) ( ).1

( )

1 2

2

1
2 3� � �    (12)

Это решение – периодическое по простран-
ству и времени с постоянной амплитудой C1.

В случае степенных функций (4) решение 
(12) принимает вид 

u C e B bC cC aC Ci C x C Bt m n k= , = .1

( )

1 1 1 2

22 3� � � �

Периодические по времени решения с ам-
плитудой, зависящей от пространственной 
переменной. Используя дополнительное соот-
ношение (9), можно показать, что система (7) 
допускает более сложное, чем (11), периодиче-
ское по времени t точное решение 

r = r (x),   j = C1t + q (х),                (13)

где C1 – произвольная постоянная, а функции  
r = r (x) и q = q (x) описываются системой ОДУ 

�� � � � � �
� � � �� �

h h C r rg r h rf r
h h

xx x

x x xx

( ) ( ) 0 = ( )

2 0

2

1�
� �

, ,

.
  (14)

Частному случаю q (x) ≡ const в (13) соответ-
ствуют решения (5) типа стационарных солито-
нов, у которых фаза j не зависит от простран-
ственной координаты. При q (x) ≡ const  второе 
уравнение (14) удовлетворяется тождественно, 
и остается только одно первое ОДУ, в котором 
надо положить � ��x 0 .

В общем случае, интегрируя дважды второе 
уравнение (14), последовательно находим

 

 
� �
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�

� �

� �
�

�

x C h

C h dx C C rf r dx C
2

2

2

2

3 2

2

3

,

( ) ,
   (15)

где C2, C3 – произвольные постоянные. Подста-
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вив (15) в первое уравнение (14), получим нели-
нейное ОДУ второго порядка автономного вида 

�� � � ��h C h C r rg r h rf rxx 2

2 3

1 ( ) = 0, = ( ).     (16)

Общее решение уравнения (16) можно пред-
ставить в неявной форме (подробные пояснения 
даны в разд. 5):

[ ]

[ ]

1/22 2
2 1 4

5

[ 2 ( )] =

,
= ( ), = ( ) ( ) ,

−−− + − +

= ±
′+

∫ ∫

r

C h C r rg r dh C dh

C x
h rf r dh f r rf r dr

 (17)

где C4, C5 – произвольные постоянные. Таким 
образом показано, что система (7) допускает 
точное решение (13), которое можно выразить  
в квадратурах.

В частном случае, который соответствует 
q ≡ const, в формулах (15) и (17) следует поло-
жить C2 = 0.

Отметим, что для уравнения со степенной 
дисперсией f (r) = ar k функция r =r (x), входящая 
в решение (13) системы (7), задается неявно:

a k C a r C a k
k

r

a k r g

k k

k

( 1)
2 ( 1)

2

2 ( 1) (

2

2 2 2( 1) 1 2

1

� � �
�

�
�
��

�

� �

�

�

� � � �

� rr dr C r dr C xk) =4

1/2

5� �
� �
�

,

а функция q = q(r) определяется с помощью вто-
рого соотношения (15). 

Решения с обобщенным разделением пере-
менных, амплитуда которых зависит от вре-
мени. Используя дополнительное соотношение 
(10), покажем, что система (7) допускает точное 
решение с обобщенным разделением перемен-
ных вида 

r = r (t),   j = a (t) x2 + b (t) x + c (t).      (18)

Для этого подставим (18) в (7). В результате 
первое уравнение системы приводится к ква-
дратному уравнению относительно x, коэффи-
циенты которого зависят от времени. Приравни-
вая нулю функциональные коэффициенты этого 
квадратного уравнения и добавляя второе урав-
нение системы, которое в данном случае зависит 
только от t, получим следующую систему, состо-
ящую из четырех ОДУ: 

� � �
� � �

� � � �
�� �

a a f r
b abf r
c b f r g r
r arf r

t

t

t

t

4 ( )

4 ( )

( ) ( ),

2 ( )

2

2

,

,

.

                 (19)

Здесь первые три уравнения были сокраще-
ны на r.

Из первого, второго и четвертого уравнения 
системы (19) можно получить два интеграла 

a = C1r 2,   b = C2r 2,                     (20)

где C1 и C2 – произвольные постоянные. Подста-
вим первое выражение (20) в первое уравнение 
(19). Интегрируя полученное ОДУ, находим за-
висимость r = r (t) в неявной форме 

� � � �
dr

r f r
C t C

3 1 3
( )

2 ,                (21)

где C3 – произвольная постоянная. Интегрируя 
третье уравнение системы (19), получим 

c C r f r dt g r dt C= ( ) ( ) .2

2 4

4� � �� �         (22)

Для простоты полагая в (20) и (22) С2 = 0  
и подставляя полученные выражения в (18), на-
ходим функции, определяющие решение (5): 

r r t C r x A g r dt C= ( ), = ( ) ( ) ,1

2 2

4� � � ��   (23)

где функция r = r (t) задана неявно выражением 
(21). Отметим, что во вторую формулу добавле-
на произвольная постоянная A, поскольку систе-
ма (7) инвариантна относительно произвольного 
постоянного сдвига по пространственной пере-
менной.

Для уравнения (3) со степенной дисперсией 
f (r) = ar k в решении (23) надо положить 

r t a k C t C k( ) = 2 2 .1 3

1

2�� � �� ��� ��
�

�

Эта формула получена из (21). 
Решения, представляющие собой нелиней-

ные суперпозиции бегущих волн. Система (7) 
допускает точные решения вида 

r = r (z),   j = C1t + C2  x + q (z),   z = x – lt,    (24)

где C1, C2, l – произвольные постоянные, кото-
рое обобщает решение (13). Частному случаю 
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C1 = C2 = 0 в (24) соответствует решение типа бе-
гущей волны.

Подставив (24) в (7), получим смешанную 
нелинейную систему, состоящую из двух ОДУ: 

� � � � �� � � � � �
� � � � � � � �
r C h h C g r r
r h C h

z zz z

z z z

( ) ( ) ( ) 0

2 ( )

1 2

2

2

�� �
� �

,

�� ��zz h rf r0 = ( ), .
 (25)

Подстановка � �= �z  позволяет понизить по-
рядок этой системы на единицу. 

Замечание. Решение (24) можно получить, 
например, используя следующие соображения. 
Сначала заметим, что одну из двух произволь-
ных постоянных C1 или C2 в (24) без ограниче-
ния общности можно положить равной нулю 
(это соответствует переопределению функции 
q). После этого в уравнении (3) или системе (7) 
переходим от переменных x, t к новым независи-
мым переменным z, t, где z = x – lt. Затем по ана-
логии с (9) введем дополнительное соотношение 
|u| = p (z). Далее используется процедура разделе-
ния переменных.

Опишем также другой более простой способ 
получения решения (24). Сначала в уравнении 
(3) делается замена u e wi C t C x

=
( )1 2+ , где C1 и C2 – 

произвольные действительные постоянные. За-
тем ищется решение типа бегущей волны преоб-
разованного уравнения, т. е. полагается w = W(z), 
где z = x – lt.

3. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ

Ниже описывается структура точных реше-
ний более общих, чем (3), родственных нели-
нейных уравнений, которые явно зависят от од-
ной из независимых переменных.

1. Рассмотрим нелинейное уравнение 

iu f u u n x f u u

g u u
t xx x
� � � � � � � �

� � � �

�(| |) ( ) (| |)

| | ,

1

0

1

   (26)

которое описывает радиально-симметричные ре-
шения n-мерного уравнения Шредингера общего 
 
вида, где x x

m

n
m=

=1

2
1/2

�� �  – радиальная координа-

та; xm – пространственные переменные. При n = 1 
уравнение (26) переходит в одномерное уравне-
ние (3), плоским и пространственным задачам 
соответствуют значения n = 2 и n = 3.

Уравнение (26) имеет решения с обобщен-
ным разделением переменных 

U = r (x) exp [iC1t + iq(x)],               (27)

где C1 – произвольная действительная посто-
янная, а действительные функции r (x) и q (x) 
описываются соответствующей системой ОДУ, 
которая здесь опускается. Частному случаю 
q (x) ≡ 0 в (27) соответствуют стационарные со-
литоны. 

2. Рассмотрим теперь более общее, чем (3), 
одномерное нелинейное уравнение Шредингера, 
зависящее явно от пространственной перемен-
ной x, вида 

iu f x u u g x u ut xx
� � � � � �( , | |) , | | = 0,

где f (x, z) и g (x, z) – произвольные функции двух 
аргументов. Это уравнение также допускает ре-
шения вида (27), где функции r = r (x) и q = q (x) 
описываются системой ОДУ, которую можно по-
лучить из (14), формально заменив в ней функ-
ции f (r) и g (r) на f (x, r) и g (x, r). 

3. Приведем также другое более общее, чем 
(3), одномерное нелинейное уравнение Шредин-
гера, зависящее явно от времени t, вида 

iu f t u u g t u ut xx
� � � � � �( , | |) , | | = 0,

где f (t, z) и g (t, z) – произвольные функции двух 
аргументов. Можно показать, что это уравнение 
допускает решения с обобщенным разделением 
переменных 

u r t i a t x b t x c t= ( ) ( ) ( ) ( ) ,2exp � ��� ��� �
где функции r = r (t), a = a (t), b = b (t), c = c (t) опи-
сываются системой ОДУ, которую можно полу-
чить из (19), формально заменив в ней функции 
f (r) и g (r) на f (t, r) и g (t, r).

4. РЕШЕНИЕ ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА  
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Рассмотрим класс автономных ОДУ второго 
порядка специального вида 

�� � �h h r h rxx � � �( ) ( ), = ( ),             (28)

где F(h), Y(r), Q(r) – заданные функции. ОДУ 
(16) является частным случаем уравнения (28) 
при 

� �
�

( ) = , ( ) = ( ),

( ) = ( ),

2

2 3

1h C h r C r rg r
r rf r

� �        (29)

При Y(r) ≡ 0 общее решение ОДУ (28) можно 
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представить в неявной форме [36]: 
1/2

1

2

2 ( )

,
( ),

−
 F + = 

= ±
= Q

∫ ∫ h dh A dh

A x
h r

             (30)

где A1 и A2 – произвольные постоянные. В общем 
случае во втором слагаемом правой части урав-
нения (28) перейдем от переменной r к переме-
ной h, положив Y1(h) = Y(r), где h = Q(r). Имеем 

�� � �h h hxx � �( ) ( )1 .                   (31)

Общее решение этого уравнения определяет-
ся формулой (30), в которой F(h) надо заменить 
на F(h) + Y1(h), или 

 

1/2

1 1

2

2 ( ) 2 ( )

,

( ),

−
 F + Y + = 

= ±

= Q

∫ ∫ ∫h dh h dh A dh

A x

h r
   (32)

Первый внутренний интеграл в (32) не меняем, 
а во втором внутреннем интеграле вернемся от 
переменной h к переменной r. Учитывая соот-
ношения Y1(h) = Y(r) и dh r drr= ( )�� , в итоге по-
лучим 

1/2

1

2

2 ( ) 2 ( ) ( )

,

( ).

−
 ′F + Y Q + = 

= ±

= Q

∫ ∫ ∫ rh dh r r dr A dh

A x

h r
 (33)

Подставив в (33) выражения (29), находим 
общее решение уравнения (16): 

� �� � �� � ��
�

�
� � �

� �

�
�

C h C r rg r dh A dh A x

h rf r dh f r

2

2 2

1 1

1 2

22 ( ) ,

( ), ( )

/

�� �� �rf r drr ( ) .

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

Исследуется нелинейное уравнение Шре-
дингера общего вида, дисперсия и потенциал 
которых задаются двумя произвольными функ-
циями. Найдены точные решения этого урав-
нения, которые выражаются в квадратурах или 
элементарных функциях. Описаны одномерные 
редукции, приводящие рассматриваемое нели-
нейное УрЧП к более простым системам ОДУ. 
Полученные решения могут использоваться  
в качестве тестовых задач для численных мето-
дов интегрирования нелинейных уравнений ма-
тематической физики. 
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The nonlinear Schrödinger equation of a general form is investigated, in which the chromatic dispersion and 
the potential are given by two arbitrary functions. The equation under consideration is a natural generalization of 
a wide class of related nonlinear equations that are often encountered in various sections of theoretical physics, 
including nonlinear optics, superconductivity, and plasma physics. Exact solutions of the nonlinear Schrödinger 
equation of general form are found, which are expressed in quadratures. One-dimensional non-symmetry reductions 
are described, which reduce the studied partial differential equation to simpler ordinary differential equations or 
systems of such equations. Special attention is paid to equations whose dispersion is given by a power function. 
The exact solutions obtained in this work can be used as test problems intended to assess the accuracy of numerical 
methods for integrating nonlinear equations of mathematical physics.

Keywords: nonlinear Schrödinger equation, general nonlinear PDEs, nonlinear optics, exact solutions, solutions 
in quadratures, generalized separable solutions, non-symmetry reductions. 
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