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В статье проведен групповой анализ нелинейных уравнений в частных производных второго порядка, 
моделирующих распространение сдвиговых волн в нелинейно-упругой цилиндрической оболочке, взаи-
модействующей с внешней упругой средой. Уравнения содержат кубическую нелинейность и обобщают 
известные модели Линя – Рейсснера – Тзяна и Хохлова – Заболотской. Найдены их классические сим-
метрии с использованием универсального алгоритма коммутативной алгебры, состоящего в построении 
базиса Гребнера системы определяющих уравнений для нахождения явного вида производящей функции 
группы симметрий. Для построения решений, инвариантных относительно группы сдвигов в пространстве 
независимых переменных, использован метод годографа, позволивший перейти от нелинейного уравнения  
в частных производных к системе линейных уравнений с переменными коэффициентами. Для автомо-
дельного режима, инвариантного относительно растяжений, получено нелинейное уравнение, линейная 
часть которого точно решена в терминах функций Бесселя и тригонометрических функций. Установлены 
условия, необходимые для физической реализуемости точных решений.
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ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Линя – Рейсснера – Тзяна (ЛРТ), 
описывающее нестационарное околозвуковое 
течение газа и известное более 75 лет [1], имеет 
вид 

	 uxt + uxuxx – uyy = 0                         (1)

 Групповые свойства этого уравнения под-
робно изучены [2], широкий класс точных ре-
шений приведен в [3]. Для функции w = – ∂u/∂x 
уравнение ЛРТ сводится к уравнению Хохлова 
– Заболотской [4]

	 2 0.xt xx x yyw ww w w− − − =             (2)

которое можно трактовать как бездисперсион-
ный вариант уравнения Кадомцева – Петви-
ашвили. 

Уравнения типа ЛРТ нередко возникают  
в задачах нелинейной волновой динамики дефор-
мируемых систем. Так, в [5] при моделировании 
распространения пучка сдвиговых волн вдоль 
образующей нелинейно-упругой цилиндрической 
оболочки, для окружной компоненты смещения 
было получено модифицированное уравнение ЛРТ 

2 0.xt x xx yyu u u u+ + =                   (3)

Знак перед кубически нелинейным слагаемым 
в (3) определяется типом физической нелинейно-
сти материала, из которого изготовлена оболоч-
ка: случаю «мягкой» нелинейности соответствует 
минус, а «жесткой» – плюс. По аналогии с (2), 
для функции w = – ∂u/∂x уравнение  можно на-
зывать бездисперсионным модифицированным 
уравнением Кадомцева – Петвиашвили.
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При качественном анализе уравнений типа (3) 
используется экспериментально установленный 
для кубически нелинейных сред факт существен-
ного преобладания эффекта самовоздействия 
волны над эффектом генерации высших гармо-
ник [6]. Это позволяет представить решение в 
виде одной гармоники с медленно меняющейся 
комплексной амплитудой и получить для этой 
амплитуды нелинейное уравнение Шредингера 
(НУШ) или его обобщения [7, 8]. Возможность 
развития модуляционной неустойчивости, при-
водящей к разбиению малых периодических 
волн на уединенные волновые пакеты, также 
определяется типом физической нелинейности. 
Мягкая нелинейность приводит к дефокусиру-
ющей версии НУШ [7], запрещающей развитие 
модуляционной неустойчивости, в то время как 
жесткая нелинейность допускает возможность 
устойчивого распространения солитоноподоб-
ных волновых пакетов. 

При изучении нелинейной динамики реаль-
ных физических систем часто возникает необхо-
димость учета взаимодействия деформируемой 
системы с внешней упругой (нелинейно-упругой) 
средой. Если нелинейно-упругая цилиндрическая 
оболочка окружена внешней упругой средой типа 
Винклера – Фусса [9, 10], то в уравнении (3) по-
является дополнительное линейное дисперсион-
ное слагаемое, характеризующее взаимодействие 
оболочки со средой:

2 0.xt x xx yyu u u u u+ + + δ =                (4)

Уравнение (4) можно называть бездиспер-
сионным модифицированным уравнением Ка-
домцева – Петвиашвили – Островского [11] или 
пространственно-двумерным редуцированным 
уравнением Островского [12, 13]. Доминирую-
щим фактором в (4) является кубическая нели-
нейность, поэтому здесь также уместен переход  
к НУШ. Однако, сценарии, описываемые НУШ, 
не единственно реализуемы, и более полный 
анализ волнового процесса возможен на основе 
использования групповых свойств уравнений 
(3), (4). В данной работе будут найдены группы 
симметрий этих уравнений и обсуждены некото-
рые редукции.

СИММЕТРИИ ОБОБЩЕННЫХ  
УРАВНЕНИЙ ЛИНЯ – РЕЙССНЕРА – ТЗЯНА

Для нахождения групп симметрий нелиней-
ных уравнений в частных производных можно 
использовать классический и неклассический 
методы [14 – 16], комбинацию неклассическо-
го метода с методом дифференциальных бази-

сов Гребнера [17] или прямой метод Кларксона  
и Крускала [18]. Применительно к уравнениям 
(3), (4) классический метод состоит в исполь-
зовании инфинитезимального критерия инва-
риантности [2, 15]. Нужно подействовать на 
уравнение дважды продолженным оператором 
группы симметрии и, сгруппировав члены при 
одинаковых степенях зависимой переменной, 
потребовать их одновременного обращения  
в нуль. В результате получим «определяющую» 
систему – переопределенную систему линейных 
уравнений в частных производных для коэффи-
циентов искомого векторного поля. В неклассиче-
ском методе исходное уравнение в частных про-
изводных дополняется условием инвариантной 
поверхности, и «определяющая» система состоит 
из нелинейных УЧП, число которых меньше, чем 
в классическом случае, следовательно, множество 
решений в общем случае больше. Мы будем при-
менять комбинированный подход в духе [19, 20] 
с использованием дифференциальных базисов 
Гребнера [17], представляющих собой универ-
сальный алгоритм коммутативной алгебры.

Введем в рассмотрение дополнительный па-
раметр e и запишем условие на классические 
симметрии в виде системы уравнений: 

2 0,
( , , , , , , ) 0,

tx xx x yy

t x y

u u u u
F t x y u u u ue

+ + + δ =

− =

u
u

           (5)

где F – производящая функция группы симметрий 
[19, 20]. Далее получим соотношения на произво-
дящую функцию, а затем, построив базис Гребне-
ра для определяющих уравнений, получим явный 
вид производящей функции группы симметрий. В 
(5) жирным выделены лидирующие производные 
для лексико-графического упорядочения 

t x ye    . Для второго уравнения системы 
введем полные производные от F: 

,

,

.

t u t u tt u tx u tyt x y

x u x u tx u xx u xyt x y

y u y u ty u xy u yyt x y

dF F F u F u F u F u
dt
dF F F u F u F u F u
dx
dF F F u F u F u F u
dy

= + + + +

= + + + +

= + + + +

   (6)

Условие интегрируемости (совместности) 
данной системы можно записать через S-поли-
ном в соответствии с выбранным лексикографи-
ческим упорядочением: 
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( )
2

2 0.tx xx x yy tx
du u u u F

dtdxee
+ + + δ − + =u u   (7)

В (7), в силу правила дифференцирования 
Лейбница, производная по e входит в условие 
интегрируемости линейно. 

 
2

22 0.xx x x xx x yy
du u u u u u u F

dtdxe e e e+ + + δ + =   (8)

С учетом (6), заменим uε на F, используя вы-
ражения для полных производных от F:

2 2
2

2 2

2

2

0.

xx x x
d d du u F u F F
dx dx dy

dF F
dtdx

+ + +

+δ + =

        (9)

Применяя соотношения для полных произво-
дных (6), получим 

Учитывая, согласно (4), 

( )
,

,

,
,

...

tx xx x yy

ttx txx x xx xx x yy tyy t

txx xxx x xxx xx xyy x

txy xxy x xxx xy yyy y

u u u u u

u u u u u u u u u

u u u u u u u
u u u u u u u

= − − − δ

= − − − − − − δ

= − − − − δ

= − − − − δ

(11)

и то, что F не зависит от производных выше пер-
вого порядка, получаем систему линейных урав-
нений для F:

(10)

(12)

2 2 2

2 2

2

2

2 2

2

2 2 2

tu tx tu xx tu xy tu x txt x y

u u tt tx u u tx x u u ty u u tt xxt t t t t t t x

u u tx u u tx xx x u u ty xyt x t x t x

u u tt xy u u tx ty u u tx xy xt y t y t y

u u ty yy u x tt u x tx xt y t t

F F u F u F u F u F

F u u F u u F u F u u

F u F u u u F u u

F u u F u u F u u u

F u u F u F u u

δ + + + + + +

+ + + + +

+ + +

+ + + +

+ + + +

2

2 2 2

2

2 2

2

2

2 2

2 2

2

u x tyt

u ttx u txx x u tx xx x u tyyt t t t

u u tx xx u u xx x u u xy u u tx xyx x x x x x x y

u u ty xx u u xx xy x u u xy yy u x txx y x y x y x

u x xx x u y xy u txx u xxx xx x x x

u xx xx

F u

F u F u u F u u u F u

F u u F u u F u F u u

F u u F u u u F u u F u

F u u F u F u F u u

F u u

+

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + 2 2

2 2

2

2

2

2 2

2

2 2

2 2

u xyy u u ty xy u u xy xx y y y y

u u yy u x ty u x xy x u y yy u txyy y y y y y

u xxy x u xx xy x u yyy uu t txy y y t

uu x tt uu x tx x uu y ty uu t xxt t t x

uu x tx uu x xx x uux x x

F u F u u F u u

F u F u F u u F u F u

F u u F u u u F u F u u

F u u F u u u F u u F u u

F u u F u u u F

+ + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + +

2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2
2 0.

y xy uu t xyy

uu x ty uu x xy x uu y yy uu t xy y y

uu x x uu y ux t ux x x uy y

u x xx x u tx u xx x u yy xx x

x xx x yy

u u F u u

F u u F u u u F u u F u u

F u u F u F u F u u F u

F u u u F u F u u F u F u
F u u F

+ +

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + =

2 2 2 2 2

2

3

4 2 3

2

2

2

2
2 = 0,

2 2

tu tu x tx u u x u ut t t t x

u x x u t u x u x u yt t x x y

uu t uu x uu x uu t xt t x

uu x uu y ux t ux x

uy y u xx x yy

u u u y u x uut y t y

F F u F u F F u u F u

F uu F u F u F u F u

F uu F uu F uu F u u

F u F u F u F u
F u F u F u F

F u F F F

δ − δ + + + δ + δ −

− δ − δ − δ − δ − δ −

− δ − δ − δ + +

+ + + + +

+ − δ + +
− δ + + +

2 4 4

2 2 5 3

2

2

6 4

2 2

= 0,

= 0,

2 2

2

2 2 = 0,
= 0,

= 0,

2 2 2

y uu xt y

u ut t

tu x tu u u x u x x u ut x t t t x x

u x x uu t x uu x uu t uu xx t t x x

u x x x

u u x u ut y x y

u u x u u xt t t x

tu u u x u u u x x ut t t t x t x

u F u

F

F u F F uu F u F u

F u F u u F u F u F u

F u F u
F u F

F u F u

F F uu F u F u F

+

− + + δ − − δ +

+ − − + + +

+ +
− +

−

− + δ + δ − −
3

4

2

2 2

3

4 2

2 2 2 = 0,

= 0,

2 = 0,

= 0,

2 2 2

2 2 = 0,

2 = 0,

2 = 0,

2

x

u y uu t uu x uu x uu yy t t x y

u ut t

u u x u ut t x x

u u x u u u ut t t x y y

tu u u x u u u y u x xy t y x y x y

uu y uu t uu xx y y

u u u ut x y y

u u x u u xt y x y

ut

F F u F u F u F u

F

F u F

F u F F

F F uu F u F F u

F u F u F u

F F

F u F u

F

+

+ − − − +

−

+ +

− δ − δ + + +

+ + +

+

− +
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2

2

= 0,

= 0,

= 0,

= 0,

= 0, = 0.

u x u uy x y

u u u u xx x y y

u u u x uu xt t t t

u u x u ut t t x

u u u ut t t y

u F

F F u

F u F F u

F u F

F F

+

+

− δ + +

− +
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Случай δ = 0 (взаимодействие с внешней сре-
дой отсутствует) 

Для системы  построим базис Гребнера в лек-
сико-графическом упорядочении с порядком пе-
ременных t x yt x y u u u u      : 

	

2 0,

2 0,

0,

0,

0,

3 2 0,

0.

x yu x x uy

yu tux y

yu yu yy xu xut y y

x xu xx

xu xu xy xx tut x

x tu x x ut

tu tyu tx ttuy y

u F F u F

F F

F F F F F

u F F

F F F F F

u F F u F

F F F F

− − =

+ =

= = = = =

− =

= = = = =

− + + =

= = = =

      (13)

Из построенного базиса Гребнера (13) видно, 
что F линейно зависит от u, ut, ux, uy, т.е 

	 ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ).
t x yF A t x y u B t x y u C t x y u

D t x y u E t x y
= + + +

+ +
 (14)

Подставляя (14) в (13) и собирая слагаемые 
при u, ut, ux, uy, получим систему на функции A, 
B, C, D, E:

	

2 2 2 0,
2 0,
2 0,
2 0,

0,
0,

0.

x x x

x y

x

y t

y y yy yy yy yy yy

x x x x x x x

xy xy xy xy xy xx xx

xx xx xx t

E D C
B C D
A
B C

A D E D C B A
C E D C A A D
E D C B A E D

C B A B

= = =
− + =

=
+ =

= = = = = = =

= − = − = − = − = = =
= = = = = = =

= = = = =

(15)

Для системы (15) снова строим базис Греб-
нера: 

Из (16) определяем функции A, B, C, D, E  
и получаем явный вид F:

( ) ( )

0 0 3 3 0

2 2 0
2

0
0 0 0

2
3

2 2 2

,
2

t x y x y

t x t
y

x

F A u B u B tu B u y C u
C tu C u x D tuC u y

D u xD u yE t E t

= + − + + +

+ + + + +

+ − + +
   (17)

где A0, B0, B3, C0, C2, D0 – произвольные посто-
янные, E0(t) – произвольная функция времени.

Из вида F в (17) можно записать базис алге-
бры Ли соответствующей группы преобразова-
ний: 

	

( ) ( )( )

1 2 3

4

5

6

7 0 0

, , ,

2 ,

3 ,
2 2

,
2 2

.

X X X
t x y

X t y
y x

t xX y
t x y

t xX u
t x u

X yE t E t
u

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

∂ ∂
= − +

∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂

∂
= +

∂

     (18)

Случай δ ≠ 0 (учитывается взаимодействие  
с внешней средой) 

Проводя аналогичные рассуждения и вычис-
ления, получим группу преобразований: 

	

( )

1 2 3

4

5

6

, , ,

,
2

,
2 2

, ,

X X X
t x y

yX t
y x

t xX u
t x u

X E t y
u

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂

∂
=

∂

      (19)

где E (t, y) – функция, удовлетворяющая обыкно-
венному дифференциальному уравнению 2 по-
рядка Eyy + δE = 0.   

Сравнение групп симметрий уравнений (3) 
и (4) позволяет сделать вывод, что учет взаи-
модействия с внешней упругой средой (d ≠ 0) 
уменьшает «автомодельность» рассматриваемой 
системы. Так, в (18) имеются два оператора 
растяжений X5, X6, в то время как в (19) – 
единственный оператор X5, совпадающий с X6 из 

0,
2 3 0,

0,
2 0,

0,
2 0,

0.

y x

t y

yy

x y

t yy x

t y

y x t yy x

A A
A C D

B
B C D

B C C
C B
D D D E E

= =

− + + =

=

− + =

= = =

+ =

= = = = =

(16)
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( )

2

22 2

1 ,
1

1 2 .
1 1

WW VV

WW VV V

y y
V

Vz z z
V V

 = +


= −
+ +

         (23)

Выбирая какое-либо частное решение 
y = y1(V, W ) первого уравнения системы (23) 
и подставляя его в (22), определяем функцию 
z = z1(V, W ), соответствующую этому частному ре-
шению. Исключая из системы равенств y = y1(V, W ), 
z = z1(V, W ) параметр W, получим решение уравне-
ния (20) в неявной форме: F (z, y, V ) = 0, где V = uz. 
Например, для частного решения 

	 y1 = a1V W + a2V + a3W + a4,             (24)

содержащего произвольные постоянные a1 – a4, 
получаем 

( )4 3 2 231 1
1

3 2

4 3 2
,

aa az V V V W

a V a W C

= + + + +

+ + +
     (25)

и решение уравнения  принимает вид

	 ( )
( )

( )

2
1 2 44 3 231 1

3 2
1 3

2 2 4

1 3

4 3 2 2

0.

a a V a yaa aV V V a V
a V a

a a V a y
C z

a V a

+ −
+ + + + −

+

+ −
− + − =

+

АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Уравнение (4), учитывающее взаимодействие 
цилиндрической оболочки с упругой средой, ин-
вариантно относительно группы преобразова-
ний (19). Попробуем построить автомодельные 
решения (4), т.е. решения, инвариантные отно-
сительно действия оператора

5 = ,
2 2
t xX u

t x u
∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂
 и обсудить условия их

физической реализуемости. Принимая в каче-
стве инвариантов 

	 x = x t,  v = x2 u,                     (27)

преобразуем (4) к уравнению с двумя независи-
мыми переменными – автомодельной перемен-
ной ξ и окружной пространственной координа-
той y:

	

(18). Видно, что разность X5 – X6 в (18) имеет вид

t x y u
t x y u
∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
 и характеризует  под-

группу одинаковых растяжений всех неза-
висимых и зависимой переменной. Допол-
нительное слагаемое с коэффициентом d ≠ 0 в (4) 
запрещает растяжение независимой переменной 
y. Сдвиги по независимым переменным, допус-
тимые в обоих случаях, позволяют отыскивать 
инвариантные решения в виде бегущих волн.

НЕКОТОРЫЕ ИНВАРИАНТНЫЕ  
РЕШЕНИЯ

Во введении упоминалось о том, что уравне-
ние (3) было выведено в [5] при моделировании 
распространения пучка сдвиговых волн вдоль 
образующей цилиндрической оболочки. В этом 
случае для физической состоятельности иско-
мых компонент смещений требуются их ограни-
ченность по обеим пространственным коорди-
натам и периодичность по окружной координате. 
Поскольку (3) допускает сдвиги по всем трем 
независимым переменным, а возмущение рас-
пространяется вдоль оси x, медленно изменяясь 
во времени t и по окружной координате y, введем  
в рассмотрение новую независимую перемен-
ную z = x + t и перепишем (3) в виде

	 2 .zz z zz yyu u u u+ =                       (20)

Обозначая uz = V, можно представить (20)  
в виде равносильной системы уравнений перво-
го порядка 

	
( )21 ,

.
z y

y z

V V W

V W

 + =


=
                   (21)

Применим к (21) преобразование годографа, 
т.е. поменяем местами независимые и зависимые 
переменные: z = z (V, W ), y = y (V, W ). В результате 
вместо (21) имеем систему линейных уравнений 
первого порядка 

	
( )21 ,

,
V W

W V

z v y

z y

 = +


=
                  (22)

из которой получаются линейные уравнения ги-
перболического типа с переменными коэффици-
ентами 

(26)
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( )
( )

4 2 3 2 2 3 3

2 2 2 3

4 4 4

18 24 3 8 0.

yyv vv v v v v

vv v v v v

x x xx x

x x

x + x + x + x + + x +

+ x + x + + + δ =
(28)

Учитывая малость компонент смещений сре-
динной поверхности цилиндрической оболочки, 
ограничимся линейной частью (28):

	 vyy + xvxx + 3vx + dv = 0.                 (29)

Уравнение (29) имеет точное решение с раз-
деленными переменными вида

	 v = F1(x) F2(y)                      (30)

где функции F1(x), F2(y) удовлетворяют уравне-
ниям 

	 ( )1 1 1 2 23 ,F CF F F C F′′ ′ ′′x = − = − δ +    (31)

с общими решениями

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 2

2 3 4

1 2 2 ,

cos sin ,

F C J C C Y C

F C C y C C y

 = − x + − x x

= δ + + δ +

  (32)

где J2, Y2 – функции Бесселя 1-го и 2-го рода, со-
ответственно, С, С1 – С4 – произвольные посто-
янные. Для ограниченности и периодичности по 
y полученных решений необходимо выполнение 
условий:

	 C2 = 0,  C < 0,  d + C > 0,  x > 0,       (33)

откуда получаем d > 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При вычислении классических симметрий 
обобщенных модифицированных уравнений 
Линя – Рейсснера – Тзяна был применен подход, 
основанный на построении базисов Гребнера 
определяющих систем уравнений для нахожде-
ния явного вида производящих функций групп 
симметрий. Выбор этого подхода объясняется 
легкостью его алгоритмизации и личными пред-
почтениями авторов. Установлено, что наличие 
дополнительного линейного дисперсионного 
члена в уравнении, характеризующего влияние 
внешней упругой среды на волновой процесс, 
приводит к тому, что в группе симметрий остает-
ся единственный оператор растяжения. Получе-
но точное решение, описывающее простейший 

автомодельный режим, выявлены условия фи-
зической реализуемости данного решения. Для 
решений, инвариантных относительно группы 
сдвигов независимых переменных, получено 
уравнение, линеаризуемое методом годографа. 
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The article provides a group analysis of nonlinear second-order partial differential equations that model the 
propagation of shear waves in a nonlinear elastic cylindrical shell interacting with an external elastic medium. 
The equations contain cubic nonlinearity and generalize the well-known models of Lin – Reissner – Tsien and 
Khokhlov – Zabolotskaya. Their classical symmetries are found using a universal algorithm of commutative 
algebra, which consists of constructing a Gröbner basis of a system of defining equations to find the explicit form 
of the generating function of the symmetry group. To construct solutions that are invariant under a group of shifts 
in the space of independent variables, the hodograph method was used, which made it possible to move from a 
nonlinear partial differential equation to a system of linear equations with variable coefficients. For the self-similar 
regime, invariant under extensions, a nonlinear equation is obtained, the linear part of which is exactly solved in 
terms of Bessel functions and trigonometric functions. The conditions necessary for the physical realizability of 
exact solutions are established.

Keywords: nonlinear waves, group analysis, Gröbner basis, invariant solutions.
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