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Представлена новая математическая модель, основанная на нелинейном уравнении Шредингера 
с шестью произвольными функциями и позволяющая учитывать различные факторы. Эта много-
функциональная модель является обобщением более простых родственных нелинейных моделей, 
которые часто встречаются в различных разделах теоретической физики, включая нелинейную 
оптику, сверхпроводимость и физику плазмы. Для анализа рассматриваемого нелинейного урав-
нения используется комбинация метода функциональных связей и методов обобщенного разде-
ления переменных. Описаны одномерные несимметрийные редукции, приводящие исследуемое 
сложное уравнение в частных производных к более простым обыкновенным дифференциальным 
уравнениям или системам таких уравнений. Найден ряд точных решений нелинейного уравне-
ния Шредингера общего вида, которые выражаются в квадратурах или элементарных функциях. 
Получены периодические решения как по времени, так и по пространственной переменной. 
Особое внимание уделено некоторым более узким классам уравнений с меньшим числом произ-
вольных функций. Описанная общая многофункциональная модель путем конкретизации вида 
произвольных функций позволяет эффективно анализировать многочисленные более простые 
модели и находить их точные решения. Полученные в данной работе точные решения могут 
использоваться в качестве тестовых задач, предназначенных для проверки адекватности и оцен-
ки точности численных и приближенных аналитических методов интегрирования нелинейных 
уравнений математической физики. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, нелинейные УЧП общего вида, нели-
нейная оптика, точные решения, решения в квадратурах, решения с обобщенным разделением 
переменных, несимметричные редукции.

1. Введение

Классическое уравнение Шредингера и родственные уравнения

Во многих разделах теоретической физики встречаются нелинейные уравнения Шредингера вида 

 iut + auxx + f (|u|) u = 0,                                                               (1)

где u(x, t) – искомая комплекснозначная функция действительных аргументов, t – время, x – простран-
ственная переменная, a – параметр уравнения, f (|u|) – функция потенциала (в нелинейной оптике эта 
функция определяет закон взаимодействия светового импульса с материалом волокна), i – мнимая еди-
ница (i 2 = –1).

Классическое нелинейное уравнение Шредингера [1 – 6] является важным специальным случаем 
уравнения (1) при f (|u|) = k |u|2. Это уравнение используется для математического моделирования рас-
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пространения волн в нелинейной оптике, теории сверхпроводимости, физике плазмы и других раз-
делах теоретической физики, где рассматриваются нелинейные волновые процессы. Теоретическое  
и экспериментальное обоснование использования классического нелинейного уравнения Шредингера 
в нелинейной оптике дано в [7 – 10]. При описании распространения импульсов в оптическом волокне 
выражение со второй производной отвечает за дисперсию импульса, квадратичная функция f (|u|) = k |u|2, 
называемая керровской нелинейностью, характеризует взаимодействие светового импульса с материалом 
волокна и определяет зависимость коэффициента преломления света в нелинейной среде. Классическое 
нелинейное уравнение Шредингера, являясь базовым уравнением для нелинейной оптики, относится 
к классу интегрируемых уравнений в частных производных (УрЧП) [5]. Это уравнение имеет беско-
нечное число законов сохранения, преобразования Бэклунда и проходит тест Пенлеве [4, 5, 11 – 13]. 
Задача Коши для уравнения (1) при  f (|u|) = k |u|2 с начальным условием общего вида решается методом 
обратной задачи рассеяния [4, 5]. Точные решения классического нелинейного уравнения Шредингера 
(1) приведены, например, в [14 – 16].

Точные решения уравнения (1) в случае степенной зависимости  f (|u|) = k |u|n  рассматривались, напри-
мер, в [14 – 16]. В теории плазмы и лазерной физике встречается уравнение (1) с  f (|u|) = k (1 – e a|u|) (см., 
например, [17]). Точные решения нелинейного уравнения Шредингера (1) для произвольной функции 
f (|u|) приведены в [14, 16].

Родственные и более сложные нелинейные уравнения типа Шредингера, которые встречаются  
в литературе, можно найти, например, в [14 – 16, 18 – 33]. 

Точные решения нелинейных уравнений в частных производных (терминология)

В данной статье под точными решениями уравнений в частных производных понимаются [34]:
a) решения, которые выражаются через элементарные функции;
b) решения, которые выражаются в квадратурах, т. е. через элементарные функции, функции, входя-

щие в уравнение (это необходимо, если уравнение содержит произвольные или специальные функции) 
и неопределенные интегралы;

c) решения, которые выражаются через решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
или систем таких уравнений.

Допускаются также различные комбинации решений, описанных в пп. (a) – (c). В случаях (a) и (b) 
точное решение может быть представлено в явной, неявной или параметрической форме.

Важно отметить, что точные решения являются математическими эталонами, которые часто исполь-
зуются в качестве тестовых задач для проверки адекватности и оценки точности численных методов 
интегрирования нелинейных уравнений в частных производных. Наиболее предпочтительными для этих 
целей являются простые решения из пп. (a) и (b). Несколько таких и более сложных точных решений 
описано далее в данной статье.

2. Нелинейное уравнение Шредингера общего вида. Преобразование к системе действительных УРЧП

Нелинейное уравнение Шредингера общего вида

В данной работе будет исследоваться многофункциональное нелинейное уравнение Шредингера 
весьма общего вида 

 [ (| |)][ (| |) ] (| |) (| |) [ (| |) (| |) ] 0,
| |

+ + + + + + =xx
t xx x x

g uiu f u u u h u u p u u i q u u r u u
u

                    (2)

где u = u (x, t) – искомая комплекснозначная функция действительных аргументов,  f = f (r), g = g(r),  
h = h (r), p = p (r), q = q (r), r = r (r) – произвольные действительные функции ( f и g должны быть дважды 
непрерывно дифференцируемыми функциями, а h, p, q, r – непрерывными функциями), i 2 = –1.
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Многофункциональное уравнение (2) является естественным обобщением многочисленных более 
простых родственных нелинейных уравнений (см., например, [14 – 16]), которые используются в раз-
личных областях теоретической физики, включая нелинейную оптику, сверхпроводимость и физику 
плазмы. Физический смысл мономов, входящих в уравнение (2), можно интерпретировать следующим 
образом. Второе слагаемое [ f (|u|)u]xx в уравнении (2) отвечает за нелинейную дисперсию [35 – 37]. Третье 
слагаемое со второй производной [ g (|u|)]xx обобщает широко известное резонансное выражение [38 – 42]. 
Функция p (|u|) определяет потенциал. Член q (|u|) ux и остальные выражения в уравнении (2) отвечают за 
обострение фронта при распространении волны, которое наблюдалось в ряде экспериментов, потери при 
распространении волны и рассеяние за счет дифракции [43 – 46]. Комбинация двух последних слагаемых 
(c функциями q и r) в подобных уравнениях встречается в физике плазмы [14, 47].

Отметим, что уравнение (2) с двумя произвольными функциями  f = f (r) и  p = p (r)  (остальные функции 
были равны нулю) исследовалось в [31, 32], где были получены его точные решения. Уравнение (2) при  
f = const и двумя произвольными функциями p и r (остальные функции равны нулю) рассматривалось 
в [14].

Свойство уравнения (2). Если u(x, t) – решение уравнения (2), то функция 

1
2 3= ( , ),iCu e u x C t C+ +

где C1, C2, C3 – произвольные действительные постоянные, также является решением данного уравне-
ния. Из этого свойства следует, что уравнение (2) допускает точные решения типа бегущей волны вида 
u = U (z), z = x – lt, где l – произвольная постоянная  (более сложные решения, включающие решения типа 
бегущей волны, будут рассмотрены в конце разд. 4). 

Преобразование уравнения Шредингера к системе действительных УрЧП

Представим искомую функцию в показательной форме 

 = , =| |,iu e ujr r                                                                     (3)

где r = r (x, t) ≥ 0 и j = j (x, t) – действительные функции.
Дифференцируя (3), находим производные: 

 2

( ) , ( ) ,

[ (| |)] ( ) , = ( ),

[ (| | ] [ (2 )] , = ( ),
[ (| |) [ ( )] .

j j

j

j

r + rj = r + rj

= + j r r

= - j + j + j r r
=

=

r

i i
t t x x x

i
x x x

i
xx xx x x x xx

xx xx

t i e u i e

f u F iF e F f

f

u

u u F F i F F e F f
g u g

                                           (4)

 Подставим (4) в (2), а затем разделим все члены на e ij. Приравнивая далее к нулю действительную и 
мнимую части полученного соотношения, приходим к следующей системе двух действительных урав-
нений в частных производных: 

2 [ ( )] ( ) ( ) ( ) 0,
2 ( ) ( ) ( ) 0, ( ).
t xx x xx x x

t x x xx x x

F F g h p q
F F h q r F f

-rj + - j + r + r r + r r -r r j =
r + j + j + r r j + r r +r r = = r r

                                (5)

Система (5) вместе с выражением (3) будут использованы далее для построения точных решений 
нелинейного уравнения Шредингера (2).
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3. Метод функциональных связей

Поиск точных решений уравнения (2) затруднен тем, что оно содержит шесть произвольных функ-
ций: f = f (r), g = g (r), h = h (r), p = p (r), q = q (r), r = r (r). Для построения точных решений этого уравнения 
наложим на аргумент произвольных функций одно из четырех дополнительных соотношений: 

 |u| = const,                                                                    (6)

 |u| = x(x),                                                                   (7)

 |u| = h(t),                                                                   (8)

 |u|  =z(z),      z = kx–lt,                                                      (9)

где x(x), h(t), z(z) – некоторые функции одного аргумента, z – переменная типа бегущей волны. При вы-
полнении любого из первых трех соотношений (6) – (8) уравнение (2)  «линеаризуется», что позволяет 
далее использовать стандартную процедуру разделения переменных, применяемую для линейных УрЧП 
[101] (или метод обобщенного разделения переменных, применяемый для нелинейных УрЧП [14, 34]). 
Аналогичный прием, основанный на привлечении дополнительных соотношений типа (6) – (8) и назы-
ваемый методом функциональных связей, позволил найти много точных решений нелинейных УрЧП 
с запаздыванием [49 – 51]. Последнее соотношение (9) возникает в результате перехода от исходных 
переменных x, t к новым переменным z, t.

После перехода от комплексного уравнения (2) к системе действительных УрЧП (5) при построе-
нии точных решений следует использовать соотношения (6) – (8), положив в них |u| = r (это следуют из 
представления (3)).

4. Точные решения нелинейного уравнения Шредингера общего вида

Ниже описаны точные решения нелинейного уравнения Шредингера общего вида (2), которое содер-
жит шесть произвольных функций: f = f (r), g = g (r), h = h (r), p = p (r), q = q (r), r = r (r)  (рассматриваются 
также частные случаи, когда некоторые из этих функций специальным образом задаются). Для постро-
ения этих решений, как отмечено выше, используются дополнительные функциональные связи (6) – (9) 
и методы разделения переменных. 

Замечание 1. Для построения точных решений нелинейного уравнения в частных производных (2) 
можно использовать также принцип структурной аналогии решений, который формулируется следующим 
образом: точные решения более простых уравнений могут служить основой для построения решений 
более сложных родственных уравнений (см., например, [51, 52]). А именно, в данном случае для постро-
ения точных решений уравнения (2) можно взять за основу структуру известных точных решений более 
простого родственного уравнения с одной произвольной функцией (1) (эти вспомогательные точные 
решения приведены, например, в [14, 16]). 

Решения типа бегущей волны с постоянной амплитудой

Используем простейшее дополнительное соотношение (6), положив |u| = r = C1. В этом случае система 
(5) имеет простое точное решение 

 r = C1,   j = Ax + Bt + C2,                                                              (10)

где C1, C2 – произвольные действительные постоянные (C1 > 0), а константы A и B определяются по 
формулам 

 21
1 1 1

1

( ) , ( ) ( ) ( ).
( )

r CA B p C A f C Aq C
h C

= - = - -                                             (11)
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Здесь считается, что h (C1) ≠ 0.
В специальном случае, когда h (r) = r (r) ≡ 0, система (5) также допускает точное решение вида (10), 

где A – произвольная постоянная, а B находится с помощью второй формулы (11).
Подставив (10) в (3), получим решение типа бегущей волны рассматриваемого нелинейного урав-

нения (2): 

 
2( )

1
2

1 1 1

,
( ) ( ) ( ),

+ +=

= - -

i Ax Bt Cu C e
B p C A f C Aq C                                                         (12)

где константа A определяется по первой формуле (11) (если h (C1) ≠ 0) или A – произвольная действи-
тельная постоянная (если h (C1) = r (C1) ≡ 0). Решение (12) является периодическим по пространству  
и времени с постоянной амплитудой C1. Отметим, что третье слагаемое в уравнении (2) на этом решении 
обращается в нуль.

Периодические по времени решения с амплитудой, зависящей от пространственной переменной

Используя дополнительное соотношение (7), можно показать, что система (5) допускает более слож-
ное, чем (10), периодическое по времени t точное решение 

 1= ( ), = ( ),x C t xr r j + q                                                         (13)

где C1  – произвольная постоянная, а функции r = r(x) и q = q(x) описываются системой ОДУ 

2
1[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

2 ( ) ( ) ( ) 0, ( ).
xx xx x x x

xx x x x x

F g F h q p C
F F h q r F f
′′ ′′ ′ ′ ′+ r - q + r r - r r q + r r - r =
′′ ′ ′ ′ ′q + q + r r q + r r +r r = = r r                                 (14)

В общем случае подстановка = z′x q  позволяет понизить порядок этой системы на единицу.
Пусть h (r) = r (r) ≡ 0. В этом частном случае второе уравнение (14) допускает первый интеграл 

 2
2( ) = ,xF q F d C′q + r r∫                                                               (15)

где C2  – произвольная постоянная. Исключив x′q  из первого уравнения (14) с помощью (15), можно 
получить одно ОДУ для функции r = r(x). В частности, при C2 = 0 это уравнение записывается так: 

 
[ ] 3 2 2

1( ) ( ) ( ) 0,

( ), ( ) .
xxF g F I q F I p C

F f I q F d

- -′′+ r - + r r + r r - r =

= r r = r r∫
                                      (16)

Для дальнейшего анализа нелинейное ОДУ второго порядка (16) удобно представить в компактной 
форме 

 [ ( )] ( ),xx′′F r = Y r                                                                    (17)

где использованы обозначения 

 3 2 2
1( ) ( ), ( ) ( ) ( ) .F g F I q F I p C- -F r = + r Y r = -r r -r r + r                                 (18)

Нетрудно проверить, что уравнение (17) допускает первый интеграл 

 2
3[ ( ) ] 2 ( ) ( ) ,x d Cr r′ ′ ′F r r = Y r F r r +∫                                                  (19)
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который после разрешения относительно производной x′r  приводится к ОДУ первого порядка с разделя-
ющимися переменными. Интегрируя это уравнение, получим общее решение уравнения (17) в неявном 
виде: 

 
1/2

3 4( )[2 ( ) ( ) ] ,-
r r′ ′F r Y r F r r + r = ±∫ ∫ d C d C x                                           (20)

 где C3 и C4  – произвольные постоянные.
Подставив в (20) функции F(r) и Y(r), которые определены в (18), можно найти общее решение 

нелинейного ОДУ второго порядка (16).

Решения с обобщенным разделением переменных, амплитуда которых зависит от времени

1. Общий случай. Используя дополнительное соотношение (8), можно показать, что в общем случае 
система (5) допускает периодическое по пространственной координате x точное решение с обобщенным 
разделением переменных вида 

 1( ), ( ),t C x a tr = r j = +                                                              (21)

где C1  – произвольная постоянная, а функции r = r (t) и a = a (t) описываются системой автономных ОДУ 
первого порядка 

 
2

1 1

1

( ) ( ) ( ) 0,
( ) ( ) 0.

t

t

a C f p C q
C h r

′ + r - r + r =
′r + r r + r r =

                                                     (22)

Поскольку второе уравнение системы (22) является изолированным (т. е. оно не зависит от первого 
уравнения), общее решение этой системы удается выразить в квадратурах 
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1

2
1 1 3

= ,
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( ) = [ ( ) ( ) ( )] ,

d C t
C h r

a t p C f C q dt C

r
-

r r + r

r - r - r +

∫

∫
                                                (23)

где функция r = r (t) задана в неявном виде, а C2 и C3  – произвольные постоянные.
Отметим, что третье слагаемое в уравнении (2) на решении (3) с функциями (21) обращается в нуль.
2. Специальный случай h (r) ≡ 0. Используя дополнительное соотношение (8), покажем, что система 

(5) при h(r) ≡ 0 допускает точное решение с обобщенным разделением переменных вида 

 2( ), ( ) ( ) ( ).t a t x b t x c tr = r j = + +                                                 (24)

Для этого подставим (24) в (5). В результате первое уравнение системы приводится к квадратному урав-
нению относительно x, коэффициенты которого зависят от времени. Приравнивая нулю функциональные 
коэффициенты этого квадратного уравнения и добавляя второе уравнение системы, которое в данном 
случае зависит только от t, получим следующую систему, состоящую из четырех ОДУ автономного вида: 
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                                                          (25)

Здесь первые три уравнения были сокращены на r.
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Отметим, что третье слагаемое в уравнении (2) на решении (3) с функциями (24) обращается в нуль.
Первое и последнее уравнения системы (25) образуют независимую подсистему уравнений. Исключив 

из этих двух уравнений t, можно получить одно нелинейное ОДУ первого порядка, которое является 
уравнением Абеля второго рода относительно искомой функции a = a(r). Большой список разрешимых 
ОДУ этого вида можно найти в справочнике [53].

Рассмотрим подробнее частный случай r (r) ≡ 0. Из первого и четвертого уравнения системы (25) при 
r (r) ≡ 0 получим интеграл 

  a = C1r2,                                                                          (26)

где C1  – произвольная постоянная. Подставим выражение (26) в первое уравнение (25). Интегрируя 
полученное ОДУ, находим зависимость r = r(t) в неявной форме 

 1 23 2 ,
( )

d C t C
f
r

= - -
r r∫                                                              (27)

где C2 – произвольная постоянная. Второе ОДУ системы (25) является линейным относительно b, а третье 
ОДУ – линейным относительно c. Последовательно интегрируя эти уравнения, имеем 
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E t

c p b f bq dt C
                                 (28)

где C3 и C4  – произвольные постоянные, а функции a = a(t) и r = r(t) определяются по формулам (26) 
и (27).

Решения, представляющие собой нелинейные суперпозиции бегущих волн

Система (5) допускает точные решения вида 

 1 2( ), ( ), ,z C t C x z z x tr = r j = + + q = - l                                             (29)

где C1, C2, l – произвольные постоянные, которые обобщает решение (13). Частному случаю C1 = C2 = 0 
в (29) соответствует решение типа бегущей волны.

Подставив (29) в (5), получим нелинейную систему, состоящую из двух ОДУ: 
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F C F h C q r F f
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′ ′ ′ ′′ ′ ′-lr + + q + q + r r + q + r r + r r = = r r
                (30)

Подстановка = z′x q  позволяет понизить порядок системы ОДУ (30) на единицу.
Пусть h (r) = r (r) ≡ 0. В этом частном случае второе уравнение (30) допускает первый интеграл 

 2 2
2 3[ ( ) ] ,′q + + r - l r =∫zF C F F q d C                                                  (31)

где C3  – произвольная постоянная. Исключив z′q  из первого уравнения (30) с помощью (31), можно 
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получить одно нелинейное ОДУ для функции r = r (z). Это уравнение с точностью до переобозначений 
независимой переменной и определяющих функций F (r) и Y(r) совпадает с уравнением (17). Поэтому 
его общее решение можно выразить в квадратурах в неявной форме. 

Замечание 2. Для физической интерпретации решения (29) удобно представить фазу j в эквивалент-
ной форме двумя различными способами: 

 2 2 1 1 2 1 2( ) ( ), , / ;C x t x t C Cj = - l + q - l l = l l = -                                       (32)

 1 1
2 1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( ) .C C x x t z z C z- -j = + l + q - l q = q - l                                       (33)

 В первом случае (32) решение (29) можно интерпретировать как нелинейную суперпозицию двух 
бегущих волн со скоростями l1 и l2, а во втором случае (33) – как нелинейную суперпозицию стоячей 
волны и бегущей волны со скоростью l.

5. Краткие выводы

Исследуется нелинейное уравнение Шредингера общего вида, которое задается шестью произволь-
ными функциями. Описаны одномерные редукции, приводящие рассматриваемое многофункциональное 
нелинейное УрЧП к более простым системам ОДУ. Найден ряд точных решений, которые выражаются 
в квадратурах или элементарных функциях. Построены некоторые периодические решения по времени 
и по пространственной переменной. Полученные решения могут использоваться в качестве тестовых 
задач, предназначенных для оценки точности численных и приближенных аналитических методов ин-
тегрирования нелинейных уравнений математической физики. 
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A new mathematical model based on the nonlinear Schrödinger equation with six arbitrary functions 
and allowing for various factors is presented. This multifunctional model is a broad generalization of 
numerous simpler related nonlinear models that are commonly encountered in various areas of theoretical 
physics, including nonlinear optics, superconductivity, and plasma physics. To analyze the nonlinear 
equation under consideration, a combination of the method of functional constraints and methods of 
generalized separation of variables is used. One-dimensional non-symmetry reductions are described, 
which lead the studied complex partial differential equation to simpler ordinary differential equations 
or systems of such equations. A number of exact solutions of the nonlinear Schrödinger equation of 
general form have been found, which are expressed in quadratures or elementary functions. Both periodic 
solutions in time and in spatial variable are obtained. Special attention is paid to some narrower classes 
of nonlinear PDEs with a smaller number of arbitrary functions. The described general multifunctional 
model allows one to effectively analyze numerous simpler models by specifying a specific particular 
forms of arbitrary functions. The exact solutions obtained in this work can be used as test problems 
intended to check the adequacy and assess the accuracy of numerical and approximate analytical methods 
for integrating nonlinear equations of mathematical physics. 

Keywords: nonlinear Schrödinger equation, general nonlinear PDEs, nonlinear optics, exact solutions, 
solutions in quadratures, generalized separable solutions, non-symmetry reductions. 
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