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Предложена новая математическая модель для прогнозирования динамики исчерпания невозоб-
новляемых (ископаемых) ресурсов (углеводородов, урана, других металлов и т.п.). В предлагаемой
модели сохранены преимущества и устранены недостатки предыдущих моделей разных авторов.
Исходными (известными) параметрами модели являются: разведанный остаточный объем ископа-
емого ресурса (извлекаемого традиционными методами) М, годовой объем G0 и темп роста добычи
ресурса k0 в начальный период прогнозирования. Получены аналитические выражения для расчета
динамики годовой добычи и кумулятивного извлечения ресурсов Q, а также пика годового объема
добычи GM и периода времени до его наступления TM в зависимости от исходных параметров. По-
казано, что с ростом извлеченной массы ресурса Q темп изменения скорости добычи k(t) =
= (dG/dt)/G линейно уменьшается от начального положительного значения k0, когда Q = 0, до ко-
нечного (отрицательного) значения , когда Q = M . Точка пересечения прямой k(Q)
с осью Q, где k = 0, соответствует пику добычи ресурса. Модель позволяет прогнозировать динамику
себестоимости добычи ресурсов. Приведены примеры использования предложенной модели про-
гнозирования динамики добычи и исчерпания для таких традиционных энергетических ресурсов
как углеводороды и природный уран. Показано, что для оптимистического сценария развития ми-
ровой ядерной энергетики с темпом около k0 = 3%/год пик добычи урана GM ≈ 110 кт/год ожида-
ется в середине века при ресурсах М = 8 Мт с оцененной себестоимостью добычи до 260 долл./кгU.
Причем, к 2035 году (горизонт прогнозирования Всемирной ядерной ассоциации) может образо-
ваться дефицит добычи природного урана более 25 кт/год (почти половина нынешней годовой до-
бычи). Поскольку в первую очередь будут исчерпываться месторождения с минимальной себестои-
мостью добычи (<40 $/кгU), то для обеспечения заданного темпа развития ядерной энергетики не-
обходимо подключать месторождения со все большей себестоимостью добычи, что приведет к росту
себестоимости добычи и, вероятно, рыночных котировок на уран. Приведены результаты расчета
динамики добычи урана в Казахстане, Канаде, Австралии, Намибии и Нигере – крупнейших по-
ставщиках урана на мировой рынок. Наиболее быстро будут истощаться ресурсы Казахстана и Ка-
нады. Показано также, что ресурсы традиционных источников энергии будут в значительной мере
исчерпаны до конца текущего века при существующих технологических и экономических возмож-
ностях добычи. Причем, пики добычи традиционных энергетических источников ожидаются до се-
редины века.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Впервые математическая модель динамики

исчерпания ограниченного ресурса предложена
американским геофизиком Кингом Хаббертом
(King Hubbert, 1903–1989), который в 1956 г. тео-
ретически предсказал пик добычи нефти (“peak

oil” или “midpoint”) в США в начале 70-х годов
ХХ-го века, а в мире – около 2000 г. [1–3]. Мате-
матически изящная модель динамики исчерпа-
ния ограниченного ресурса, предложенная
К. Хаббертом, показала, что для любой заданной
географической области – для отдельного место-

∞ = − + θ0(1 2/ )k k
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рождения, страны или для всей планеты, график
скорости добычи невозобновляемого ресурса
(нефти, газа, урана) по времени должен иметь ко-
локолообразную форму. Добыча сначала быстро
наращивается, затем достигает пика (максимума)
добычи и после этого уменьшается вплоть до
окончательного исчерпания ресурса или рента-
бельности продаж. В 1972 году добыча нефти в
США действительно достигла пика. Прогноз
К. Хабберта в общих чертах оправдался, после че-
го его работа получила широкое признание и
инициировала непрекращающиеся дискуссии о
продолжительности не только “нефтяной эры”
[4–7], но и “эры технологических металлов” [8–
10] и других невозобновляемых ресурсов, вклю-
чая уран [11–15]. Главный недостаток, на наш
взгляд, модели К. Хабберта, связан с выбором ис-
ходных данных из прошлой истории добычи. Так,
в его модели темп роста добычи на начальном пе-
риоде освоения ресурса, отстоящим от настояще-
го времени на десятки, а то и сотни лет, определя-
ет характер добычи на всей траектории освоения
ископаемого, простирающейся на многие деся-
тилетия в будущее. При этом кривая годовой до-
бычи оказывается симметричной относительно
максимальной (пиковой) добычи. Однако дан-
ные о начальных годах освоения ресурса отлича-
ются волатильностью и не всегда доступны, что
отражается в погрешностях прогнозирования до-
бычи.

В работах МИФИ [12–15] предпринята попыт-
ка исправить указанный недостаток модели
К. Хабберта путем искусственного введения тем-
па годовой добычи, линейно убывающего с тече-
нием времени прогноза. Данная модель, в мень-
шей степени привязанная к историческому про-

шлому добычи ресурса, позволила получить ряд
интересных результатов. Однако, в этой модели
искусственно введенная функция темпа измене-
ния годовой добычи приводит к необоснованно
быстрому исчерпанию ресурса после прохожде-
ния пика его добычи.

Предлагаемая в настоящей статье математиче-
ская модель динамического процесса исчерпания
ископаемых ресурсов является модификацией
предложенных ранее моделей, нацеленной на
устранение их недостатков и развитие новых воз-
можностей прогнозирования, включая прогнози-
рование себестоимости добычи урана и других
традиционных энергетических ресурсов.

2. НОВАЯ МОДЕЛЬ ИСЧЕРПАНИЯ 
НЕВОЗОБНОВЛЯЕМЫХ РЕСУРСОВ

В новой модели используются три исходных
(известных) параметра в начале периода прогно-
зирования: разведанный остаточный объем иско-
паемого ресурса (извлекаемого традиционными
методами) М (тонн), годовой объем добычи G0
(т/год) и заданный темп роста k0 (1/год) добычи
ресурса. Эти три параметра могут относиться к
отдельному месторождению, стране или миру в
целом. В любом случае историческая динамика
годовой добычи G(t) имеет колоколообразную
форму (рис. 1): сначала добыча растет, затем до-
стигает пика, после чего сокращается до исчерпа-
ния либо самого ресурса, либо рентабельности
добычи. Подробнее математическая модель опи-
сана в приложении.

Согласно разработанной модели прогноз ди-
намики годовой добычи G(t) в году (t > 0 – от на-
чала прогноза) описывается аналитическим вы-
ражением

(1)

Здесь обозначено:  – безразмерный
комплекс, составленный из трех исходных пара-
метров, в котором M/G0 = Т0 имеет смысл вре-
мени исчерпания ресурса М при постоянной
годовой добыче G0. В зарубежной литературе
величину Т0, равную отношению ресурса к его го-
довой добыче (Reserves-to-Production), именуют
“R/P-ratio”, зачастую переводимое на русский
язык как “период обеспеченности запасами”.
Значения Т0 (R/P-ratio) приводятся, например, в
ежегодных отчетах компании British Petroleum
для различных энергоресурсов и стран [16]. В
формуле (1) для краткости записи обозначено
безразмерное время

(2)
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Рис. 1. Схема прогнозирования динамики добычи
невозобновляемого ресурса с известным начальным
уровнем добычи G0 и оставшимся в недрах количе-
ством ресурса М. Т0 = М/G0 – период полного ис-
черпания при постоянной ежегодной добыче G0
(“R/P-ratio”).
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ХАРИТОНОВ и др.

За начало отсчета t = 0 текущего времени t (лет) в
дальнейшем изложении принят 2018 год, по-
скольку известны все исходные параметры по до-
быче и ресурсам урана, углеводородов, металлов
на 2017 г.

Из выражений (1) и (2) следует, что макси-
мальная добыча (пик добычи) GM и момент на-
ступления пика добычи ТМ целиком определяют-
ся безразмерным комплексом , а так-
же уровнем добычи G0 и темпом роста добычи k0 в
начале прогнозного периода (соответственно):

(3)

Как показано в приложении, скорость измене-
ния добычи можно представить в виде уравнения

(4)

где k(t) – темп изменения годовой добычи
(1/год), Q(t) – масса добытого ресурса за период
времени t от начала прогноза (добыча нарастаю-
щим итогом). Если бы коэффициент k (темп) в
дифференциальном уравнении (4) был посто-
янным, то годовая добыча возрастала бы с тече-
нием времени экспоненциально, что характер-
но для начального периода прогнозирования, ко-
гда Q  M. В действительности, как следует из (4),
с ростом извлеченной массы ресурса Q темп из-
менения скорости добычи непрерывно и линейно
уменьшается от начального положительного зна-
чения k0, когда Q = 0, до конечного (отрицатель-
ного) значения , когда Q = M
(рис. 2). Точка пересечения прямой k(Q) с осью Q,
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где k = 0, соответствует пику добычи ресурса. С
ростом параметра  зависимость k(Q)
приближается к асимптотической прямой k =
= k0(1 – Q/M), соответствующей модели К. Хаб-
берта [15], в которой темп добычи изменяется
от k0 в начале добычи до –k0 в конце добычи.

Далее приводятся примеры использования
разработанной модели исчерпания традицион-
ных энергетических ресурсов.

3. ДИНАМИКА ИСЧЕРПАНИЯ 
ТРАДИЦИОННЫХ МЕСТОРОЖДЕНИЙ 

ПРИРОДНОГО УРАНА

Ресурсы урана. В базе данных UDEPO (МАГАТЭ)
представлены два типа ресурсов природного ура-
на: традиционные (conventional) и нетрадицион-
ные (unconventional) [17, 18]. Полные ресурсы
урана оценены в ≈58.2 Мт, из которых ≈45.5 Мт
относятся к нетрадиционным ресурсам (не имею-
щим надежной экономической оценки, но весь-
ма дорогим), а остальные ≈12.7 Мт относятся к
традиционным ресурсам, пригодным к извлече-
нию посредством существующей технологии. Из
этих 12.7 Мт традиционных ресурсов только
≈8 Мт имеют экономическую оценку себестои-
мости добычи (рис. 3).

По классификации ресурсов (resources) урана,
используемой в МАГАТЭ, стержневым критери-
ем является вероятная себестоимость добычи ура-
на [17–20]. С 2009 г. используются четыре цено-
вые категории себестоимости добычи урана:
< 40 $/кгU, < 80 $/кгU, < 130 $/кгU и < 260 $/кгU.
Как следует из рис. 3, ресурсы урана по себестои-
мости добычи менее 40 долл./кгU в 8 раз меньше

θ = 0 0/k M G

Рис. 2. Снижение темпа добычи ископаемого ресурса
с ростом объема добычи (нарастающим итогом). Рас-
чет по формуле (4).
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суммарных ресурсов (всех четырех ценовых кате-
горий), составляющих ≈8 Мт. В ценовом диапа-
зоне 40–80 $/кгU ресурсов урана также мало
(1023 тU). Половина всех ресурсов (4.06 Мт) при-
надлежит ценовой категории в диапазоне 80–
130 $/кгU. Еще 4.69 Мт не имеют стоимостной
оценки (дороже 260 $/кг). Поэтому в наших про-
гнозах мы будем ориентироваться на экономиче-
ски оцененные ресурсы объемом 8 Мт, а в каче-
стве верхней оценки традиционных ресурсов
принимаем 12.68 Мт.

Динамика исчерпания урана. Используя выше-
приведенные данные, можно с помощью нашей
модели оценить динамику исчерпания ресурсов
урана с разной себестоимостью. По данным Все-
мирной ядерной ассоциации (WNA – World Nu-
clear Association) [21] потребность мировой ядер-
ной энергетики в природном уране составила
G0 = 66 кт/год в 2017 г. Рассмотрим оптимистиче-
ский сценарий WNA развития ядерной энергети-
ки с темпом k0 = 3%/год (0.03 год–1). Результаты
расчета динамики годовой добычи урана по фор-
муле (1) представлены на рис. 4 и 5. Как следует из
рис. 4, пик добычи урана GM ≈ 113 кт/год ожидает-
ся в середине века (θ = 3.63 при ресурсах М = 8 Мт).
Если будут вовлечены в добычу ресурсы урана
М = 12.68 Мт (θ = 5.76) по более высокой цене
(более 260 долл./кгU), то пик добычи смещается к
началу 60-х годов и достигает 147 кт/год.

Как следует из рис. 4 и 5, сначала исчерпываются
ресурсы самого дешевого урана (C < 40 $/кгU =
= 15.4 $/фунт U3O8). Для обеспечения сценария
развития ядерной энергетики с заданным темпом
3%/год необходимо добывать одновременно и бо-
лее дорогой по себестоимости уран (в ценовом
диапазоне 40–80 $/год), добыча которого будет
нарастать по мере исчерпания дешевого урана.
Поскольку урана в этой ценовой категории чуть

меньше, чем самого дешевого, его ресурсы быст-
ро будут исчерпываться, что требует одновремен-
ной добычи и более дорого урана (в ценовом диа-
пазоне 80–130 $/год), ресурсы которого значи-
тельно больше. Ресурсы наиболее дорого по
себестоимости урана (1846 кт) более чем вдвое
меньше ресурсов урана предыдущей ценовой ка-
тегории, поэтому вклад урана с себестоимостью
130–260 $/кгU (50–100 $/фунт U3O8) в обеспече-
ние сценария развития ядерной энергетики срав-
нительно не велик. Как показано на рис. 5 (спра-
ва), в ближайшие 5 лет потребности мировой
ядерной энергетики в природном уране будут
удовлетворять, в основном, месторождения с ми-
нимальной себестоимостью (около 40 $/кгU), а к
2032 году на их долю придется менее 30%.

Полученные результаты свидетельствуют о
том, что инерционные сценарии развития ядер-
ной энергетики на тепловых реакторах не позво-
ляют увеличить долю АЭС в мировом производ-
стве электроэнергии в долгосрочной перспективе
из-за исчерпания традиционных ресурсов при-
родного урана.

Средневзвешенная себестоимость добычи урана.
Зная динамику добычи урана по разным себесто-
имостям G40(t), G80(t), …, G260(t), можно оценить
средневзвешенную себестоимость С(t) добычи
урана (долл./кг) по формуле

(5)

Если бы данные о себестоимости добычи и ре-
сурсах урана содержали не 4, а большее количе-
ство ценовых групп, то средневзвешенную себе-
стоимость добычи урана можно было бы оценить

−= + +

− −+ +

40 80 40

260 260

130 80 260 130

260 260

( ) ( ) ( )( ) 40 80
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )130 260  . 
( ) ( )

F
G t G t G tC t
G t G t

G t G t G t G t
G t G t

Рис. 4. Динамика исчерпания ресурсов природного урана в XXI веке (слева) и в ближайшие 15 лет (справа). Расчет по
формуле (1) при ресурсах из рис. 3 при начальном уровне добычи G0 = 66 кт/год (2017 г.) и темпе роста k0 = 3%/год
(близко к высоким сценариям WNA и МАГАТЭ).
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менее грубо. Однако более подробных данных
нет. Представленные на рис. 6 результаты расчета
себестоимости добычи урана по формуле (5) по-
казывают, что даже при стагнационном сценарии
развития мировой ядерной энергетики (k0 ≈ 0) се-
бестоимость добычи урана будет расти. Чем выше
темпы развития ядерной энергетики, тем быстрее
исчерпываются дешевые месторождения урана и
тем выше темпы роста средневзвешенной себе-
стоимости добычи. При прогнозируемых темпах
развития ядерной энергетики k0 ≈ 3%/год (“высо-
кий” сценарий) через 10–12 лет (к началу 30-х го-
дов) себестоимость добычи может удвоиться. По-
скольку рыночные цены (котировки на спот-
рынке) ориентируются на наиболее дорогой уран,
поставляемый на рынок, то в ближайшие 5 лет
рыночные котировки на природный уран могут в
2–3 раза превышать себестоимость наиболее рен-
табельных месторождений. В связи с ростом себе-
стоимости добычи урана можно ожидать увеличе-
ние стоимости обогащенного урана и топливной
составляющей стоимости электроэнергии АЭС
[14, 22, 23].

Прогноз добычи урана в некоторых странах. Ни-
же приведены данные из различных источников о
ресурсах урана в странах, обладающих объемом
извлекаемых ресурсов более 200 ктU (табл. 1). Со-
гласно данным табл. 1 наибольшее количество
дешевых месторождений урана (<40 $/кгU) рас-
положено в Казахстане (481 кт) и Канаде (263 кт),
что составляет 70% всех ресурсов этой ценовой
категории. Четверть всех извлекаемых ресурсов
урана сосредоточена в Австралии (более 2 Мт).
Почти 40% всей мировой добычи урана в 2017 г.
обеспечил Казахстан. Казахстан располагает 31%
всех известных мировых урановых ресурсов в
низкой ценовой категории до 80 долларов США
за 1 кг урана.

По ряду прогнозов развития ядерной энерге-
тики до 2035–50 гг. темп роста производства
электроэнергии на АЭС может составлять 1.5–
2.0%/год. Полагая, что такими же начальными
темпами должна расти добыча природного урана
в странах-поставщиках урана на мировой рынок,
можно оценить динамику исчерпания ресурсов в
этих странах. Как следует из рис. 7, где приведены
расчеты динамики добычи урана в Казахстане,
Канаде, Австралии, Намибии и Нигере – круп-
нейших поставщиках урана, наиболее быстро бу-
дут истощаться ресурсы Казахстана и Канады.
Пик добычи урана в Казахстане при заданных

Рис. 5. Прогноз исчерпания ресурсов природного урана в XXI веке (слева) и в ближайшие 15 лет (справа) в разных диа-
пазонах себестоимости добычи в условиях обеспечения начального темпа развития ядерной энергетики k0 = 3%/год.
Расчет по формуле (1) при ресурсах из рис. 3 и при начальном уровне добычи G0 = 66 кт/год (2017 г.). Кривые на этих
рисунках определяются разностью между соседними кривыми из рис. 4.
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Рис. 6. Динамика роста средневзвешенной себестои-
мости добычи урана для четырех сценариев развития
мировой ядерной энергетики до 2040 г. в условиях
исчерпания ресурсов урана (М ≈ 8 Мт) при макси-
мальной себестоимости до 260 долл./кгU. Расчет по
формуле (5) для различных начальных темпов разви-
тия ядерной энергетики и потребности в уране (k0 =
= 0–5%/год).
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условиях ожидается до 2027 года и составит чуть
более 25 кт/год. В Канаде пик добычи около
15.5 ктU/год ожидается до 2033 г. В Намибии и
Нигере, если не будет интенсифицирована добы-
ча (выше темпов 2%/год), пик добычи наступит в
начале 50-х годов и не превысит ≈5–6 ктU/год.

Из рассмотренных стран только Австралия
может сохранить возрастающий тренд добычи
урана до конца века.

4. ДИНАМИКА ИСЧЕРПАНИЯ 
ТРАДИЦИОННЫХ УГЛЕВОДОРОДОВ

На рис. 8 приведены кривые исчерпания тра-
диционных ресурсов угля, нефти и газа, рассчи-
танные по формуле (1) в энергетических едини-
цах, характеризующих количество тепловой
энергии, выделяемой при полном сгорании до-
бытых углеводородов. Здесь не учитывается взаи-
мовлияние добычи различных энергоресурсов.
Данные об извлекаемых традиционных ресурсах
углеводородов, годовой добыче и темпах роста
добычи, необходимые для прогнозирования, взя-
ты из материалов [16]. Результаты расчетов близ-
ки к полученным в [24].

Как видно, ресурсы традиционных источни-
ков энергии будут в значительной мере исчерпа-
ны до конца текущего века при существующих
технологических и экономических возможностях
добычи. Причем пики добычи традиционных
энергетических источников ожидаются до сере-
дины века. В настоящее время вклад ядерной
энергии в топливо-обеспечение человечества ед-
ва превышает 5% (по первичной энергии) и 10.5%
по электроэнергии. Мировое потребление пер-
вичной энергии увеличивалось за последнее де-
сятилетие с ежегодным приростом около
1.7%/год. Если такие темпы роста потребления

Таблица 1. Распределение извлекаемых ресурсов урана по странам и себестоимости добычи (в килотоннах с
округлением до 4-х знаков)

Источник: Table 1.2a из [17] “Uranium 2018: Resources, Production and Demand”. NEA No. 7413. NEA, OECD. 2018, 462 p.;
WNA-2019 [21]

Страна

Извлекаемые ресурсы урана в ценовой категории 
(Identified resources, recoverable), ктU

Добыча урана 
в 2017 г.,

G0, тU/год

Период обеспе-
ченности запасами, 

М/G0, лет<40 $/кгU <80 $/кгU <130 $/кгU <260 $/кгU

Австралия – – 1818 2055 5882 349
Бразилия 138 229 277 277 0 –

Канада 263 310 514 846 13116 64
Китай 101 222 290 290 1885 154

Казахстан 481 640 842 905 23321 39
Намибия 0 0 442 542 4224 128

Нигер 0 – 280 426 3449 123
Россия 0 40 486 657 2917 225

Ю. Африка 0 230 322 449 308 1458
Украина 0 58 114 219 550 398

Другие 42 страны 75 351 757 1323 3810 347
Всего в мире: 1058 2080 6142 7989 59462 134

Рис. 7. Прогноз динамики добычи урана в странах –
крупнейших его поставщиках на мировой рынок при
начальном темпе добычи k0 = 2%/год (умеренный,
ожидаемый сценарий развития ядерной энергетики
мира). Расчет по формуле (1) при исходных данных из
табл. 1. Пунктирными линиями показана динамика
добычи урана в Казахстане и Канаде при стагнации
ядерной энергетики (k0 = 0).
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ископаемого топлива сохранятся в ближайшие
50 лет, то к 2070 г. годовое энергопотребление
увеличится в 2.3 раза по сравнению с 2018 г. Эти
потребности будут существенно превышать до-
бычу традиционных энергоресурсов, начиная с
30-х годов текущего века, то есть будет формиро-
ваться всевозрастающий дефицит ископаемого
топлива.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана новая аналитическая модель ди-

намики исчерпания невозобновляемых ресурсов.
Данная модель использует три исходных пара-
метра, известных по данным накануне прогноза:
уровень добычи в минувшем году G0 (т/год),
оставшаяся в Земле масса извлекаемого ресурса
М (т) и начальный темп роста добычи k0. Эти три
величины образуют один безразмерный параметр

, существенно влияющий на прогно-
зируемую динамику добычи. Ограничиваясь тре-
мя исходными характеристиками состояния до-
бычи, мы ограничили функциональную зависи-
мость годовой добычи G от массы извлеченного
ресурса Q тремя членами разложения в ряд Ма-
клорена (П.6). Других искусственных предполо-
жений в модели нет.

Получены выражения для прогнозирования и
мониторинга динамики добычи ископаемых ре-
сурсов, определения максимума (пика) годовой
добычи и периода времени до наступления пика
добычи. Модель позволяет прогнозировать сред-
невзвешенную себестоимость добычи ресурсов.

Приведены результаты расчета по разработан-
ной модели динамики исчерпания углеводородов
(угля, нефти и газа) и природного урана в ряде

θ = 0 0/k M G

стран. Оценена динамика роста себестоимости
добычи урана.

ПРИЛОЖЕНИЕ

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ИСЧЕРПАНИЯ НЕВОЗОБНОВЛЯЕМЫХ 

РЕСУРСОВ
Обозначим массу ежегодной добычи невозобновляе-

мого ресурса в году t через G(t) (т/год) (рис. 1). Поскольку
нас интересует будущее (прогноз) добычи, то целесооб-
разно выбрать за начало отсчета времени t = 0 настоящий
момент, с которого необходимо сделать прогноз. Про-
шлое (история добычи) соответствует отрицательным
значениям t < 0, а будущее (прогнозный период) – поло-
жительным t > 0. Количество добытого ресурса (cumula-
tive production или нарастающим итогом) к некоторому
моменту времени t обозначим через Q(t), а полное извле-
каемое количество данного ресурса (остающегося в нед-
рах на начало прогноза) обозначим через М:

(П.1)

В течение полного цикла добычи от начала прогно-
за до полного исчерпания ресурса величина Q(t) моно-
тонно возрастает от 0 до М, а скорость добычи G(t) =
dQ/dt (годовая добыча) изменяется от начального зна-
чения G0  G(t = 0) до G = 0 в конце исчерпания ресур-
са. Если длительность полного цикла добычи ресурса
достаточно велика, то в целях математического упро-
щения модели (уменьшения числа малозначимых па-
раметров) можно принять момент полного исчерпа-
ния ресурса далеко в будущем t = + ∞.

Таким образом, для начального и конечного состо-
яний прогнозного периода имеем следующие матема-
тические условия:

(П.2)

(П.3)

В начале прогнозного периода обычно известен
темп изменения добычи k0 (1/год или %/год), который
либо задается стратегией развития добычи, либо отра-
жает существующие тенденции изменения потребно-
сти в рассматриваемом ископаемом и сделанные ранее
инвестиции в добычу. По определению начальный го-
довой темп добычи связан со скоростью изменения
добычи выражением

(П.4)

Следуя далее логике К. Хаббарта и учитывая, что
волатильность функции Q(t) всегда меньше волатиль-
ности подынтегральной функции G(t), выразим ско-
рость добычи G(t) = dQ/dt как функцию от количества

∞

= =

= = 
0 0

( ) ( ) ;  ( ) . 
t

t t

Q t G t dt M G t dt

≡

= = =0,  0  при  0;dQ G Q t
dt

= = = +∞0,     при   . dQ Q M t
dt

= = = 0
1 ( );  ( 0) . dG k t k t k
G dt

Рис. 8. Прогноз динамики годовой добычи тради-
ционных энергоресурсов (угля, нефти, газа и ура-
на) в мире в энергетических единицах (ЭДж/год =
= 1018 Дж/год; 1 т н.э. = 41.868 ГДж).
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добытого к моменту времени t ресурса Q(t), а не от вре-
мени, как это сделано в работах [12–15]:

(П.5)

Интегрирование этого дифференциального урав-
нения даст зависимости от времени величин Q(t) и
G(t) = dQ/dt. Наделяя функцию f(Q) свойствами не-
прерывности, можно представить ее в виде полинома
(или разложения в степенной ряд Маклорена):

dQ/dt = c0 + c1Q + c2Q2 + …, (П.6)
где с0, с1, с2, … – коэффициенты, не зависящие от
Q. Если ограничиться первыми тремя членами
ряда (П.6) и воспользоваться тремя граничными
условиями (П.2)–(П.4), то можно определить ко-
эффициенты этого ряда:

(П.7)

Подстановка этих выражений в дифференциальное
уравнение (П.6) и приведение его к безразмерному ви-
ду с помощью переменных q = Q/M и ,
где θ = k0M/G0, дает каноническую форму дифферен-
циального уравнения с разделяющимися переменными:

(П.8)

Здесь безразмерные коэффициенты ,
, . Уравнение (П.8) решается

стандартными методами в зависимости от знака дис-
криминанта  квадратичного трехчлена в знамена-
теле (П.8):

(П.9)
Поскольку дискриминант отрицателен, то решение
уравнения (П.6) в форме (П.8) имеет вид

(П.10)

Дифференцируя полученную функцию q(t) по вре-
мени, находим динамику изменения ежегодной добы-
чи невозобновляемого ресурса в виде следующей
функции от безразмерного времени Т:

(П.11)

Как видно, в начале прогнозного периода, когда
Т < 1 и exp(Т) < 1 + , годовая добыча растет почти
экспоненциально за счет экспоненты в числителе вы-
ражения (П.11). При дальнейшем увеличении Т экспо-
нента в знаменателе существенно превышает (1 + θ), а
годовая добыча практически экспоненциально умень-
шается как exp(–Т).

= ( ).dQ f Q
dt

 = = = − + 
 

0 0
0 0 1 0 2 2;  ;  .G kc G c k c

MM

= + θ 0(1 2/ )T k t

=
+ + 2 . dq dT

c bq aq
= − + θ + θ(1 )/(2 )a

= θ + θ/(2 )b = + θ1/(2 )c

Δ

= − = −2Δ 4 1.ac b

+ + θ=
−
+ + θ=

−

1/(1 )ln  
1

exp 1/(1 )или  .
exp 1

qT
q
Tq

T

= = θ = + θ
τ + + θ

2
2

0 0

( ) exp( )1 (2 )  .
(exp( ) 1 )

G t dq TdQ
G G dt d T

θ 

Дифференцируя G(t) в (П.11) по времени и прирав-
нивая производную нулю, находим параметры пика
добычи GM и TM (3).
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Abstract—A new mathematical model has been proposed for predicting the exhaustion dynamics of non-re-
newable (fossil) resources (hydrocarbons, uranium, other metals, etc.). This model preserves the advantages
of previous models by different authors and eliminates their disadvantages. The initial (known) parameters of
the model are the explored residual volume of the fossil resource (extracted by traditional methods) M, the
annual volume G0 and the growth rate of resource extraction k0 in the initial forecast period. Analytical ex-
pressions have been obtained for calculating the dynamics of annual production and cumulative extraction of
resources Q, as well as the peak of annual production of GM and the time before its occurrence TM, depending
on the initial parameters. It has been shown that the rate of change in the extraction rate k(t) = (dG/dt)/G
decreases linearly with an increase in the extracted resource mass Q from the initial positive value k0 at Q = 0
to the final (negative) value k∞ = –k0(1 + 2/θ) at Q = M. The point of intersection of the line k(Q) with the
Q axis, where k = 0, corresponds to the peak of resource extraction. The model allows predicting the dynam-
ics of the cost of resource extraction. Examples of the use of the proposed model for forecasting the dynamics
of production and exhaustion for such traditional energy resources as hydrocarbons and natural uranium are
given. It has been shown that for the optimistic scenario of development of world nuclear power industry with
a rate of about k0 = 3%/yr, the peak of uranium mining GM ≈ 110 kt U/ year is expected in the middle of the
century with M = 8 Mt resources with an estimated production cost of up to $260/kg.). Moreover, a shortage
of natural uranium mining by 2035 (the forecast horizon of the World Nuclear Association) can reach more
than 25 kt/yr (almost half of the current annual production). Since the fields with the minimum cost of pro-
duction (<$40/kg) will be exhausted first of all, to ensure a given rate of development of nuclear power indus-
try, it is necessary to involve the fields with increasing cost of production, which will increase the cost of pro-
duction and, probably, market quotations for uranium. The results of calculations of the dynamics of uranium
mining in Kazakhstan, Canada, Australia, Namibia, and Niger, which are the largest suppliers of uranium to
the world market, are presented. The resources of Kazakhstan and Canada will be depleted most quickly. It
has also been shown that the resources of traditional energy sources will be largely exhausted before the end
of this century under the assumption of the existing technological and economic possibilities of extraction.
Moreover, the peaks of extraction of traditional energy sources are expected to the middle of the century.
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