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Исследуются многомерные нелинейные уравнения Шредингера общего вида, потенциал  
и дисперсия которых задаются одной или двумя произвольными функциями. Рассматрива-
емые уравнения естественным образом обобщают ряд родственных нелинейных уравнений  
с частными производными, которые встречаются в различных разделах теоретической физики, 
включая нелинейную оптику, сверхпроводимость и физику плазмы. Описаны многомерные  
и одномерные несимметрийные редукции, приводящие исследуемые нелинейные уравнения 
Шредингера к более простым уравнениям меньшей размерности или обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям  (или системам обыкновенных дифференциальных уравнений). Специаль-
ное внимание уделяется поиску решений с радиальной симметрией. С помощью методов обоб-
щенного и функционального разделения переменных найдены новые точные решения двумерных  
и n-мерных нелинейных уравнений Шредингера общего вида, которые выражаются в квадра-
турах или элементарных функциях. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, многомерные уравнения математиче-
ской физики, точные решения, решения в квадратурах, решения в элементарных функциях, 
методы обобщенного и функционального разделения переменных, нелинейная оптика.

Введение

Классическое нелинейное уравнение Шредингера

Во многих разделах физики встречается классическое одномерное нелинейное уравнение Шредин-
гера с кубической нелинейностью [1 – 10]: 

	 i ut + uxx + k |u|2 u = 0,                                                                    (1)

где u  (x, t) – искомая комплекснозначная функция действительных аргументов; t – время; x – простран-
ственная переменная; k – параметр уравнения; i 2 = – 1. Отметим, что уравнение  (1) является интегри-
руемым уравнением с частными производными  (УрЧП) [4, 5] и проходит тест Пенлеве [11 – 13]; его 
характерные особенности и точные решения описаны в [4, 5, 14 – 16]. 

Родственные нелинейные уравнения с частными производными вида 

	 i ut + uxx + g (|u|) u = 0,                                                                    (2)

	 i ut + [ f (|u|) u]xx + g (|u|) u = 0,                                                              (3)
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и многие другие одномерные нелинейные уравнения типа Шредингера, которые встречаются в ли-
тературе, можно найти, например, в [14 – 29]. В нелинейной оптике потенциал g (|u|) в уравнениях  (2)  
и  (3) характеризует закон взаимодействия светового импульса с материалом волокна. Функция  f (|u|)  
в уравнении  (3) описывает нелинейную дисперсию.

Точные решения уравнения  (2) в случае степенного потенциала g (|u|) = k |u|n рассматривались, на-
пример, в [14 – 16]. Решения с обобщенным разделением переменных нелинейного уравнения  (2) с про-
извольной функцией g (|u|) приведены в [14, 16]. Точные решения и редукции нелинейного уравнения 
Шредингера общего вида  (3) двумя произвольными функциями f (|u|) и g (|u|) описаны в [25, 26]. 

Точные решения нелинейных УрЧП

Под точными решениями нелинейных УрЧП понимаются следующие решения [25, 29, 30]:
a) решения, которые выражаются через элементарные функции или могут быть представлены  

в замкнутой форме  (в квадратурах);
b) решения, которые выражаются через решения обыкновенных дифференциальных уравнений  (ОДУ) 

или систем таких уравнений.
Точные решения являются своеобразными математическими эталонами, которые часто используются 

в качестве тестовых задач для проверки адекватности и оценки точности численных и приближенных 
аналитических методов интегрирования нелинейных уравнений в частных производных.

Под редукциями рассматриваемого уравнения обычно понимаются уравнения меньшей размерности 
или более низкого порядка, все решения которых являются решениями данного уравнения. Редукции 
играют ключевую роль в построении точных решений дифференциальных уравнений и приводят  
к более простым уравнениям.

В данной работе для поиска точных решений многомерных обобщений нелинейных уравнений  (2) 
и  (3) использованы различные модификации методов обобщенного и функционального разделения 
переменных [14, 30, 31] и принцип структурной аналогии решений [27, 32].

Многомерные нелинейные уравнения Шредингера

Рассматриваемые нелинейные уравнения Шредингера

В данной работе будем рассматривать многомерные нелинейные уравнения Шредингера общего вида 
	

(| |) = 0,+ ∆ +tiu u g u u                                                                 (4)

	 [ (| |) ] (| |) = 0,+ ∆ +iu f u u g u u                                                          (5)

где u = u (x, t) – искомая комплекснозначная функция действительных аргументов; t – время; x =  (x1, …, xn), 

xk – пространственные переменные  (k = 1, …, n); 
2

2
1

=
=

∂
∆

∂∑
n

k kx
 – оператор Лапласа; i 2 = –1. Уравнения

(4) и  (5) являются n-мерными пространственными обобщениями уравнений  (2) и  (3). Действительные 
функции  f (|u|) и g (|u|), входящие в эти нелинейные УрЧП и характеризующие дисперсию и потенциал, 
будем считать произвольными.

Групповая классификация уравнения  (4) была проведена в [33 – 35]. Некоторые точные решения 
этого уравнения в двумерном, трехмерном и n-мерном случаях получены в [14, 34, 36]  (см. также [37, 
38], где рассматривались родственные УрЧП).

Свойство уравнения  (4). Пусть u (x1, …, xn, t) – решение уравнения  (4). Тогда функция 

	 2
1 1 1

1 1
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= =
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n n

k k k n n n
k k

u i x t A u x t C x t C t B                    (6)
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где A, B, C1,…, Cn, l1,…, ln – произвольные действительные постоянные, также является решением 
этого уравнения.

Формула  (6), содержащая 2 (n + 1) свободных параметров, позволяет с помощью более простых част-
ных решений уравнения  (4) строить его более сложные точные решения. В частности, она дает возмож-
ность с помощью стационарных решений уравнения  (4) получать некоторые нестационарные решения. 
Отметим, что при n = 2 и n = 3 формула размножения решений  (6) была выведена в [14].

Преобразование нелинейных уравнений Шредингера к системе действительных УрЧП

Представим искомую функцию в показательной форме 
	

, | |,j= =iu re r u                                                                     (7)

где r = r (x, t) ≥ 0 и j = j (x, t) – действительные функции.
Дифференцируя  (7), получим 

( )2

( ) ,

[ (| |) ] 2 , ( ),

j

j

= + j

 ∆ = ∆ − ∇j + ∇ ⋅∇j + ∆j = 

i
t t t

i

u r ir e

f u u h h i h h e h rf r
                              

  (8)

где использованы обозначения 
	

2
2

1 1
, .

= =

∂j ∂ ∂j ∇j = ∇ ⋅∇j = ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑

n n

k k kk k

hh
x x x

Подставим  (8) в  (5) и сократим все члены на e i j. Приравняв далее к нулю действительную и мнимую 
части полученного соотношения, приходим к следующей системе двух действительных уравнений  
в частных производных: 

2| | ( ) 0,
2 0, ( ).

− j + ∆ − ∇j + =
+ ∇ ⋅∇j + ∆j = =

t

t

r h h rg r
r h h h rf r

                                                  
   (9)

Таким образом показано, что комплекснозначное многомерное нелинейное уравнение Шрединге-
ра  (5) путем введения двух вспомогательных функций r и j по формуле  (7) преобразуется к системе 
двух действительных УрЧП  (9). Более простое нелинейное уравнение  (4) в этом случае приводится  
к системе УрЧП  (9), в которой надо положить f  (r) ≡ 1, что дает h = r.

Замечание 1. Второе уравнение в системе  (9) можно представить в виде закона сохранения: 

	 2div( ) 0, ( ) .+ ∇j = = ∫tH h H h r dr

Решения и редукции нелинейного уравнения Шредингера с радиальной симметрией

Нелинейные уравнения Шредингера, описывающие радиально-симметричные решения

Уравнения  (4) и  (5) существенно упрощаются, если рассматривать радиально-симметричные реше-
ния. В этом случае приходим к уравнениям с двумя независимыми переменными 

	 1 1( ) (| |) = 0,− −
r r+ r r +n n

tiu u g u u                                                       (10)
	

1 1{ [ (| |) ] } (| |) = 0,− −
r r+ r r +n n

tiu f u u g u u
                                             (11)



119 

Многомерные нелинейные уравнения Шредингера с потенциалом и дисперсией общего вида:  
точные решения и редукции

где 
1/2

2

1
=

=

 r  
 
∑

n

k
k

x  – радиальная координата. При n = 1 уравнения  (10) и  (11) переходят, соответственно,

в уравнения  (2) и  (3).
Как и ранее, представим искомую функцию в показательной форме  (7). Подставив  (7) в уравне-

ние  (11), после несложных преобразований приходим к системе двух действительных уравнений  
с частными производными

2 1 ( ) 0,

12 0, ( ).

rr r r

r r rr r

−
− j + − j + + =

r
−

+ j + j + j = =
r

t

t

nr h h h rg r

nr h h h h rf r

                                               (12)

Далее описаны некоторые точные решения системы  (12).

Решения типа стационарных солитонов

Система  (12) допускает простые периодические по времени точные решения вида 

r = r (r),   j = C1t + C2,                                                             (13)

где C1 и C2 – произвольные постоянные, а функция r = r (r) описывается нелинейным ОДУ второго 
порядка 

1
1( 1) ( ) 0, ( ).−

rr r′′ ′+ − r − + = =h n h C r rg r h rf r                                         (14)

 Решение этого неавтономного уравнения нельзя представить в замкнутом виде в общем случае 
произвольных функций  f (r) и g (r). Однако, задавая эти функции подходящим образом и используя 
[39], можно найти его некоторые решения.

Опишем простой и весьма полезный для анализа уравнения  (14) полуобратный подход, основан-
ный на введении вместо функции g (r) произвольной вспомогательной функции и непосредственном 
задании точных решений в неявном виде. А именно, будем считать функцию f (r) произвольной, а ре-
шение r = r (r) уравнения  (14), с учетом соотношения h = r f, будем задавать с помощью произвольной 
вспомогательной функции h = h (r) в неявном виде 

	 ( ) = ( ).rrf r h                                                                       (15)

Функция g = g (r) в таком подходе уже не задается, а находится непосредственно из уравнения  (14), 
что приводит к формуле 

	
1 1 1

1= ( ) .− − −
r r′ ′+ r rn ng C r h                                                             (16)

Функция потенциала g = g (r) для заданной конкретной функции h (r) определяется путем исключе-
ния r из соотношений  (15) и  (16).

Продемонстрируем теперь на конкретном примере, как описанный подход работает на практике. 
Для этого возьмем простую элементарную функцию h = h (r) и найдем порожденную ей функцию  
g = g (r). В этом случае функция g (r) будет выражаться через f (r).

Пример 1. В соотношения  (15) и  (16) подставим функцию 

	 2( ) = ,−r r +nh a b                                                                     (17)

где a и b – произвольные постоянные. В результате получим 
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	 2
1( ) , ( ) const.−= r + = =nrf r a b g r C                                               (18)

Здесь первое соотношение, где f (r) – произвольная функция, неявным образом задает зависимость 
амплитуды солитона от пространственной координаты r = r (r).

Формулы  (7),  (13),  (18) определяют точное решение в неявной форме уравнения  (11) с произвольной 
функцией  f (|u|) и постоянным потенциалом g (|u|) = C1. 

Можно также подходящим образом задать связь между функциями f (r) и g (r), а функцию h = h (r) 
находить из полученного дифференциального уравнения.

Пример 2. Полагая в  (11) и  (14)  (или  (16)) g = a f + b, приходим к нелинейному уравнению Шредингера 

	 1 1{ [ (| |) ] } [ (| |) ] = 0,− −
r r+ r r + +n n

tiu f u u af u b u                                            (19)

где f (z) – произвольная функция, которая допускает точное решение, определяемое формулами  (7) 
и  (13) при C1 = b. В этих формулах амплитуда r = r (r) задается неявным соотношением  (15), в котором 
функция h = h (r) описывается линейным ОДУ: 

	 1( 1) 0.−
rr r′′ ′+ − r + =h n h ah                                                           (20)

Общее решение этого уравнения при нечетных n можно выразить через элементарные функции,  
а при четных n – через функции Бесселя или модифицированные функции Бесселя [39].

Периодические по времени решения, амплитуда и фаза которых зависят  
от пространственной переменной

Система  (12) допускает более сложное, чем  (13), точное решение вида 

	 1( ), ( ),= r j = + q rr r C t                                                             (21)

где C1 – произвольная постоянная, а функции r = r (r) и q = q (r) описываются системой ОДУ:

2
1

1( ) ( ) 0,

12 0, ( ).

rr r r

r r rr r

−′′ ′ ′− q + − + =
r
−′ ′ ′′ ′q + q + q = =
r

nh h h C r rg r

nh h h h rf r
                                                (22)

Интегрируя дважды второе уравнение  (22), последовательно имеем
 
	 1 2 1 2

2 2 3, ,− − − −
r′q = r q = r r +∫n nC h C h d C                                              (23)

где C2, C3  – произвольные постоянные. Исключив производную ′  из первого уравнения  (22) с помо-
щью первого соотношения  (23), получим следующее нелинейное неавтономное ОДУ второго порядка 
для функции r = r (r): 

2 2(1 ) 3 1
2 1( 1) ( ) 0, ( ).− − −

rr r′′ ′− r + − r − + = =nh C h n h C r rg r h rf r                                  (24)

Это уравнение отличается от уравнения  (14) наличием дополнительного нелинейного члена, пропор-
ционального h–3. Некоторые точные решения этого уравнения можно получить, используя описанный 
ранее полуобратный подход, задавая вспомогательную функцию h = h (r).

Замечание 2. Уравнение  (11) в некоторых случаях  (когда две функции  f и g задаются одной под-
ходящей вспомогательной произвольной функцией) может допускать также более сложные, чем  (21), 
решения вида 
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	 = ( ), = ( ) ( ) ( ).r j q r +r r a t b t

В одномерном случае, что соответствует значению n = 1, такие решения были построены в [26].

Решения с обобщенным разделением переменных, амплитуда которых зависит от времени

Покажем, что система  (12) допускает точное решение с обобщенным разделением переменных вида 

	 2= ( ), = ( ) ( ).j r +r r t a t b t                                                           (25)

Для этого подставим  (25) в  (12). В результате первое уравнение системы приводится к квадратному 
уравнению относительно r, коэффициенты которого зависят от времени. Приравнивая нулю функ-
циональные коэффициенты квадратного уравнения и добавляя второе уравнение системы, которое  
в данном случае зависит только от t, получим следующую систему ОДУ: 

24 ( ),
( ),
2 ( ),

′ = −
′ =
′= −

t

t

t

a a f r
b g r
r narf r

                                                                     (26)

в которой первые два уравнения были сокращены на r.
Из первого и третьего уравнения системы  (26) имеем интеграл 

	 2/
1= ,na C r                                                                          (27)

где C1  – произвольная постоянная. Исключив a из третьего уравнения  (26) с помощью  (27), получим ОДУ 
	

( 2)/
1= 2 ( ),+′ − n n

tr C nr f r                                                                 (28)

общее решение которого можно представить в неявной форме 

2 1( 2)/ = 2 ,
( )+ −∫ n n

dr C C nt
r f r                                                           (29)

где C2  – произвольная постоянная. Функция a = a (t) определяется соотношениями  (27) и  (29). Функция 
b = b (t) находится интегрированием второго уравнения  (26): 

3= ( ) ,+∫b g r dt C                                                                    (30)

где C3 – произвольная постоянная, а функции r = r (t) задана неявно выражением  (29).
Отметим, что функцию b можно выразить через функцию r по формуле:

3( 2)/
1

1 ( )= .
2 ( )+− +∫ n n

g r drb C
C n r f r

Решения и редукции многомерного нелинейного уравнения Шредингера

Далее описаны некоторые точные решения и редукции многомерного нелинейного уравнения Шре-
дингера общего вида  (5), которое содержит две произвольные функции  f  (z) и g (z). Для построения 
этих решений используется представление решения в экспоненциальной форме  (7) и система двух 
действительных УрЧП  (9).
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Решения типа многомерной бегущей волны с постоянной амплитудой

Система  (9) имеет простое точное решение типа многомерной бегущей волны 
	

=1

2

=1

= , = ,

= ( ) ( ) ,

j + +

−

∑

∑

n

k k
k

n

k
k

r A C x Bt D

B g A f A C
                                                        (31)

где A, C1, …, Cn, D – произвольные действительные постоянные. Это решение является периодическим 
по времени t.

Решения типа многомерных стационарных солитонов

Система  (9) допускает нестационарное периодическое по времени решение  (7) в виде произведения 
функций разных аргументов 

	 1 2= ( ), = ,j +r r C t Cx                                                            (32)

где C1 и C2 – произвольные постоянные, а функция r = r (x) описывается n-мерным стационарным урав-
нением с частными производными 

	 1 ( ) = 0, = ( ).∆ − +h C r rg r h rf r                                                       (33)

Точные решения этого уравнения в двумерном, трехмерном и общем случае для некоторых функ-
ций  f (r) и g (r) можно найти, например, в [14].

Рассмотрим специальный случай, задав линейную связь g = a f + b между функциями  f = f (r)  
и g = g (r). В этом случае нелинейное уравнение Шредингера  (5) принимает вид 

	 [ (| |) ] [ (| |) ] = 0,+ ∆ + +tiu f u u af u b u                                                  (34)

где  f (z) – произвольная функция. Полагая в  (33) g = a f + b и C1 = b, а также учитывая соотношение  
h = rf, приходим к уравнению Гельмгольца для функции h: 

	 = 0.∆ +h ah                                                                         (35)

Решения этого линейного уравнения можно найти в [40]. Любое частное решение этого уравнения 
h = h (x) порождает точное решение нелинейного уравнения  (34), которое описывается формулами  (7) 
и  (32) при C1 = b, где функция r = r (x) задается неявно с помощью соотношения h (x) = r f (r).

В частности, в двумерном случае при n = 2 уравнение  (35) допускает точные решения: 

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2( cos sin )( cos sin ), ;= m + m m + m = m + mh A x B x A x B x a

2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2= ( cos sin )( cosh sinh ), = ;m + m m + m m − mh A x B x A x B x a

где A1, A2, B1, B2, m1, m2 – произвольные постоянные. 
Замечание 3. Уравнение  (33) с помощью подстановки h = r f  (r) сводится к нелинейному стационар-

ному n-мерному уравнению теплопроводности с источником 

	 ( ) = 0,∆ + Fh h
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где функция F (h) задается параметрически двумя соотношениями 

1( ), ( )= F = − +h zf z C z zg z     (z – параметр).

Решения типа пространственных стационарных солитонов с выделенным направлением

Система  (9) допускает периодическое по времени нестационарное решение вида 

	 1
=2

= ( ), = ,j + +∑
n

k k
k

r r x At B x C                                                      (36)

где A, B2, …, Bn, C – произвольные постоянные, а функция r = r (x1) описывается нелинейным ОДУ 
автономного типа 

	
2

1
2

( ) 0, ( ), .
=

 ′′ − − + = = = 
 
∑

n

xx k
k

h B h Ar rg r h rf r x x                                         (37)

В [26] было доказано, что общее решение таких ОДУ может быть представлено в квадратурах [26] 
для произвольных функций  f  и g.

Другие периодические по времени решения, амплитуда которых зависит  
от пространственных  переменных

1. Решение  (36), в котором выделена одна переменная x1, допускает пространственное обобщение. 
Для этого надо выделить две группы пространственных переменных x1,…, xm и xm+1, …, xn и искать 
точные решения нелинейного уравнения  Шредингера в виде 

	

1
= 1

= ( , , ), = .
+

j + +∑

n

m k k
k m

r r x x At B x C

В результате для амплитуды r получим одно нелинейное УрЧП размерности m.
2. Имеется также более широкий класс решений 
	

= ( ), = ( ).j + qr r Atx x

Подставив эти выражения в  (9), получим стационарную нелинейную систему УрЧП для функций r и q.

Решения с обобщенным разделением переменных, амплитуда которых зависит от времени

В общем случае система  (9) допускает решения, амплитуда которых зависит только от времени,  
а фаза является квадратичным многочленом по пространственным координатам с переменными ко-
эффициентами: 

	

, =1 =1
= ( ), = ( ) ( ) ( ).j + +∑ ∑

n n

pq p q p p
p q p

r r t a t x x b t x c t                                             (38)

где функции r = r (t), apq = apq (t), bp = bp (t),  c = c (t) подлежат определению в ходе дальнейшего анали-
за  (считается, что apq = aqp ).

Рассмотрим подробнее двумерное нелинейное уравнение Шредингера  (5), соответствующее значе-
нию n = 2. Входящие в решение  (7) искомые функции  (38) в данном случае имеют вид 

	 2 2
11 12 22 1 2= ( ), = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),j + + + + +r r t a t x a t xy a t y b t x b t y c t                            (39)
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где x = x1, y = x2, а 2 a12 было переобозначено на a12. Подставив  (39) в  (9), после разделения переменных 
приходим к следующей нелинейной системе ОДУ для функциональных коэффициентов: 

	
2 2

11 11 12

12 12 11 22
2 2

22 22 12

1 11 1 12 2

2 22 2 12 1
2 2

1 2

11 22

= (4 ) ( ),
= 4 ( ) ( ),
= (4 ) ( ),

= 2(2 ) ( ),
= 2(2 ) ( ),
= ( ) ( ) ( ),
= 2( ) ( ),

′ − +
′ − +

′ − +
′ − +
′ − +

′ − + +
′ − +

a a a f r
a a a a f r
a a a f r
b a b a b f r
b a b a b f r
c b b f r g r
r a a rf r

                                                        (40)

где первые шесть уравнений были сокращены на r, а штрих обозначает производную по t.

Два точных решения системы ОДУ  (40) при f (r) ≡ 1

Далее приведены два многопараметрических точных решения системы ОДУ  (40) при  f (r) ≡ 1, которые 
выражаются через элементарные функции и определяют соответствующие точные решения нелинейного 
уравнения Шредингера с одной произвольной функцией  (4).

1. При a12 = 0 второе уравнение системы ОДУ  (40) удовлетворяется тождественно. В этом случае 
сначала последовательно интегрируются оставшиеся четыре первых уравнения, затем интегрируется 
последнее уравнение, и наконец, предпоследнее. В результате указанных действий получим 

	

11 12 22
1 2

3 54
1 2

1 2 1 2
2 2

3 4
6

1 2

1 1( ) , ( ) 0, ( ) ,
4( ) 4( )

( ) , ( ) , ( ) ,
2( ) 2( ) ( )( )

( ) ( ( )) ,
4( ) 4( )

= = =
+ +

= = =
+ + + +

= + + +
+ + ∫

a t a t a t
t C t C

C CCb t b t r t
t C t C t C t C

C Cc t g r t dt C
t C t C

                               (41)

где C1, …, C6 – произвольные постоянные.
2. Решения первых трех функциональных коэффициентов в системе ОДУ  (40) ищем обратно 

пропорциональными  (t + C1), считая, что a12 ≠ 0. Таким образом можно найти следующие точные решения: 
	

2
11 12 22

1 1 1

3 2 3
1 4 2 2 4

1 1

2 1/25
2 2 2

1

2 2
1 2 6

( ) , ( ) , ( ) ,

2 (1 4 )( ) , ( ) 2 ,

1( ) , ( 4 ) , ,
4

( ) [ ( ) ( )] ( ( )) ,

= = =
+ + +

−
= + = −

+ +

= = ± − = −
+

= − + + +∫ ∫

C A Ba t a t a t
t C t C t C
AC C Cb t AC b t C C

t C t C
Cr t A C C B C

t C

c t b t b t dt g r t dt C

                                       (42)

где C1, …, C6 – произвольные постоянные. Первый интеграл в последнем выражении  (42) легко вычис-
ляется, но из-за громоздкости не приводится.



125 

Многомерные нелинейные уравнения Шредингера с потенциалом и дисперсией общего вида:  
точные решения и редукции

Другие решения с обобщенным разделением переменных уравнения  (4)

Нелинейное уравнение Шредингера  (4) допускает точное решение  (7), в котором амплитуда и фаза 
ищутся в виде 

	 2 3

=1 =1
= ( ), = , = ,+ j + +∑ ∑

n n

k k k k
k k

r r z z t a x ct t b x d                                         (43)

где d – произвольная постоянная, а свободные параметры a1, …, an, b1, …, bn, c подбираются так, чтобы 
удовлетворить системе УрЧП  (9).

Рассмотрим подробнее двумерное нелинейное уравнение Шредингера  (4), соответствующее значе-
нию  n = 2. Входящие в решение  (7) искомые функции  (43) в данном случае имеют вид 

	 2 3
1 2 1 2= ( ), = , = ( ) ,+ + j + + +r r z z t a x a y ct t b x b y d                                    (44)

где использованы обозначения x = x1 и y = x2.
Подставив  (44) во второе уравнение системы  (9) при n = 2, после сокращения на 2 ′ztu  приходим  

к простому алгебраическому соотношению 

	 1 1 2 2 1 = 0.+ +a b a b                                                                     (45)

Подставив  (44) в первое уравнение системы  (9) при n = 2, после элементарных алгебраических 
преобразований получим 

	 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) [(3 ) ] ( ) = 0.′′+ − + + + + +zza a r c b b t b x b y r rg r                                       (46)

Это соотношение будет обыкновенным дифференциальным уравнением, если потребовать, чтобы 
выражение в квадратных скобках было функцией только переменной z, которая введена в  (44). Требо-
вание приводит к следующим трем алгебраическим уравнениям на свободные коэффициенты: 

	

2 2
1 2

1 1

2 2

3 ,

,
,

c b b

b a
b a

+ + = l

= l
= l

                                                                      (47)

где l – новый свободный параметр. При выполнении условий  (47) соотношение  (46) становится обык-
новенным дифференциальным уравнением 

	 2 2
1 2( ) ( ) = 0.′′+ − l +zza a r zr rg r                                                         (48)

Четыре соотношения  (8) и  (47) представляют собой недоопределенную систему алгебраических 
уравнений, в которую входит шесть неизвестных коэффициентов a1, b1, a2, b2, c, l. Поэтому два из этих 
коэффициентов можно задать произвольно, а остальные четыре выразить через них. Прямой провер-
кой нетрудно убедиться, что общее решение системы уравнений  (8) и  (47) можно представить в виде 

	

1 2

1 2

2 2

= cos , = sin ,
1 1= cos , = sin ,

2 1= , = ,
3

− −

− l −

a p q a p q

b q b q
p p

c
p p

                                                         (49)
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где p и q – произвольные постоянные  (p ≠ 0). Подставив выражения  (49) в  (44) и  (48), а затем в  (7), можно 
найти точное решение двумерного нелинейного уравнения Шредингера  (4).

Отметим, что поиск точного решения n-мерного нелинейного уравнения Шредингера  (4) в виде  (43) 
приводит к ОДУ, которое можно получить из  (46), формально заменив в нем коэффициент 2 2

1 2( )+a a

перед второй производной на сумму 2

1=

 
 
 
∑

n

k
k

a .

Редукция с использованием новой переменной типа обобщенной бегущей волны

Система УрЧП  (9) допускает решение вида 
	

=1 =1
= ( ), = ( ), = ,j + + q + l∑ ∑

n n

k k k k
k k

r r z at b x z z c x t                                        (50)

где a, b1, …, bn, c1, …, cn, l – произвольные действительные постоянные, а функции r = r (z) и q = q (z) 
удовлетворяют нелинейной системе ОДУ: 

2 2

1 1

2

1 1

( ) ( ) ( ) 0,

2 (2 ) 0, ( ).

= =

= =

′ ′′ ′− + lq + − + q + =

   ′ ′ ′ ′ ′′l + + q + q = =   
   

∑ ∑

∑ ∑

n n

z zz k k k z
k k

n n

z k k z k z z zz
k k

r a h c h b c rg r

r b c h c h h h rf r
                                   (51)

Отметим, что замена = ′ξ qz  позволяет понизить порядок системы ОДУ  (51) на единицу. Нетрудно 
проверить, что второе уравнение  (51) допускает первый интеграл 

	 2 2 2

1 1
( ) , ( ),

= =

    ′l + + q = =   
   
∑ ∑∫

n n

k k k z
k k

h r dr b c h c h C h rf r                                       (52)

где C  – произвольная постоянная. Исключив далее производную ′qz  из первого уравнения  (51) с помо-
щью  (52), можно вывести нелинейное автономное ОДУ второго порядка  (которое явно не зависит от z). 
Общее решение полученного ОДУ можно выразить в квадратурах с помощью метода, описанного в [26].

Краткие выводы

Исследуются многомерные нелинейные уравнения Шредингера общего вида, дисперсия и потенциал 
которых задаются одной или двумя произвольными функциями. Найдены некоторые решения этих 
уравнений, которые выражаются в квадратурах или элементарных функциях. Описаны многомерные 
и одномерные редукции, приводящие рассматриваемые нелинейные УрЧП к более простым уравне-
ниям меньшей размерности или обыкновенным дифференциальным уравнениям или системам таких 
уравнений. 
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Multidimensional nonlinear Schrödinger equations of the general form are investigated, in which 
the potential and dispersion are specified by one or two arbitrary functions. The equations under 
consideration naturally generalize a number of related nonlinear partial differential equations that 
occur in various areas of theoretical physics, including nonlinear optics, superconductivity, and plasma 
physics. Multidimensional and one-dimensional non-symmetry reductions are described, which lead the 
studied nonlinear Schrödinger equations to simpler equations of lower dimension or ordinary differential 
equations  (or systems of ordinary differential equations). Special attention is paid to finding solutions 
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with radial symmetry. Using methods of generalized separation of variables, new exact solutions of 
two-dimensional and n-dimensional nonlinear Schrödinger equations of the general form, which are 
expressed in quadratures or elementary functions, are found.

Keywords: nonlinear Schrödinger equations, multidimensional equations of mathematical physics, 
exact solutions, solutions in quadratures, solutions in elementary functions, methods of generalized 
separation of variables, nonlinear optics. 
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