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Сдвиговые волны в нелинейно-вязко упругой цилиндрической оболочке
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Методами асимптотического интегрирования проведено моделирование распространения 
пучка сдвиговых волн вдоль образующей нелинейно-вязко упругой цилиндрической оболочки 
модели Сандерса – Койтера. Считается, что оболочка изготовлена из материала, характери-
зующегося кубической зависимостью между интенсивностями напряжений и деформаций, 
безразмерные параметры тонкостенности и физической нелинейности являются величинами 
одного порядка малости, а отношение вязкоупругих постоянных есть безразмерный параметр 
более высокого порядка малости. Используется разновидность метода многомасштабных раз-
ложений, позволяющая из уравнений линейного приближения определить скорость распро-
странения волны, а в первом существенно нелинейном приближении получить разрешаю-
щее нелинейное квазигиперболическое уравнение для главного члена разложения сдвиговой 
компоненты смещения. Выведенное уравнение представляет собой кубически нелинейную 
модификацию бездисперсионного уравнения Кадомцева – Петвиашвили – Бюргерса, являясь 
частным случаем модифицированного уравнения Хохлова – Заболотской – Кузнецова. Реше-
ние выведенного уравнения отыскивается в виде одной гармоники с медленно меняющейся 
комплексной амплитудой, поскольку в деформируемых средах с кубической нелинейностью 
эффект самовоздействия волны существенно преобладает над эффектом генерации высших 
гармоник. В результате для комплексной амплитуды получено уравнение Гинзбурга – Ландау, 
для которого построено точное физически состоятельное решение.

Ключевые слова: нелинейно-вязкоупругая цилиндрическая оболочка, сдвиговые волны, асим-
птотическое интегрирование, уравнение Гинзбурга – Ландау.

Введение

В настоящее время отмечается возрастание интереса к изучению нелинейных сдвиговых 
волн в системах различной физической природы применительно к задачам акустической диа-
гностики и неразрушающего контроля. Биомедицинские приложения сдвиговых волн обсуж-
даются в [1 – 2]. Показана возможность диагностики патологий и функционального состоя-
ния мышечной системы, связанной с тем, что скорость этих волн в мышцах много меньше 
скорости продольных волн, и формированием более высокой симметрии. Соответствующие 
акустические методы имеют большие перспективы в диагностике невралгических патологий, 
а также в геронтологии, спортивной и космической медицине. В [3] предложен способ измере-
ния сдвиговой упругости радиационным давлением фокусированного ультразвука, известный 
как SWEI (Shear Wave Elasticity Imaging). Развитие этой методики, называемое сверхзвуковой 
сдвиговой визуализацией (SSI), обсуждается в [4 – 5]. Результаты наблюдения сдвиговой волны, 
возбужденной с помощью фокусированного ультразвука в резиноподобной среде, приведены 
в [6]. Построена теоретическая модель, позволяющая вычислять характеристики генериру-
емой сдвиговой волны в зависимости от параметров среды и исходной продольной волны.  
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В [7] рассматриваются плоские нелинейные сдвиговые волны в среде с памятью. Выведены 
модельные уравнения с кубической нелинейностью, анализ которых проводится на основе 
уравнения Дуффинга. Исследованию распространения линейных и нелинейных сдвиговых 
волн в вязкоупругих средах посвящена диссертация [8]. Классы точных волновых решений для 
сдвиговых волн в специальных вязких средах построены в [9]. В [10] аналитически и численно 
анализируются эффекты кубической нелинейности в пучках сдвиговых волн различной поляри-
зации. Уединенные и компактонные сдвиговые волны изучаются в [11]. В [12] нелинейные волны 
сдвига анализируются на основе неньютоновской вязкоупругой жидкости с использованием 
обобщенной гидродинамической модели. Получено численное решение, которое показывает, 
что начальные периодические решения повторяются после прохождения нескольких паттер-
нов периодических волн. Таким образом, выявлен аналог возврата Ферми – Паста – Улама.  
В [13] рассмотрено распространение двумерных волн сдвига конечной амплитуды в нелинейном 
предварительно напряженном несжимаемом твердом теле. Показано, что скалярное уравне-
ние Заболоцкой является асимптотическим пределом уравнений движения для всех упругих 
обобщенных неогуковских тел (с энергией деформации, зависящей только от первого главного 
инварианта деформации Коши – Грина). Учет дисперсии и диссипации позволяет получить из-
вестные уравнения Кадомцева – Петвиашвили, Заболоцкой – Хохлова и Хохлова – Заболоцкой 
– Кузнецова. Возможность генерации второй гармоники для сдвиговых волн в упруго-пласти-
ческой среде продемонстрирована в [14]. В [15] рассмотрены сдвиговые горизонтальные (SH) 
волны в свободных и зажатых моноклинных пластинах с произвольной неоднородностью на 
пластине. Представлено аналитическое и численное моделирование дисперсионных ветвей SH. 
Оценки в замкнутой форме сравниваются с точными кривыми, рассчитанными для свободной 
пластины с непрерывно меняющимися свойствами. Нелинейные сдвиговые волны в твердом 
теле с микроструктурой изучаются в [16]. В [17] аналитически моделируются сдвиговые волны 
в нелинейно-упругом теле. Распространение пучка сдвиговых волн в наследственной среде 
в квазиоптическом приближении рассмотрено в [18]. В [19] моделируется распространение 
сдвиговых солитонов в упругой пластине. В работах [20 – 23] выводятся квазигиперболиче-
ские и эволюционные уравнения, редуцируемые к интегрируемым. Тем самым показываются 
возможность генерации и условия существования сдвиговых солитонов. Нелинейные продоль-
ные и сдвиговые стационарные волны деформации в градиентно-упругой среде рассмотрены  
в [20]. Показано, что сдвиговые стационарные волны описываются уравнением Дуффинга.  
В [21] установлено, что сдвиговые волны, распространяющиеся в нелинейной пластине, лежащей 
на упругом основании, параметры которого изменяются по закону бегущей волны, являются 
модуляционно неустойчивыми. Изучен вопрос о стабилизации этой неустойчивости с помощью 
изменения параметров упругого основания. Распространение нелинейных сдвиговых волн  
в зернистой среде рассмотрено в [22]. Показано, что низкочастотные солитоноподобные воз-
мущения описываются уравнением Буссинеска. В [23] моделирование уединенных сдвиговых 
волн в зернистой среде впервые привело к возмущенному уравнению синус – Гордона. Показа-
но, что скорость уединенной волны всегда меньше скорости поперечной сейсмической волны.  
В [24] исследуется влияние разномодульности материала на эволюцию сдвиговой волны Римана. 
Выявлена зависимость характерного расстояния опрокидывания волны Римана от значений 
соответствующих модулей упругости.

Задачи нелинейной волновой динамики цилиндрических оболочек, в отличие от аналогичных 
задач для стержней и пластин [25], до настоящего времени исследованы в меньшей степени. 
Причина состоит в том, что в стержнях и пластинах тангенциальные и нормальные перемещения 
разделены в линейном приближении и связываются только за счет нелинейности, что упрощает 
использование процедур асимптотического интегрирования [26] систем исходных уравнений. 
В оболочках (за счет кривизны), продольные, окружные и нормальные смещения связаны уже 
в линейном приближении, и разделение волновых движений на продольные, сдвиговые (кру-
тильные) и изгибные становится, до известной степени, условным. В зависимости от того, какая 
из компонент перемещений преобладает, здесь приходится говорить о продольно-изгибных, 
изгибно-продольных, изгибно-сдвиговых и т.д. волнах. Нелинейные осесимметричные вол-
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ны продольно-изгибного типа рассмотрены в [27 – 29]. Изгибно-продольные волны изучаются  
в [30]. В [27 – 30] построены классы точных солитоноподобных и периодических решений  
и обсуждены вопросы их физической реализуемости. 

Данная статья, посвященная моделированию распространения преимущественно сдвиговой 
волны вдоль образующей нелинейно-вязкоупругой цилиндрической оболочки, организована 
следующим образом. В первом разделе получена система уравнений движения в перемещениях 
для нелинейно-упругой оболочки. Во втором разделе полученная система преобразуется с уче-
том вязкоупругих свойств материала оболочки. Здесь же выводится разрешающее уравнение. 
В разделе параграфе строится точное решение одной из физически содержательных редукций 
выведенного уравнения. В заключении перечислены полученные результаты.

1. Уравнения движения в перемещениях для нелинейно-упругой оболочки

Дальнейший анализ проведем на основе модели цилиндрической оболочки Сандерса – Кой-
тера [31 – 32]. Геометрически линейные уравнения движения элемента оболочки имеют вид:
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где x, y – продольная и окружная координаты; u, v, w – перемещения срединной поверхности элемента 
оболочки в продольном, окружном и радиальном направлениях, соответственно; Nx, Mx – нормальное 
усилие и изгибающий момент в сечении, перпендикулярном оси 0х; Ny, My – нормальное усилие и изги-
бающий момент в сечении, перпендикулярном оси 0y; Nxy, Mxy – сдвиговое усилие и крутящий момент 
в сечении плоскостью 0xy; R, g – радиус кривизны и поверхностная плотность оболочки; g – ускорение 
свободного падения, t – время.

Будем считать, что оболочка изготовлена из нелинейно-упругого материала, характеризующегося 
кубической зависимостью между интенсивностями напряжений и деформаций [33]

	 3
0 ,i i iE ms = e − e                                                                       (2)

где E0 – начальный модуль упругости и m – константа материала, определяемая экспериментально [34]. 
Используем физические соотношения [34]
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символ i

i
E s

=
e

 обозначает секущий модуль нелинейно-упругого материала, вычисляемый согласно (2),

m – коэффициент Пуассона. Пренебрегая компонентой напряжения sz в сравнении с sx и sy, из  получаем
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Примем стандартные для теории тонких оболочек связи деформаций e произвольной точки мате-
риала с деформациями e и изменениями кривизн κ срединной поверхности
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Подставляя (7) в (4), (6) и интегрируя по толщине элемента оболочки в пределах от 2
h

−  до 2
h

, по-
лучаем следующие выражения для погонных усилий:
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и моментов
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где 
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есть квадрат интенсивности деформаций срединной поверхности и введено обозначение

	 ( )( ) ( )( ) ( )22 21 31 1 4 1 .
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Компоненты изменений кривизн и деформаций в линеаризованной модели Сандерса – Кой-
тера связаны с компонентами перемещений следующими соотношениями: 
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Подставляя  (12) в (8) и (9), а затем полученные соотношения – в (1), и пренебрегая безразмерными 
слагаемыми, содержащими h2/R2, получаем систему уравнений движения элемента оболочки в пере-
мещениях
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в которых все нелинейные слагаемые сведены в  f1, f2, и  f3. Полученная система отличается от анало-
гичной системы уравнений движения в классической теории оболочек Кирхгофа – Лява [34] наличием 
подчеркнутых членов более высоких порядков малости. Их учет при дальнейшем асимптотическом 
интегрировании, как будет показано ниже, приводит к новому виду разрешающего уравнения. 

2. Вывод разрешающего уравнения для нелинейно-вязкоупругой оболочки

Диссипативные эффекты, сопровождающие волновые процессы в оболочках чаще всего учитываются 
путем введения в уравнения движения дополнительного демпфирующего слагаемого (так называемое 
«конструкционное демпфирование») [34]. Более строгий учет потерь энергии может быть проведен  
с использованием различных моделей вязкоупругости [35]. В данной работе используется именно такой 
подход.

Уравнения движения вязкоупругой оболочки с независящим от времени коэффициентом Пуассона, 
вязкоупругие свойства которой определяются интегральным оператором E , действующим на функ-
цию  f (t) по закону
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( ) ( )e ,

t
tE f E f E f d−b −t

−∞

= − a t t∫                                                      (16)

получаются из уравнений движения – элемента нелинейно-упругой оболочки заменой E на E . Посто-
янные a и b в (16), имеющие размерность [время]–1, характеризуют вязкоупругие свойства материала 
оболочки.

Считая время релаксации b–1 много большим в сравнении с периодом сдвиговой волны, разложим 
f (t) в ряд Маклорена, удерживая два первых члена разложения. Тогда после интегрирования от инте-
грального оператора  можно перейти к приближенному дифференциальному оператору [36]

	 21 .fEf Ef E
t

a a ∂ ≈ − − b ∂b 
                                                           (17)

Используя (17), получим из (13) – (15) уравнения движения элемента нелинейно-вязкоупругой 
оболочки:

	

( )

( )

( )

22 2 2 3

12 2 2

22 2 2 3

12 2 2 2

2 2

2
0

11 11
2 2 24

11 1
2 2 24

1
0,

hu u v w w f
x y R x Rx y x y

hu u v w w f
t x y R x Rx y x y

u
gE t

− ma ∂ − m ∂ + m ∂ m ∂ ∂  − + + − − + −  b ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂  
− ma ∂ ∂ − m ∂ + m ∂ m ∂ ∂ 

− + + − − + − ∂ ∂ ∂ ∂b ∂ ∂ ∂ ∂ 
g − m ∂

− =
∂

                       (18)

	

( )

2 2 2 2 3 3

22 2 3 2

2 2 2 2 3 3

22 2 2 3 2

2 2

2
0

1 1 1 31
2 2 12 2

1 1 1 3
2 2 12 2

1
0,

v v u w h w w f
x y R y Ry x y x y

v v u w h w w f
t x y R y Ry x y x y

v
gE t

a ∂ − m ∂ + m ∂ ∂ ∂ − m ∂    − + + − + + + −    b ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
a ∂ ∂ − m ∂ + m ∂ ∂ ∂ − m ∂   − + + − + + + −   ∂ ∂ ∂ ∂b ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

g − m ∂
− =

∂

                 (19)

	

( )

2 2 3 3 3
4

32 3 2 2

2 2 3 3 3
4

32 2 3 2 2

2 2

32
0

1 1 3 11
12 12 2 2

1 1 3 1
12 12 2 2

1
0,

h u v h v v uw w f
R x R y RR y x y x y

h u v h v v uw w f
t R x R y RR y x y x y

w f
gE t

a m ∂ ∂ ∂ − m ∂ − m ∂    − − ∇ + + − − + − + −    b ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
a ∂ m ∂ ∂ ∂ − m ∂ − m ∂   − − ∇ + + − − + − + −   ∂ ∂ ∂b ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

g − m ∂
− + =

∂

         (20)

Введем в рассмотрение безразмерные независимые и зависимые переменные по формулам:

	 ( )
0

2, , ,
1 μ

, , .

E gx y tX Y T
l R l

u v wU V W
R R h

= = = ⋅
γ −

= = =
                                                (21)
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Подстановка  (21) в уравнения движения (18) – (20) выявляет в последних малые параметры нели-

нейности и тонкостенности 
R
l  и 

h
R , которые будем считать величинами одного порядка малости 

с отношением параметров физической нелинейности:

	 0 å.ER h
l R m

= = =  ε.                                                                 (22)

Кроме того, в предположении о большой величине времени релаксации, будем считать

	 2.a
= e

b
                                                                           (23)

Предположение (22) характерно для задач асимптотического анализа длинноволновых воз-
мущений [27 – 29]. Cогласно (22), параметр дисперсии 

h
l  есть величина порядка e2.

Считая, что пучок сдвиговых волн распространяется вдоль образующей оболочки, вводим 
в рассмотрение новые независимые переменные и разложения зависимых переменных по сте-
пеням малого параметра e:

	
2 2

3 2 5 2 1 2 5 2 3 2 5 2
0 1 0 1 0 1

, , ,

, , .

XX Y T
C

U U U V V V W W W

c = e h = e t = −

= e + e = e + e = e + e
                                (24)

где С – пока неизвестная скорость распространения возмущения. С учетом (21) – (24), в главном порядке 
по степеням малого параметра система уравнений (18) – (20) принимает вид

	
( )2 2

0 0 0
2 2

11 1 0,
2

W U V
C CC

+ m∂ ∂ ∂m  + − − = ∂t ∂t∂h∂t 
                                             (25)

	 ( )
2

2 0
22 1 0,VC ∂

+ m − =
∂t

                                                             (26)

	 0 0
0 0.U VW

C
∂ ∂m

+ − =
∂t ∂h                                                              (27)

Из уравнения (26) определяется безразмерная скорость возмущения

	
1 μ .
2

C −= ±                                                                      (28)

Отметим, что система (25)–(27) и выражение для скорости (28) совпадают с аналогичными вы-
ражениями, полученными в нелинейно-упругом случае [37]. Это означает, что вязкостные эффекты 
проявляются на нелинейной стадии волнового процесса.
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Уравнение (19) в первом существенно нелинейном приближении имеет вид

                                   

( )
22 2 2 2 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 3

1 2 12 2 0.
1 12 2

V V V U W V V Vmg
l

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ m e − + − m + + + + = ∂t∂c ∂t∂h ∂h − m ∂t b∂t ∂h ∂t g − m ∂t − m
   (29)

Выражая при помощи (25), (27) слагаемые с функциями U0 и W0 через V0, придаем уравнению  окон-
чательную форму

	
22 3 2 2 2

0 0 0 0 0 0
1 2 3 42 3 2 2 0,V V V V V Vc c c c∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + = ∂t∂c ∂t∂t ∂t ∂h ∂t 

                                    (30)

где 

	 ( ) ( )1 2 3 42
1 ε 1 μ 2, 2 2μ , , .
β 2 1 2μ 1 μγ 1

mgc с c c
l

−= = − = =
+ −− μ                               (31)

3. Обсуждение свойств уравнения (30) и построение точных решений

Заменяя переменную t линейной комбинацией t1 = t – c/c2, в (30) можно исключить слагаемое со 
второй производной по времени:

	
23 2 2 2

0 0 3 0 0 01 4
3 2 2

2 1 2 2 11 1

0.V V c V V Vc c
c c c

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + = ∂t ∂c ∂t∂t ∂h ∂t 
                                           (32)

Для функции 0Vf ∂
=

∂t
, выражение (32) принимает форму модифицированного диссипатив-

ного уравнения Хохлова – Заболотской [38]

	
2 2

2
1 2 4 32 2 ,f f f f fc c c f c∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + = − ∂t ∂t ∂c ∂t∂t ∂h 

                                           (33)

которое, в свою очередь, является частным случаем модифицированного (кубически нелинейно-
го) уравнения Хохлова – Заболотской – Кузнецова или бездисперсионным модифицированным 
уравнением Кадомцева – Петвиашвили – Бюргерса. На основе уравнения (33) в [39] обсуждался 
вопрос о безынерционном самовоздействии дифрагирующих пучков в кубически-нелинейных 
диссипативных средах без дисперсии.

Представляя функцию V0( c, h, t1) в виде произведения комплексной амплитуды B( c, h)  на перио-
дическую функцию, зависящую от t1,

	 ( ) ( ) 1
0 1, , , e к.с.,iV B − ωτχ η τ = χ η +                                                  (34)

в главном порядке по экспоненциальной функции для амплитуды B( c, h)  получаем комплексное 
уравнение Гинзбурга – Ландау [40]

	
2

2
2 ,B Bi p q B B i B∂ ∂

+ + = g
∂c ∂h

                                                         (35)
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где

	
3 2

3 4 1

2 2 2
, , .c c cp q

c c c
ω ω

= − = g =
ω

                                                    (36)

Уравнение, аналогичное (35), ранее возникало при моделировании сдвиговых волн в среде Фойгта [36]. 
Отметим, что представление уравнение (34) традиционно используется в задачах волновой динамики 
кубически-нелинейных сред, в которых явление самовоздействия волны существенно преобладает над 
эффектом генерации высших гармоник.

Несмотря на внешнее сходство (35) с возмущенным НУШ, для построения его точного решения 
приходится использовать специальные подстановки. Будем следовать подходу [40]. После подстановки

	 ( ) ( ) θχ,η ζ e ,iB y=                                                                   (37)

где z = h – cc , q = q(z, c ), уравнение (35) сводится к системе уравнений для функций F, Y:

	
22

2 2 3
2 3 422 4 0,d d a a a

dd
F F F − + FY − Y − F + F = zz  

                                      (38)

	 1 3 0,db b
d

∂Y F
− + F =

∂z z
                                                                (39)

где F = y2, Y = y2z, z ∂q
=

∂z
 и коэффициенты определены следующим образом:

                                              2 3 4 1 3
4 4 4, , , , .

2
c q ca a a b b
p p p p p

b g
= = = = = −    

Авторы [40] отмечают, что несмотря на то, что уравнение  является алгебраическим по Y, непосред-
ственное его решение относительно Y с последующей подстановкой в (39) приводит к чрезвычайно 
громоздкому и трудно решаемому уравнению. Поэтому они, после проведения пенлеве-анализа, до-
полняют систему (38), (39) линейным уравнением связи между функциями F и Y:

	 ,dA B S
d
F

Y = + F +
z

                                                                (40)

где A, B, S – параметры, подлежащие определению. Подстановка (40) в систему (38), (39) позволяет 
свести последнюю к нелинейному уравнению 

	
2

3 2
1 2 3 4 0,d df f f f

d d
F F  + F + F + F = z z 

                                                  (41)

где 

	                                     ( ) ( )

( )

2 2
1 2 2 1

2
3 4 4 2 3 3

4 1 , 8 2 2 ,

, 4 2 .

f A A f a B A B b

f Aa f B Ba a A b

= − + = − − +

= = − − + −
       

и считается, что S = 0. Решение уравнения (41) имеет полюс 2-го порядка и может быть найдено,  
в частности, методом гиперболического тангенса. Подстановка анзаца 
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	 ( ) ( )2
0 1 2tanh tanhd d k d kF = + z + z                                                    (42)

дает нетривиальные решения при следующих сочетаниях коэффициентов:

	
2 2

2 2 2
0 2 1 2 3 4

1 2 1 1
, 2 , , , .

16 4 8
f f fd d d d f f k
f d f f

= = = − = = ±                                 (43)

Заключение

Установлено, что при моделировании распространения пучка сдвиговых волн вдоль обра-
зующей нелинейно-вязкоупругой цилиндрической оболочки возникает квазигиперболическое 
уравнение с кубической нелинейностью, представляющее собой модификацию диссипативного 
уравнения Хохлова – Заболотской. Полученное уравнение приводится к бездисперсионному 
модифицированному уравнению Кадомцева – Петвиашвили – Бюргерса, являющемуся частным 
случаем модифицированного уравнения Хохлова – Заболотской – Кузнецова. Показано, что 
вязкостные свойства материала оболочки начинают оказывать влияние на волновой процесс 
на нелинейной стадии распространения сдвиговой волны. Кубическая нелинейность позволяет 
преобразовать выведенное уравнение в нелинейное комплексное уравнение Гинзбурга – Ландау, 
для которого построено точное локализованное решение. 
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The propagation of a beam of shear waves along the generatrix of a nonlinear viscoelastic cylindrical 
shell of the Sanders–Koiter model is simulated by asymptotic integration methods. It is assumed that 
the shell is made of a material characterized by a cubic dependence between stress and strain intensities, 
the dimensionless parameters of wall thinness and physical nonlinearity are quantities of the same 
order of smallness, and the ratio of viscoelastic constants is a dimensionless parameter of a higher 
order of smallness. A variation of the multiscale expansion method is used, which makes it possible 
to determine the wave propagation velocity from the linear approximation equations and, in the first 
essentially nonlinear approximation, to obtain a resolving nonlinear quasi-hyperbolic equation for the 
leading term of the expansion of the shear component of the displacement. The derived equation is a 
cubic nonlinear modification of the dispersionless Kadomtsev–Petviashvili–Burgers equation, being a 
special case of the modified Khokhlov–Zabolotskaya–Kuznetsov equation. The solution of the derived 
equation is sought in the form of one harmonic with a slowly changing complex amplitude, since in 
deformable media with cubic nonlinearity the effect of wave self-action significantly prevails over the 
effect of higher harmonic generation. As a result, the Ginzburg-Landau equation is obtained for the 
complex amplitude, for which an exact physically consistent solution is constructed.

Keywords: nonlinear viscoelastic cylindrical shell, shear waves, asymptotic integration, Ginzburg–
Landau equation.
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