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Уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником:  
редукция, тест Пенлеве, первые интегралы и аналитические решения

 2025 г.    Н. А. Кудряшов

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, 115409, Россия 

Изучается уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником. Задача 
Коши для этого уравнения в общем случае не решается методом обратного преобразования 
рассеяния. Однако уравнение допускает группу преобразований сдвига по независмым пере-
менным и поэтому рассматривается с учетом переменных бегущей волны. Для исследования 
аналитических свойств нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения приме-
няются три шага теста Пенлеве. Показано, что в общем случае уравнение не проходит тест 
Пенлеве. Из анализа существования ряда Лорана для общего решения дифференциального 
уравнения получены условия на параметры математической модели, при которых уравнение 
проходит тест Пенлеве, и, следовательно, выполняются необходимые условия существова-
ния общего решения для четырех случаев нелинейного обыкновенного дифференциально-
го уравнения. Принимая во внимание значения индексов Фукса, найден первый интеграл 
соответствующего нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения. Показано, 
что общие решения одного из нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
выражаются через эллиптическую функцию Вейерштрасса, а решения другого уравнения 
имеют решения, представимые через трансценденты первого уравнения Пенлеве при опре-
деленных ограничениях на параметры уравнения. Обсуждается взаимосвязь между тестом 
Пенлеве и специальными методами нахождения точных решений нелинейных дифференци-
альных уравнений. Специальные методы используются для построения аналитических ре-
шений с одной и двумя произвольными постоянными. Получены точные решения с двумя 
произвольными постоянными, выраженными через эллиптическую функцию Вейерштрасса. 
С помощью метода логистических функций найдены точные решения уравнения Кортевега – 
де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником с одной произвольной постоянной. Показано, 
что семейство уравнений, для которых найдены точные решения, значительно расширяется  
в случае использования специальных методов.

Ключевые слова: уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником, 
переменные бегущей волны, общее решение, эллиптическая функция Вейерштрасса, первое 
уравнение Пенлеве, метод простейших уравнений, точные решения.

Введение

В работе рассматривается обобщенное уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным 
источником в виде 

	 26 = ,t x xxx xxu uu u u u u+ + m + a + b                                                      (1)

где u = u(x, t) – функция, описывающая распространение возмущения в нелинейной среде, зависящая 
от независимых переменных x и t.
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В случае m = a = b = 0 уравнение (1) является знаменитым уравнением Кортевега – де Вриза, по-
лученным в статье [1], для того чтобы объяснить уединенные волны на воде, наблюдаемые впервые 
английским кораблестроителем Джоном Скотт Расселом в 1834 г. [2]. Открытие солитона в 1965 году 
[3], описываемое уравнением Кортевега – де Вриза, привлекло огромное внимание к исследованию 
свойств этого уравнения, что привело два года спустя к открытию нового метода решения задачи Коши 
для нелинейных уравнений в частных производных, который в настоящее время известен во всем мире 
как метод обратной задачи рассеяния [4].

Полагая m ≠ 0 и a = b = 0, получаем уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса, которое описывает 
более широкий класс волновых физических процессов, но с математической точки зрения является менее 
интересным, чем уравнение Кортевега – де Вриза. В течение долгого времени исследователи полагали, 
что это уравнение не имеет вообще никаких аналитических решений кроме тривиальных. Однако это 
мнение оказалось неверным, аналтитические решения этого уравнения в переменных бегущей волны 
были получены в работе 1988 г. [5]. Позже эти решения уравнения Кортевега – де Вриза – Бюргерса 
были получены во многих других работах (см., например, статьи [6 – 17]).

Если пренебречь производной третьего порядка uxxx и конвективным выражением uux в уравнении 
(1), то уравнение становится знаменитым уравнением Фишера [18], которое широко используется при 
описании процессов в популяционной генетике и в ряде других научных дисциплин (см., например, 
работы [19 – 27]).

В данной работе мы рассматриваем уравнение (1), как обобщение уравнения Фишера с учетом вли-
яния процессов дисперсии и конвекциии. Мы покажем, что это уравнение (1) в переменных бегущей 
волны имеет четыре набора параметров, при которых оно может иметь общее решение с тремя линейно 
незавиисимыми произвольными постоянными.

Очевидно, что уравнение (1) допускает группу преобразований сдвига по независимым переменным 
x и t, и поэтому решение этого уравнения можно искать, используя переменные бегущей волны. 

Цель данной статьи состоит в нахождении общего решения уравнения (1) в переменных бегущей 
волны с тремя произвольными постоянными.

Для того чтобы найти аналитические решения нелинейного обыкновенного дифференциального 
уравнения, полученного из уравнения (1), мы применим исследование аналитических свойств с помощью 
теста Пенлеве, которое может позволить найти необходимые условия интегрируемости обыкновенного 
дифференциального уравнения. Используя этот тест, мы определим значения параметров, при которых 
исходное уравнение (1) в переменных бегущей волны имеет общее решение. Далее, используя резуль-
таты теста Пенлеве, мы получим при дополнительных ограничениях на параметры уравнения первый 
интеграл уравнения (1) в переменных бегущей волны. Используя первые интегралы, мы найдем общие 
решения дифференциальных уравнений. Используя метод простейших уравнений, получим также 
аналитические решения дифференциального уравнения с одной и двумя произвольными постоянными.

Статья состоит из следующих разделов. В разд. 1 для изучения интегрируемости нелинейного обык-
новенного дифференциального уравнения применяется тест Пенлеве. В разд. 2 на основе информации 
об индексах Фукса, полученных из теста Пенлеве, мы находим первый интеграл дифференциального 
уравнения. В разд. 3 мы получаем общее решение обыкновенного дифференциального уроавнения (1) 
при ограничениях на параметры уравнения. Разд. 4 содержит точные решения дифференциального 
решения с двумя произвольными постоянными, полученными из первого интеграла. В разд. 5 и 6, ис-
пользуя метод простейших уравнений, получаем точные решения дифференциального уравнения Кор-
тевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником с одной и двумя произвольными постоянными.

1. Применение теста Пенлеве для уравнения Кортевега – де Вриза – Бюргерса  
с нелинейным источником

Будем искать решение уравнения (1) используя переменные бегущей волны 

	 0( , ) = ( ), = .u x t y z z x C t-                                                               (2)
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 Подставляя (2) в уравнение (1), получаем нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение 

	 2
06 = 0.zzz z zz zy y y y C y y y+ - m - - a - b                                                (3)

В этой статье мы применяем вариант С.В. Ковалевской [28, 29] теста Пенлеве для того, чтобы про-
верить интегрируемость уравнения (3) с помощью трех шагов [30 – 34]. Метод Ковалевской является 
простейшим вариантом теста Пенлеве, позволяющим определить, что общее решение дифференци-
ального уравнения не имеет критических подвижных особых точек. Он состоит в виде локального 
разложения общего решения в ряд Лорана вблизи подвижной особой точки 

	 0
=0

( ) = ( ) ,k p
k

k
y z a z z

∞
--∑                                                                 (4)

где z0 соответствует значению подвижного полюса; p – порядку полюса; ak – являются коэффициентами 
разложения общего решения в ряд Лорана (4).

Локальное разложение общего решения (4) уравнения (3) является гипотезой. Однако даже если 
эта гипотеза выполняется, то представление общего решения в виде (4) не доказывает существования 
локального разложения общего решения. Чтобы локальное разложение общего решения имело место, 
ряд Лорана (4) для уравнения (1) должен иметь необходимое число линейно независимых произвольных 
постоянных. Поскольку уравнение (3) имеет третий порядок, его разложение общего решения в ряд 
Лорана должно иметь три незавимые произвольные постоянные. Одной из произвольных постоянных 
является z0, а две другие произвольные постоянные могут содержаться среди коэффициентов ak ряда 
Лорана (4).

На первом шаге алгоритма Ковалевской ищется первый член разложения решения в ряд Лорана (4). 
Принимая во внимание, что уравнение допускает группу преобразований сдвига z → z′ – z0 по незави-
симой переменной z и, следовательно, поскольку уравнение (3) является автономным, на первом шаге 
мы делаем подстановку 

	 0( ) = p

ay z
z

                                                                           (5)

в уравнение с ведущими членами, полученное из исходного уравнения, а именно 

	 6 = 0.zzz zy y y+                                                                        (6)

На первом шаге применения теста Пенлеве к уравнению (6) мы находим ведущий член общего решения, 
имеющий значения 

	 0( , ) = ( 2,2).a p -                                                                      (7)

Из выражения (7) следует, что критических подвижных особых точек нет, и мы можем продолжить 
изучение аналитических свойств.

На втором шаге теста Пенлеве находятся индексы Функса, соответствующие произвольным по-
стоянным в разложении общего решения в ряд Лорана (4). Один из этих индексов равен j1 = –1. Это 
значение соответствует произвольному выбору полюса z0. Подставляя 

	 2
2

2( ) = j
jy z a z

z
-- +                                                                    (8)

в уравнение (6) и приравнивая выражение линейное относительно коэффициента aj нулю, мы приходим 
к алгебраическому уравнению 
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	 6( 4)( 6)( 1) = 0.jj j j z -- - +                                                              (9)

Решив алгебраическое уравнение (9), находим следующие индексы Фукса 

	 1 2 3= 1, = 4, = 6.j j j-                                                            (10)

На третьем шаге теста Пенлеве проверяются произвольные постоянные в разложении решения.  
С этой целью мы подставляем усеченное разложение решения уравнения в ряд Лорана 

	 2 3 41
2 3 4 5 62

2= ay a a z a z a z a z
zz

- + + + + + + +                                           (11)

в уравнение (3). Поскольку уравнение (3) является автономным при проведении вычислений, мы снова 
опускаем в разложении решения значение постоянной z0. На этом шаге теста Пенлеве мы хотим убе-
диться, что коэффициенты разложения a4 и a6 будут произвольными постоянными для общего решения 
уравнения (3).

Последовательно приравнивая выражения при различных степенях z, находим следующие коэффи-
циенты разложения решения в ряд Лорана 

	 1
2 2= ,
15 5

a b m
-                                                                      (12)

2 2
0

2
4 23= ,

150 6 225 450
Ca m b

+ - + mb                                                        (13)

	
2 3

2 30
3

64 7= .
750 6 750 18 3375 1125

Ca bm b a m
- - - - mb + b                                           (14)

Также получаем, что коэффициент a4, соответствующий индексу Фукса  j2 = 4, в общем случае не яв-
ляется произвольным. Произвольным он становится только в случае выполнения равенства 

	 ( )( )2 3
4 0

2= 2 27 9 3 = 0.
135

K Cm - b a + b + mb - b                                            (15)

 Из равенства (15) следует, что коэффициент a4 будет произвольным если выполняются следующие 
ограничения на параметры уравнения 

	 m = 2b,                                                                           (16)

 или 

	
2

0
3= .

9 3 9
C b mb a

- -                                                                 (17)

Коэффициент a5 в результате вычислений получается следующим: 

	

32 5 5 2 4 3 2
04

5 0

2 2 22 3 4
0 0 0

4

11 334 1 799 4781=
75 15 759375 112500 450 36 303750 1215000 225

5311 4 53 .
11250 45000 216 5 4050 1350 1350

Caa C

C C Ca

bmb a b m m a b m b m
- - - - - a + - + +

b b m bmb m bm bam
+ - - + b - - -

            (18)
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Однако для того чтобы коэффициент a6 разложения решения в ряд Лорана был произвольным, должно 
выполняться следующее равенство: 

	

6 5 2 4
2 2

6 4

23 4
3 20 0

3 25 2
0 0 0

34 97 32= 4 8
3 9375 37500 16875

7 4618639 7 14059 461
202500 250 750 303750 1125 3375

1957 34241 1957 152
253125 20250 6750 10 20

K a

C C

C C C

bm m bm b m b + m - + + - + 
 

b bb a b ba   + + + m + - + + m +  
   

b a bb b a 
+ - - + + m - 

 

6

4 2 23 2
0 0 0

6
759375

169 169 = 0.
10125 3375 90 3 15

C C C

b
+

b b bab a a
+ + + + +

                         (19)

Для того чтобы уравнение (3) проходило тест Пенлеве, коэффициенты a4 и a6 в разложении решения 
в ряд Лорана должны быть произвольными постоянными. Однако в результате исследований мы по-
лучили, что выражения K4 и K6 в общем случае не равны нулю, поэтому уравнение (3) в общем случае 
не проходит тест Пенлеве.

Предполагая, что коэффициент a4 – призвольный, получаем, что для параметров уравнения (19) 
должно выполняться следующее ограничение: 

	 2 2 344 8 = 0.
3
bm

b + m -                                                               (20)

Решив уравнение (20), находим 

	 1 2
3 2= , = .
4 3
b b

m m                                                                  (21)

Легко заметить, что оба условия (21) противоречат ограничению (16) на параметры m и b. Таким образом, 
при дальнейшем анализе учитываем только условия (17) и (21).

Подставляя m = m1 в уравнение (19), получаем 

	
3

1,2 = .
72
b

a ±                                                                         (22)

В этом случае параметр C0 определяется в соответствии с формулами 

	
2 2

(1) (2)
0 0

13 7= , = .
72 72

C Cb b
- -                                                          (23)

Учитывая полученные значения параметров в уравнении (3), имеем два нелинейных дифференциальных 
уравнения третьего порядка, которые проходят тест Пенлеве: 

	
2 3

23 136 = 0,
4 72 72zzz z zz zy y y y y y yb b b

+ - + - - b                                           (24)

 
	

2 3
23 76 = 0.

4 72 72zzz z zz zy yy y y y yb b b
+ - + + - b                                            (25)
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В случае m = m2 получаем следующие значения для параметра a: 

	
3

3,4
2=
225

b
a ±                                                                       (26)

и два значения параметра C0 в виде 

	
2 2

(3) (4)
0 0

31 19= , = .
225 225

C Cb b
- -                                                        (27)

При этом мы получаем еще два дополнительных нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений третьего порядка, которые проходят тест Пенлеве: 

2 3
22 31 26 = 0

3 225 225zzz z zz zy y y y y y yb b b
+ - + - - b                                           (28)

и 
2 3

22 19 26 = 0.
3 225 225zzz z zz zy y y y y y yb b b

+ - + + - b                                           (29)

Таким образом, нашли, что уравнения (24), (25), (28) и (29) проходят тест Пенлеве, и можем надеяться, 
что они имеют общие решения.

2. Первые интегралы нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения,  
соответствующие уравнению Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником

Для того чтобы найти общее решение уравнений (24), (25), (28) и (29), найдем первый интеграл 
уравнения (3). Поскольку разложения общих решений в ряд Лорана имеют произвольные постоянные 
a4 и a6, которым можно поставить в соответствие порядки полюсов  4 и 6, первые интегралы уравнения 
(3) должны иметь те же порядки 4 и 6.

Поэтому будем искать первый интеграл уравнения (3) принимая во внимание следующее выражение 
с неопределенными коэффициентами: 

	 2
0 1 2 3 4 5= ( ) .zz zP B y B y B y B y B y B+ + + + +                                              (30)

Подставляя (30) в уравнение (3), получаем, что все коэффициенты Bk = 0 (k = 0, 1, …, 5). Это пока-
зывает, что первого интеграла вида (30) нет.

Однако если мы воспользуемся уравнением 

	 = 0,zP mP-                                                                        (31)

в котором учтем уравнение (3), то после вычислений получим выражения: 

	 1 2 0 3 0 4 0 5
3= 0, = , = 3 , = , = 0, = .

3 3
B B B B B B B B mb a b - m  b 

                          (32)

Однако при этом возникает ограничение на параметры C0, a и b, которое определяется формулой 

	
2

0
3= .

9 3
C b bm a

- -
b                                                                  (33)
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Уравнение (31) имеет решение: 

	 ( )1( ) = exp , = .
3

P z C mz m b
                                                        (34)

Это первый интеграл уравнения (3) с произвольной постоянной C1.
При условии (33) мы имеем уравнение (3): 

	
2

236 = 0.
9 3zzz z zz zy y y y y y yb bm a + - m - - - - a - b b 

                                     (35)

Учитывая коэффициенты (32), получаем первый интеграл уравнения (35) в виде 

	 2
1

33 = exp .
3 3zz zy y y y C zb a b   + - m + +   b   

                                            (36)

Далее используем первый интеграл (36) для построения аналитических решений уравнения (3).
Еще один первый интеграл может быть найден, используя значение индекса Фукса 𝑗3= 6, соответ-
ствующий произвольной постоянной 𝑎6. Из локального разложения решения (11) можно заметить, что 
постоянной 𝑎6 можно поставить в соответствие порядок полюса 6. Используя это наблюдение, первый 
интеграл уравнения (3) можно искать в виде

Qz – lQ = 0,                                                                      (37)

где Q(z) – полином с неизвестными коэффициентами

( ) ( )2 3 2
0 1 2 3 4 5 6 .z zz zQ E y E y E y E y E y E y E y E yγ= + + + + + + + E7 y.                              (38)

Поставляя выражение (38) в уравнение (37) и используя (3), после сравнения находим следующие огра-
ничения на коэффициенты полинома (38) 

𝐸1 = −2𝐸0,    𝐸3 = 2(m-l)𝐸0,    𝐸4 = (l-m)𝐸2,    𝐸5 = −4𝐸0,                                    (39)

2 2

6 0 0 0 2 7 0 2

2

2 0 0 0 0

2 23 , ,
9 9

3 4, , .
4 2 8

E E C E E E C E

E E C E E

m m = + + = - + 
 

b b b a
m = l = = - - -

b

                                       (40)

Кроме того находим два условия для постоянной C0 в виде

2
(1,2)
0

0

3 .
8

C b a a
= - -

b b
                                                               (41)

 При (1)
0 0C C=

 
получаем следующий первый интеграл:

{ }2 3 2
4

42 4 exp 0
2 2z zz zy yy yy y y C zb a b

- + - - - =
b

                                         (42)
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для уравнения (3) в виде

y
2

23 46 0.
4 8zzz zz z zó y yy y y yb b a - + + + - b - a = b 

                                           (43)

В случае (2)
0 0C C=

 
получаем первый интеграл в виде:

{ }2 3
4

42 4 2 exp 0
2 2z zz zу y y y y y y у C zα β α α α β     − + + + − − + − =     β β β β     

                  (44)

для уравнения (3)

y
2

23 2 6 0.
4 8zzz zz z zó y y yy y yb b a - + + + - a - b = b 

                                           (45)

Можно заметить, что первые интегралы (42) и (44) для уравнения (3) существуют при m = m1 = 3
4
b , однако

не существуют при m2 = 
2
3
b

. В следующем разделе найдем, что общее решение уравнения (3) находится при 

m = m1 через эллиптическую функцию Вейерштрасса, но при m  =  m2=  2
3
b

 
решение уравнения определя-

ется через трансценденты первого уравнения Пенлеве, для которого нет первого интеграла в полино-
миальном виде. 

3. Общее решение нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения,  
соответствующего уравнению Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником

Общее решение уравнения (3) будем искать в виде 

	 ( ) = ( ) ( ), = ( ).y z z W f zψ ξ ξ                                                          (46)

Используя (46), имеем 

	 = ,z z zy W W fξψ + ψ                                                                (47)

	 2= 2 .zz zz z z z zzy W W f W f W fξ ξξ ξψ + ψ + ψ + ψ                                              (48)

Подставляя выражения (46) – (48) в уравнение (35), и предполагая, что выполняются соотношения 

	 2
2

15 3( ) = , = ( ) = exp ,
3 15zz f f z C zm - b ψ ξ +  m - b  

                                        (49)

где С2 – произвольная постоянная, получаем, что при условии 

3 2 22 4 2=
225 75 25

b mb m b
a - +
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имеем следующее уравнение

	 2
1

3 43 exp 0.
15

W W C zξξ

b - m + - = 
 

                                                    (50)

Последнее уравнение можно записать в виде

	                2 2
1

( )(3 ) 3(3 4 )3 0, = .
15 3

NCW W C Nξξ

ξ - m - b b - m + - =  m - b 
                                   (51)

В случае

1
3= =
4
b

m m

имеем N = 0, и уравнение (51) принимает вид 

	
2 3

1 32 2 4 0.W W C W Cξ + - + =                                                          (52)

Общее решение уравнения (52) выражается через эллиптическую функцию Вейерштрасса: 

	 ( )1 3 2
12( ) = 2 ; , , = exp

12
W C C C zb ξ - ℘ ξ ξ +  b  

,                                         (53)

где функция  ( )1 3; ,C C℘ ξ  является обозначением  функции Вейерштрасса.

Используя (47) и (53), получаем общее решение следующего уравнения 

	
2 3

23 136 = 0
4 72 72zzz z zz z

by y y y y y yb b
+ - + - - b                                             (54)

в виде 

	 { }2 1 3( ) = 2exp exp ; , .
6 12

y z z C z C Cb b   - ℘ +   
   

                                             (55)

В случае

2
2= =
3

m m b
 

получаем N = 1, и уравнение (51) становится хорошо известным первым уравнением Пенлеве в виде 

	 ( )2 1
23 0.

15
CW W Cξξ

b
+ - ξ - =                                                            (56)
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Мы нашли, что общее решение y(z) уравнения 

	
2 3

22 31 26 = 0
3 225 225zzz z zz z

by yy y y y yb b
+ - + - - b                                           (57)

с тремя произвольными постоянными определяется через трансценденты первого уравнения Пенлеве 
в виде 

	
2/5 1/5

1 1

15 2 15( ) = exp exp ,
15 15

y z z V z
C C

- - - b - b      -        b b       
                                    (58)

где зависимость V(q) обозначает трансценденты первого уравнения Пенлеве 

	 2= 3 .V Vqq + q                                                                       (59)

В табл. 1 представлены значения параметров исходного уравнения, при которых уравнение (3) име-
ет общие решения, которые выражаются через переменные бегущей волны с тремя произвольными 
постоянными. Первый случай соответствует хорошо известному решению уравнения Кортевега –  
де Вриза, другие случаи – общим решениям уравнения третьего порядка (3).

Таким образом, в данном разделе показано, что уравнение (1) имеет общие решения, выраженные 
через эллиптические функции Вейерштрасса и через неклассические функции трансценденты первого

уравнения Пенлеве при N = 0 и при N = 1, когда 
3=
4

m b  и 
2= .
3

m b  Для других значений параметров

общего решения уравнения (51) нет.

4. Точные решения уравнения (3) с двумя произвольными постоянными

 Полагая C1 = 0 в уравнении (36), получаем нелинейное обыкновенное дифференциальное второго 
порядка в виде 

	 2 33 = 0.
3zz zy y y yb a

+ + +
b

                                                          (60)

Таблица 1.  Значения параметров уравнения (3) с общим решением

n m a C0 b
1 0 0 C0 0

2
3
4
b 3

72
b 213

72
b

- b

3
3
4
b 3

72
b

-
27

72
b

- b

4
2
3
b 32

225
b 231

225
b

- b

5
2
3
b 32

225
b

-
219

225
b

- b
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Подставляя выражения (46) – (48) в уравнение (60) и предполагая следующие зависимости при 
32=

75
b

a -  

	 2
4

15( ) = , = ( ) = exp ,
15zz f f z C zb ψ ξ - - b  

                                             (61)

получаем уравнение

	 21 = 0.
3

W Wξξ +                                                                      (62)

Первый интеграл уравнения (62) имеет вид

	 2 3
5

2 = .
9

W W Cξ +                                                                     (63)

Решение уравнения (63) и, следовательно, решение уравнения (3) может быть представлено через эл-
липтическую функцию Вейерштрасса: 

	 { }5
4

2 15( ) = exp exp ; 0, .
15 15 1296

Cy z z C zb b   - ℘ - - -   b   
                                    (64)

Решение (64) уравнения (3) имеет две произвольные постоянные в отличие от решения, полученного 
в предыдущем разделе.

5. Применение метода простейших уравнений для нахождения решений уравнения (1)  
с эллиптической функцией Вейерштрасса

Используя произвольные постоянные для значений коэффициентов a4 и a6 в разложении общего 
решения в ряд Лорана, мы нашли четыре нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнения 
с общими решениями. В случае K4 ≠ 0 или K6 ≠ 0, уравнение (1) допускает только тривиальные реше-
ния, поскольку в этих случаях отсутствуют локальные разложения общего решения уравнения (3)  
в ряд Лорана.

Однако если уравнение (3) не проходит тест Пенлеве, но разложения общего решения в ряды Лорана 
существуют, аналитические решения уравнения могут быть найдены с меньшим числом независимых 
произвольных постоянных. В частности, для уравнения (3) аналитические решения могут быть полу-
чены при одной или двух произвольных постоянных для фиксированного значения коэффицента a4.

В последние несколько десятилетий в научной литературе для поиска таких аналитических реше-
ний было предложено несколько методов. Один из популярных и эффективных методов для поиска 
точных решений предложен в статьях [38, 39] и назван методом простейших уравнений. Идея этого 
метода, называемого часто в зарубежной литературе «методом Кудряшова», достаточна проста и состоит  
в том, что если мы не можем найти общего решения исходного уравнения, то можно воспользоваться 
известным аналитическим решением более простого уравнения меньшего порядка.

В качестве примера применения этого метода найдем аналитические решения уравнения (3), ис-
пользуя формулы, представленные в работах [40 – 51]: 

	 0 1( ) = ( ),y z M M R z+                                                                (65)

где R(z) является решением уравнения для эллиптической функции Вейерштрасса 
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	 2 3
3= 4 2 .zR R cR g+ -                                                              (66)

Можно заметить, что решения уравнения (57) удовлетворяют также следующим уравнениям: 

	 2= 6zzR R c+                                                                      (67)

и 

	         = 12 ,zzz zR RR                                                                     (68)

которые получены в результате дифференцирования уравнения (66).
Подставляя (65) в уравнение (3) и используя уравнения (66), (67) и (68), получаем выражения: 

	
2

1 0 2

3= 2, = , = , = .
2 3 8

M M ca b a
- - m -

b b
                                            (69)

 Учитывая выражения (65) и (69), имеем точные решения уравнения (3) в виде 

	
2

0 32

3( ) = 2 ; , .
2 4

y z z z ga a - - ℘ - b b 
                                                    (70)

Решения (70) уравнения (3) имеют две произвольных постоянных z0 и g3.

6. Применение метода простейших уравнений для нахождения решений уравнения (1)  
с помощью уравнения Риккати

 Рассмотрим применение метода простейших уравнений для поиска аналитических решений урав-
нения (3), используя уравнение Риккати в качестве простейшего уравнения. В этом случае решение 
уравнения ищется в виде [52 – 63]: 

	 2
0 1 2( ) = ,y z S S Q S Q+ +                                                              (71)

где Q(z) является решением уравнения Риккати в виде 

	 2= ( ).zQ k Q Q-                                                                     (72)

Общее решение уравнения (72) выражается формулой: 

	 { }[ ] 1
0( ) = 1 exp ( ) .Q z k z z -+ -                                                        (73)

Заметим, что решение (73) удовлетворяет также уравнениям 

	 2 3 2 2 2= 2 3zzQ k Q k Q k Q- +                                                       (74)

и 

	 3 4 3 3 3 2 2= 6 12 7 .zzzQ k Q k Q k Q k Q- + -                                                 (75)
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Подставляя (71) в уравнение (3) и учитывая уравнения (72), (74) и (75), приходим к уравнению в виде 

( ) ( )( )
2 6 3 2 2 52 1

2 2 2 1 2 2 2

3 2 2 41 2
1 2 1 1 2 2 0 0 1 2

3 21 2
1 2

9 224 24 6 18
2 4 4 3

19 1 3 124 2 5 24 6 2
2 12 4 4 12

7 4 124 3 24
24 3 3 4

S SS k k Q S k S k S S S k S Q

S S k S S k S S S S C S k S S Q

S S k S S k S

      + + - - m + - - b +      
      

   + - + - m - + - - - - b +   
   

   + - + m - + -  
  

( )

( )( ) ( )

2 20 0
1 1 2 0 0 1

3 3 2 2
0 2 1 0 0 0 0 0

1 6
24 4 12

2 6 2 = 0.
2

C S S S C S k S

S S Q S k k C S k S Q S S Q

    + - + + - - b -    
    

a  - b + - + m + - + + b + a - b + a  
  

    (76)

Коэффициенты этого уравнения должны быть равны нулю, и, решая алгебраические уравнения, на-
ходим следующие значения: 

	
( )2

2 1

2 2 2
0

0

2= 2 , = 15 3 ,
15

4 23= .
6 225 15 450 6 5 150

kS k S k

C k k kS

- - b - - m

b b bm m m
- + + - - +

                                           (77)

Также получаем следующие ограничения для параметров уравнения (3): 

	
2 2 2 2 3

0
14 128 3 3 3 3=
125 375 5 125 5 125

k kC b bm m m m a
- - + + - -

b b b                                        (78)

и значения 

	 1 2 3 4= 2 , = , = 5 , = 5 .
3 3 3

k kb b b
m b m m - m +                                           (79)

 В случае m1 = 2b имеем следующие значения: 

	
2 2

(1.2)
(1,2) 02 4

3 9 2 3= , = .
32 4

k Ca a b a
± - -

bb b
                                           (80)

При 2 =
3
b

m  получаем: 

	 (1,2,3,4)
(1,2) (3,4) 0

3 3 3= , = , = .k k C- ab ab a
± ± -

b b b                                      (81)

В случае 3 = 5
3

kb
m -  и 4 = 5

3
kb

m +  находим: 

	 (1,2) (3,4)
2 2= , =
2 2

k kab - ab
± ±

b b                                                     (82)
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и 

	 (1,2) (3,4)
0 0

5 2 3 5 2 3= , = .
2 2

C Cab a - ab a
- -

b b b b
                                          (83)

 
В табл. 2 даны значения для m и C0 уравнения (3), при которых точные решения уравнения Кортеве-

га – де Вриза – Бюргерса с нелинейнымм источником выражаются через решения уравнения Риккати 
(72). В этом случае решение уравнения (3) находится по формуле: 

	 ( )
2 2 2

2 24 23 2( ) = 15 3 ( ) 2 ,
6 225 15 450 6 5 150 15
C k k k ky z k Q z k Qb b bm m m

- + + - - + - b - - m -                (84)

где Q(z) – логистическая функция (73), параметры m, k и C0 определяются формулами (78) – (83).
Точные решения уравнения (1) являются кинками разного вида и уединенными волнами с одной 

произвольной постоянной. Заметим, что эти решения зависят также от двух произвольных значений 
параметров a и b. Следовательно, уравнение (1) имеет уединенные волны при более широком классе 
значений параметров уравнения.

Таблица 2.  Параметры уравнения (3), при которых точные решения выражаются  
через решения уравнения Риккати

 n m a C0 b k 

1 2b a
2 2

4

9 2 3
4 3
a b a

- -
b b

b 2

3
2

a
b  

2 2b a
2 2

4

9 2 3
4 3
a b a

- -
b b

b 2

3
2

a
-

b

3
3
b

a
3a

-
b

b
3ab
b

4
3
b

a
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Краткие выводы

В данной статье мы изучили уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса с нелинейным источником.  
В общем случае задача Коши для этого уравнения не решается методом обратной задачи рассеяния. 
Однако, используя переменные бегущей волны, уравнение (1) приводится к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению. Мы применили тест Пенлеве, чтобы найти ограничения на параметры 
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения, при которых уравнение проходит тест 
Пенлеве. Используя результаты теста Пенлеве, в статье получены два первых интеграла нелинейного 
обыкновенного дифференциального уравнения. Используя один из первых интегралов, получено общее 
решение четырех уравнений в переменных бегущей волны. Эти решения выражаются через эллипти-
ческие функции Вейерштрасса, и трансценденты первого уравнения Пенлеве. Мы также использовали 
специальные методы для нахождения аналитических решений с одной и двумя произвольными по-
стоянными. Мы представили точные решения с двумя произвольными постоянными, выраженными 
через логистическую функцию, являющуюся решением уравнения Риккати. Полученные результаты 
с помощью метода простейших уравнений демонстрируют, что исходное уравнение имеет решения  
в виде уедииненных волн и кинков для более широких значений параметров, чем в случае существо-
вания общих решений.
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The Korteweg – de Vries – Burgers equation with a nonlinear source is studied. The Cauchy problem 
for this equation cannot be solved by the inverse scattering transform in the general case. Therefore, 
the equation is considered taking into account the traveling wave variables. The Painlevé test is 
applied to the resulting nonlinear ordinary differential equation to investigate its integrability. It is 
shown that general solutions of the nonlinear ordinary differential equation are expressed via the 
Weierstrass elliptic function and the first Painlevé transcendents under certain parameter constraints. 
The relationship between the Painlevé test and special methods for finding exact solutions of nonlinear 
differential equations is discussed. Special methods are used to construct analytical solutions with one 
and two arbitrary constants. Exact solutions with two arbitrary constants expressed in terms of the 
Weierstrass elliptic function are obtained. Exact solutions with one arbitrary constant of the Korteweg-
de Vries-Burgers equation with a nonlinear source are found using the logistic function method. It is 
demonstrated that the family of equations for which exact solutions are found is significantly expanded 
by the use of special methods.

Keywords: Korteweg – de Vries – Burgers equation with nonlinear source, Traveling wave solution, 
Weierstrass elliptic function, Riccati equation, Painlevé transcendent, Simplest equation method.
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