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Аналитические свойства функции Грина уравнения линейных внутренних  
гравитационных волн в стратифицированных средах  
с модельными распределениями частоты плавучести
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В работе теоретически изучены аналитические свойства функции Грина уравнения внутренних 
гравитационных волн для двух модельных распределений плотности стратифицированной 
невязкой среды. В линейной постановке с помощью преобразования Фурье получены инте-
гральные представления решений. Обсуждены вопросы выбора однозначной формы получен-
ных аналитических решений. Построенные аналитические конструкции позволяют, используя 
операцию интегральной свертки, исследовать волновые поля, возбуждаемые произвольными 
нелокальными и нестационарными источниками возмущений в реальных природных стра-
тифицированных средах. Полученные асимптотические результаты позволяют исследовать 
волновые возмущения, которые могут быть зарегистрированы с помощью радиолокационных 
и оптических систем, и несут информацию не только об источниках генерации, но и о харак-
теристиках морской среды, что важно, в том числе для изучения реакции морской среды на 
различные гидродинамические возмущения и совершенствования методов дистанционного зон-
дирования морской поверхности. Начальные и граничные условия для конкретных источников 
возмущений должны определяться из результатов прямого численного моделирования полной 
системы уравнений гидродинамики или из сугубо оценочных полуэмпирических соображений, 
позволяющих адекватно аппроксимировать реальные нелокальные источники возмущений 
некоторой системой модельных источников. Полученные аналитические решения дают воз-
можность рассчитывать основные амплитудно-фазовые характеристики возбуждаемых дальних 
полей внутренних гравитационных волн при определенных режимах генерации, и, кроме того, 
качественно анализировать полученные решения, что важно для правильной постановки более 
сложных математических моделей волновой динамики реальных природных стратифициро-
ванных сред. Модельные решения позволяют в дальнейшем получить представления волновых 
полей с учетом реальной изменчивости и нестационарности таких сред. 

Ключевые слова: линейные внутренние гравитационные волны, стратифицированная среда, 
функция Грина, интегральная свертка, метод Фурье. 

Введение

Важным механизмом возбуждения полей внутренних гравитационных волн (ВГВ) в природных 
(океан, атмосфера Земли) и искусственных стратифицированных средах является их генерация источ-
никами возмущений различной физической природы: природного (движущийся тайфун, ветровое вол-
нение, обтекание неровностей рельефа океана, изменения полей плотности и течений, подветренные 
горы) и антропогенного (морские технологические конструкции, схлопывание области турбулентного 
перемешивания, подводные взрывы) характеров. Система уравнений гидродинамики, описывающая 
волновые возмущения стратифицированных сред в общем виде представляет достаточно сложную 
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математическую задачу как в плане доказательств теорем существования и единственности реше-
ний в соответствующих функциональных классах, так и с вычислительной точки зрения. Основные 
результаты решений задач о генерации ВГВ представляются в самой общей интегральной форме,  
и в этом случае полученные интегральные решения требуют разработки аналитических, численных 
и асимптотических методов их исследования, допускающих не только их качественный анализ, но  
и проведение экспресс-оценок получаемых решений [1 – 4]. 

Например, движущиеся атмосферные циклоны, оказывающие значительное влияние на общую цир-
куляцию Мирового океана и локальную температуру морской поверхности, являются источниками 
генерации интенсивных внутренних гравитационных волн. Волновые поля, возбуждаемые с помощью 
этого механизма, могут играть значительную роль в различных механизмах переноса энергии в толще 
океана, а также вертикальных и горизонтальных обменах импульсов и массы. Касательное напряже-
ние ветра, создаваемое движущимися атмосферными возмущениями, формирует в Мировом океане 
структуры волновых шлейфов (следов): экспериментальное обнаружение таких устойчивых волновых 
образований является одним из впечатляющих достижений современной океанологии [5 – 8].

Взрывные извержения подводных вулканов также могут быть источниками интенсивных внутрен-
них гравитационных волн в Мировом океане. Физика вулканического извержения достаточно сложна, 
однако можно выделить несколько механизмов интенсивной волновой генерации: землетрясения, ини-
циированные вулканическим извержением; пирокластические потоки со склонов вулкана; обрушение 
кальдеры; подводные взрывы. Последние два механизма в определенной степени идентичны и прояв-
ляются в извержении конечной массы вещества и появлении большого газового пузыря, что приводит 
к искривлению водной поверхности и дает начало генерации ВГВ большой амплитуды. При этом из-за 
сжимаемости морской воды возникают сильные ударные волны, частично отражающиеся от водной 
поверхности, также ее деформируя. В настоящее время не существует общепринятой теоретической 
модели генерации ВГВ при извержении подводных вулканов, аналогичной достаточно развитой для 
волн цунами. Однако существуют различные параметрические и полуэмпирические модели волновой 
генерации. В рамках таких моделей определяющими параметрами являются масса извергнутого мате-
риала, высота подводного вулкана, а также время извержения. Наличие нескольких параметров позво-
ляет лучше приблизить результаты расчетов данным наблюдений, при этом математические модели 
должны использоваться для описания дальнего поля, когда оно становится линейным, и не претендо-
вать на описания волнового поля вблизи самого вулкана. Классические постановки линейных задач  
о генерации волн источником (как правило, точечным) массы, расположенным на определенной глубине, 
позволяют моделировать генерацию волн эксплозивным извержением вулкана. Механизмы генерации 
ВГВ при извержении подводных вулканов могут быть различны. Первый из них аналогичен генерации 
поверхностных волн цунами при взрыве и связан с искривлением поверхности раздела слоев разной 
плотности (изопикн). Второй механизм может быть обусловлен горячими гравитационными пирокла-
стическими потоками со склона вулкана, играющими роль поршня в искривлении изопикн – именно 
этот механизм (правда, без подтверждения) обычно предлагается для интерпретации спутниковых 
наблюдений ВГВ во время извержения вулкана. Возможен и другой механизм генерации внутренних 
гравитационных волн при трансформации длинных поверхностных волн цунами на континентальном 
склоне, он аналогичен генерации ВГВ на шельфовом склоне при трансформации баротропного прилива 
эксплозивным извержением вулкана в рамках первого механизма, когда в результате коллапса кальдеры 
происходит искривление границы раздела слоев разной плотности [5 – 7, 9, 10]. 

  Для детального описания широкого круга физических явлений, связанных с динамикой волно-
вых возмущений неоднородных и нестационарных природных стратифицированных сред, необходи-
мо исходить из достаточно развитых математических моделей. Трехмерность структуры природных 
стратифицированных сред также играет существенную роль, и в настоящее время нет возможности 
проведения масштабных вычислительных экспериментов по моделированию трехмерных океаниче-
ских течений на больших временах с достаточной точностью. Однако в ряде случаев первоначальное 
качественное представление об изучаемом круге волновых явлений можно получить на основе более 
простых аналитических моделей. В этой связи необходимо отметить классические задачи гидроди-
намики о построении асимптотических решений, описывающих эволюцию волновых возмущений, 
возбуждаемых источниками различной природы в тяжелой жидкости. Модельные решения позволяют 
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в дальнейшем получить представления волновых полей с учетом изменчивости и нестационарности 
реальных природных стратифицированных сред (океан, атмосфера Земли). Также ряд результатов ана-
лиза модельных линейных задач, описывающих различные режимы возбуждения и распространения 
волновых возмущений, лежат в основе активно развивающейся в настоящее время нелинейной теории 
генерации волн экстремально большой амплитуды – волн-убийц [7, 11]. 

Внутренние гравитационные волны, существующие в океане вследствие стратификации его вод, 
являются принципиально двумерными, а во многих случаях и трехмерными, поэтому в вычислитель-
ном плане анализ двумерных и трехмерных нестационарных волновых движений является весьма 
сложной задачей. Разработан и получил широкое применение численный код MIT, решающий полные 
уравнения гидродинамики с учетом реального рельефа дна, вращения Земли и турбулентных процес-
сов, разработанная в Массачусетсской технологическом институте (США) вместе со специалистами 
по численному моделированию океана остального мирового сообщества. Данная модель требует боль-
ших компьютерных ресурсов, оправданных только для решения ряда отдельных практических задач 
океанологии. Тем не менее, даже такие полные модели пока еще не учитывают, например, стабильной 
фоновой горизонтально-неоднородной стратификации морской воды. Для учета этого гидрофизиче-
ского эффекта необходимо вводить внешние силы, эту неоднородность стратификации удерживающие, 
параметризация которых численно затруднительна [1 – 4, 12]. 

Существующие в настоящее время методы численного моделирования, в том числе с использовани-
ем суперкомпьютеров не всегда позволяют эффективно рассчитывать конкретные физические задачи 
волновой динамики океана и атмосферы с учетом их реальной изменчивости, так как ориентированы 
на решение достаточно общих задач, требуют большой вычислительной мощности, не всегда учи-
тывают физическую специфику решаемых задач, что существенно ограничивает их практическую 
применимость, особенно при расчетах волновых полей в реальных природных средах. Кроме того, 
использование мощных численных алгоритмов требует верификации и сравнения с аналитическими 
решениями модельных задач [13 – 18].

Распространение диспергирующих ВГВ в стратифицированных средах имеет особенности, свя-
занные с зависимостью скорости распространения от длины волны. Если в такой среде перемещается 
некоторый источник возмущения, то он создает вокруг себя волновую картину, основными особен-
ностями которой являются линии постоянной фазы, поэтому структура волновых картин на больших 
расстояниях от движущегося источника (много больших его размеров) практически не зависит от его 
формы и определяется в основном законом дисперсии и скоростью источника [1, 19 – 21]. 

Общие решения системы уравнений гидродинамики, описывающих генерацию ВГВ, можно получить 
только в самой общей интегральной форме или численно. При численных расчетах океан, как правило, 
представляют упрощенной гидродинамической системой с модельным распределением плотности. 
Интегральные представления решений требуют разработки асимптотических методов их исследо-
вания, допускающих качественный анализ и проведение экспресс-оценок получаемых решений при 
натурных измерениях внутренних волн в океане. Современные подходы к описанию линейных ВГВ 
основаны на представлении волновых полей интегралами Фурье и на анализе их асимптотик, а также 
на геометрическом построении в рамках кинематической теории диспергирующих волн [1 – 4, 15, 19]. 
На основе кинематической теории удается сформулировать аналитические представления только для 
фазовых поверхностей волновых полей ВГВ. Поэтому в современных научных исследованиях при 
анализе волновых явлений в реальных стратифицированных средах (океан, атмосфера Земли) широко 
применяются упрощенные асимптотические и аналитические модели [9, 10, 18, 20, 21]. Целью настоящей 
работы является исследование аналитических свойств функции Грина уравнения линейных внутренних 
гравитационных волн для двух модельных распределений плотности среды. 

Функция Грина для экспоненциально стратифицированной среды

Малые возмущения гидростатического равновесного основного состояния несжимаемой идеальной 
стратифицированной среды с экспоненциальным распределением невозмущенной
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470

В. В. Булатов

сяля, g – ускорение свободного падения), вызванные источниками массы m(x, y, t)r0(z), q(x, y, z, t) и силы 
f (x, y, z, t) = (  fh(x, y, z, t), fz(x, y, z, t)), в приближении Буссинеска определяются из соотношений [1, 20, 21] 
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где r и p – малые возмущения плотности и давления соответственно, U = (vx, vy, w) – компоненты малых 
возмущений скорости поля внутренних гравитационных волн. Для определения особенностей волновых 
возмущений, связанных с конкретным видом источников удобно использовать представления решений 
системы (1) с помощью математического аппарата функции Грина [1, 22]. Действительно, каждое из 
возмущений в системе уравнений (1) можно представить в виде интегральной свертки правой части 
соответствующего уравнения со скалярной функцией Грина  G, определяемой из соотношения:

LG(r, t) = d(r)d(t), G(r, t) ≡ 0, t < 0.

Для представления решения задачи о генерации полей внутренних гравитационных волн некоторыми 
заданными распределениями источников  Q(r, t): LY(r, t) = Q(r, t) должны быть выполнены определен-
ные условия излучения, описывающие только физически реализуемые режимы волновой генерации.  
В терминах представления Фурье можно получить следующее представление решений
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где дисперсионное уравнение основной вертикальной спектральной задачи внутренних гравитационных 
волн D(k, w) = 0 имеет простые вещественные корни w = wj(k), Q0(k, w) – фурье образ заданного распределе-
ния источников возмущений Q(r, t), n = 3 в трехмерном случае, n = 2 в плоском случае, k = (k1, …, kn) – вол-
новой вектор. Тогда свойство причинности (однозначности выбора решения) для определения физически 
реализуемого режима возбуждения волнового поля находит свое отражение в сдвиге особых точек w = wj(k), 
связанных с решениями дисперсионного уравнения D(k, w) = 0 [1, 20, 21]. В этом случае необходимо при 
интегрировании по переменной w сдвинуть контур интегрирования на малую положительную величину  
e > 0. Из разложений 
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следует, что такой результат можно также получить сдвигом волнового вектора k на малый вектор igl,

если выполнены условия: e = glc, ( ) ( ) 1
,

,
−

 ∂ w
= ∇ w = −∇ w   ∂w 

k k

D
D

k
c k , где c – вектор групповой скорости

распространения внутренних гравитационных волн. Таким образом, выбрав некоторое направление l 
в координатном пространстве r = rl l + rp,  k = kl l + kp, выражение можно представить в виде

( )
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( ) ( ) ( )01
1 .
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Y = w − w
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Q
t i d d ik r i t dk

D k i
p p
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k
r k r dk
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Интеграл по переменной kl при условии (lr)(lc) > 0 сводится к сумме вычетов, определяемых нулями 
функции D(k, w), при этом функция Q0(k, w) предполагается аналитической [1, 20, 21]. При (lr)(lc) < 0 
интеграл по переменной kl равен нулю, что показывается соответствующей деформацией контура 
интегрирования в полуокружность большого диаметра. Таким образом, решение разлагается по пло-

ским и затухающим в направлении l волновым пакетам. Для частного случая =
rl
r

 можно получить

неравенство (lr)(lc) = rc > 0, которое означает, что полученное решение является разложением по пло-
ским волнам с положительной проекцией групповой скорости на направление наблюдения. Принимая 
во внимание параллельность векторов групповой скорости и потока энергии, можно заключить, что 
при использовании функции Грина для решения задач излучения волн всегда будет выполняться прин-
цип отвода энергии от источника возмущений (принцип Мандельштама) [1, 22]. В случае внутренних 
гравитационных волн в экспоненциально стратифицированной среде проекции фазовой и групповой 
скорости на вертикальное направление имеют противоположные знаки, а на горизонтальные направ-
ления – одинаковые. 

Каждое из возмущений в системе (1) можно представить в виде интегральной свертки правой части 
соответствующего уравнения с одной и той же скалярной функцией G(r, t) [1,20,21]. Ограничиваясь 
равномерно движущимися источниками массы m(r, t) = d(r – Vt) единичной интенсивности для возму-
щения давления p плотности r скорости, можно получить 
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t

x y z
R r V

где функция G*(R) удовлетворяет уравнению: LG*(R) = d(R). 

В средах без дисперсии 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

L
x y z c t

эта функция известна как потенциал Лиенара

– Вихтера [1, 22].
В линейном приближении возмущения, которые вызываются иными источниками массы M(R), можно 

найти, используя интегральную свертку с возмущениями точечного источника: p(R)*M(R), r(R)*M(R), 
U(R)*M(R). Очевидно, что в системе координат, движущейся вместе с источником возмущений, вол-
новая картина является стационарной. Знание поля давления позволяет рассчитать полную энергию 
излучения внутренних гравитационных волн. В частности, для равномерно движущегося источника в 
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жидкости без диссипации поток энергии волн, излучаемых в окружающую источник среду, совпадает 
с полными потерями энергии [1 – 4]. 

Используя преобразования Фурье, можно получить следующие представления

( )
( )

( ) ( ) ( )* 1
2

1
1 2
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V V V

VRV r R
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Для горизонтально движущегося вдоль оси 0x локализованного источника можно получить [1, 20, 21]
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– функция Ханкеля [23, 24]. Выражение (2) можно представить в виде
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где первые два слагаемых отвечают вкладу мнимой части функции Грина, остальные слагаемые от-
вечают вещественной части функции Грина, J0, K0, N0 – функции Бесселя, МакДональда и Неймана 
соответственно [23, 24].

Для горизонтальной и вертикальной плоскостей, проходящих через ось движущегося источника 
возмущений, интегральные представления (3) можно представить в виде
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Функция Грина для двухслойной среды

Если идеальные жидкости с различными плотностями r = r1,2 разделены горизонтальной плоскостью 
z = 0, тогда функция Грина определяется из соотношений [1, 20, 21]
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где z0 – глубина погружения точечного источника возмущений. Применив преобразование Фурье по 
горизонтальным координатам x, y и времени, можно получить для нахождения Фурье-образа функции 
Грина G*(k, z, z0, w) следующие уравнения

( ) ( )

( )

( ) ( )

2
2 *

0 02

*
0

2
* *

0 0

, , , δ ,

, , , 0, при 0,

, , , ρ , , , 0, при 0.

 ∂
− ω = − ∂ 

∂ ω = = ∂ 
 ω ∂
ρ ω + ω = = ∂ 

G z z z z
z

G z z z
z

G z z G z z z
g z

k k

k

k k

                                    (4)

Решение выражения (4) с учетом ограниченности при → ±∞z  имеет вид 
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где z > 0 и r = r2 соответствует нижнему полупространству, 2 1

2 1

r − r
g =

r + r
. Можно отметить, что 

G*(k, z, z0, w) = G*(k, z0, z, w), если zz0 > 0. Тогда, выполнив обратное преобразование Фурье, можно 
получить
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где Q(t) = 0, t < 0, Q(t) = 1, t ≥ 0,  ( )22 2
0± = + + ±R x y z z .

Заключение

Таким образом, в настоящей работе показано, что аналитические представления функции Грина 
уравнения линейных внутренних гравитационных волн для модельных распределений плотности опи-
сываются сравнительно простыми аналитическими выражениями. В дальнейшем для решения ряда 
важных практических задач и приложений, используя операцию свертки, можно рассчитать волно-
вые возмущения, возбуждаемые распределенными в пространстве нелокальными и нестационарными 
источниками возмущений. Полученные асимптотические результаты позволяют исследовать волновые 
возмущения, которые могут быть зарегистрированы с помощью радиолокационных и оптических систем, 
и несут информацию не только об источниках генерации, но и о характеристиках морской среды, что 
важно, в том числе для изучения реакции морской среды на различные гидродинамические возмущения 
и совершенствования методов дистанционного зондирования морской поверхности. 

Начальные и граничные условия для конкретных источников возмущений должны определяться 
из результатов прямого численного моделирования полной системы уравнений гидродинамики или 
из сугубо оценочных полуэмпирических соображений, позволяющих адекватно аппроксимировать 
реальные нелокальные источники возмущений некоторой системой модельных источников. Получен-
ные аналитические решения дают возможность рассчитывать основные амплитудно-фазовые харак-
теристики возбуждаемых дальних полей ВГВ при определенных режимах генерации, и, кроме того, 
качественно анализировать полученные решения, что важно для правильной постановки более сложных 
математических моделей волновой динамики реальных природных стратифицированных сред (океан, 
атмосфера Земли). Модельные решения позволяют в дальнейшем получить представления волновых 
полей с учетом реальной изменчивости и нестационарности этих сред. 

Как правило, физика гидродинамических явлений, описывающих генерацию ВГВ в реальных 
стратифицированных средах, достаточно сложна, и волновое поле вблизи источников не может быть 
описано в рамках линейной теории. Однако возможно сформулировать определенные начальные  
и граничные условия для решения гидродинамических задач в линейном приближении, и исследовать 
волновое поле в дальней зоне, при этом такие условия могут определяться из результатов прямого 
численного моделирования ближнего поля с учетом нелинейных уравнений гидродинамики, или из 
сугубо оценочных (полуэмпирических) соображений. Для проведения оценочных расчетов необходи-
мо подбирать параметры использованной модели источника так, чтобы приблизить смоделированные 
волновые системы к реально наблюдаемым волновым картинам. Таким образом, математические мо-
дели волновой генерации могут быть не только верифицированы, но и использованы для проведения 
прогнозных оценок, так как в этих заданных a priori модельных условиях заложено много реальной 
информации, на основе которой линейная теория вдали от нелокальных источников возмущений может 
давать удовлетворительные результаты. Поэтому, используя модельные представления для описания 
нелокальных источников различной физической природы, дальние поля внутренних гравитационных 
волн можно описать сравнительно простыми аналитическими формулами. 
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This paper presents a theoretical study of the analytical properties of the Green’s function for the 
internal gravity wave equation for two model density distributions of a stratified, inviscid medium. 
Integral representations of the solutions are obtained in a linear formulation using the Fourier transform. 
The selection of a single-valued form for the resulting analytical solutions is discussed. The resulting 
analytical constructs, using integral convolution, enable the study of wave fields generated by arbitrary 
nonlocal and nonstationary disturbance sources in real natural stratified media. The obtained asymptotic 
results enable the investigation of wave disturbances that can be recorded using radar and optical systems. 
They provide information not only about the sources of generation but also about the characteristics of 
the marine environment. This is important, among other things, for studying the response of the marine 
environment to various hydrodynamic disturbances and improving methods for remote sensing of the 
sea surface. Initial and boundary conditions for specific disturbance sources should be determined 
from the results of direct numerical modeling of the complete system of hydrodynamic equations 
or from purely evaluative semi-empirical considerations, allowing for the adequate approximation 
of real non-local disturbance sources by a certain system of model sources. The resulting analytical 
solutions enable the calculation of the fundamental amplitude-phase characteristics of the excited far 
fields of internal gravity waves under certain generation conditions, and, furthermore, the qualitative 
analysis of the resulting solutions, which is important for the correct formulation of more complex 
mathematical models of the wave dynamics of real natural stratified media. These model solutions 
subsequently enable the derivement of representations of wave fields taking into account the actual 
variability and non-stationarity of such media.

Key words: linear internal gravity waves, stratified medium, Green’s function, integral convolution, 
Fourier method.
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