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 УДК 517.958

О свойствах решений обратных задач восстановления палеотемператур

 2025 г.     О. В. Нагорнов, С. А. Тюфлин, В. Л. Камынин

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, 115409, Россия

Изучение прошлых температур на поверхности Земли представляет важную задачу для пред-
сказания климатических изменений. Систематические инструментальные измерения темпера-
тур начались менее двух столетий назад. Таким образом, непрямые оценки прошлых темпе-
ратур представляют главную информацию по прошлому климату. Измеренные температуры 
в скважинах могут быть использованы, чтобы реконструировать прошлые температуры на 
поверхности Земли. В работе рассматриваются обратные задачи реконструкции прошлых 
температур по данным измерений температурного профиля в скважинах горных пород и лед-
ников. В общем случае данная задача не обладает свойством единственности и устойчивости. 
Различные реконструкции прошлых температур, проведенные ранее различными авторами, не 
учитывают это. В данной работе доказывается, что в том случае, когда изменения температуры 
на поверхности в прошлом можно представить в виде конечного отрезка ряда Фурье, решение 
обратной задачи обладает единственностью и устойчивостью.

Ключевые слова: обратные задачи, реконструкция климата, тепло- и массоперенос.

Введение

Исследование прошлых температур поверхности Земли является важной задачей с точки зрения 
изучения и прогноза изменений климата. Систематические инструментальные измерения температу-
ры начались лишь два столетия назад. Таким образом, для оценки прошлых изменений температур 
необходимо использовать косвенные источники изменений климата. Так, одним из таких источников 
о прошлом климате являются данные по температурным измерениям в скважинах.

Распределение температур ниже земной поверхности зависит, в основном, от двух процессов [1 – 3]. 
Первый – это процесс изменения температуры на поверхности. Второй – исходящий из недр Земли 
тепловой поток, который отражает длительные устоявшиеся геологические процессы. Изменения тем-
пературы на поверхности происходят на значительно меньших масштабах времени, чем геологические 
процессы. Таким образом, можно сказать, что измеренный температурный профиль в скважинах содер-
жит в себе информацию о прошлых изменениях климата. Сезонные колебания температуры заметны 
лишь в приповерхностной области на глубинах до 10 – 20 м, в то время как длительные колебания 
фиксируются на глубинах в несколько сотен метров и более.

Процесс распространения тепла описывается одномерным уравнением теплопроводности в горных 
породах и одномерным уравнением теплопроводности с учетом вертикальной адвекции годовых слоев 
в ледниках [1 – 4]. Задача реконструкции прошлых температур представляет собой обратную задачу, 
содержащую условие переопределения. Таким условием является измеренный температурный профиль 
в скважине. 

Хорошо известные методы реконструкции прошлых температур по профилю температуры в сква-
жинах следующие: метод Монте-Карло [5], метод наименьших квадратов [6] и метод сингулярного раз-
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ложения [7], [8]. Этими методами были проведены как локальные реконструкции прошлых температур, 
так и глобальные [5], [9 – 11]. С математической точки зрения эти реконструкции могут не обладать 
свойствами единственности и устойчивости.

Постановка задачи

Математическая постановка обратной задачи для ледников включает в себя уравнение теплопро-
водности с учетом вертикальной адвекции годовых слоев в леднике, начальное и граничное условия  
и условие переопределения. Условием переопределения является измеренный температурный профиль 
в скважине χ(z), где z – вертикальная координата. Тогда обратная задача нахождения температуры на 
поверхности в прошлом есть решение следующей одномерной обратной задачи:
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Здесь H – глубина ледника; a2 – коэффициент температуропроводности; k – коэффициент тепло-
проводности; w(z) – скорость вертикальной адвекции годовых слоев в леднике; q – геотермический 
тепловой поток у основания ледника; U(z) – стационарный профиль температуры, связанный с этим 
потоком. Us – начальная температура на поверхности, характеризующая среднюю температуру, ко-
торая была на поверхности в прошлом; μ(t) – изменения температуры на поверхности относительно 
ее начального значения Us в момент времени t = 0 (μ(0) = 0) до времени измерения температурного 
профиля в скважине tf . 

Представим температурный профиль в скважине T(z, t) в виде суперпозиции двух температурных 
профилей: U(z), стационарного температурного профиля, связанного с геотермическим потоком Земли, 
и V(z, t), остаточного температурного профиля, связанного с изменениями температуры на поверхности:

	 T(z, t) = U(z) + V(z, t).                                                          (2)

Тогда стационарный температурный профиль U(z) является решением следующей задачи:
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Обозначим θ(z)  =  χ(z)  –  U(z) как отклонения от стационарного температурного профиля  
в измеренном температурном профиле, связанные с изменениями температуры на поверхности. Тог-
да нахождение изменений температуры на поверхности в прошлом сводится к решению следующей 
обратной задачи:
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Исследование задачи

Ранее было показано, что обратная задача (4) в общем случае не имеет единственного решения [12].

Предположим, что ( ) exp 2
m

k
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 
∑  – конечный отрезок ряда Фурье. Покажем, что в этом 

случае можно установить единственность определения μ(t). 
Представим V(z, t) из задачи (4) в виде V(z, t) = μ(t) + W(z, t), тогда задачу нахождения изменений 

температуры на поверхности в прошлом можно представить в следующем виде: 
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Здесь  f (t) = m′(t) и s(z) = q(z) – m(tf ). Так как μ(t) – конечный отрезок ряда Фурье,   f (t) также является

конечным отрезком ряда Фурье, ( ) exp 2
m

k
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Так как  f (t) = m′(t); m(0) = 0 то функция μ(t) находится однозначно для ( ) [0, ]ff t t∈ . Таким образом, 
установив единственность определения f (t), можно установить единственность определения μ(t). 

Для доказательства единственности решения задачи (5) нужно установить, что если s(z) = 0, то 
W(z, t) ≡ 0 и  f (t) ≡ 0. 

Решение задачи (5) дается формулой: 
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Здесь en(z) и λn – собственные функции и собственные значения соответствующей задачи Штурма – 
Лиувилля:
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Известно, что ( ){ } 1n ne z ∞
=  – полная ортонормированная система, , ,n n nλ ∈ λ → ∞ → ∞ . Из условия

W(z, tf ) = 0 получим, что ( )
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 Тогда существует такая подпоследовательность {kn}, что 
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Доказательство
Предположим противное. Следовательно : 0,nN I n N∃ ∈ = ∀ ≥ , т.е. функция ( )

2 /2zz eψ =  ортого-
нальна всем функциям en(z) с номерами n ≥ N. Так как ( ){ } 1n ne z ∞
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ψ = ⋅∑ . Но ψ(0) = 1, а все en (0) = 0. Следовательно, получаем противоречие,

и лемма доказана. 

Таким образом, целая функция  
0

( ) ( )
ft

F e f dλτλ = ⋅ τ τ∫  имеет бесконечное число нулей. В случае, когда

f (t) – конечный отрезок ряда Фурье, это возможно лишь при f (t) ≡ 0. Следовательно, и μ(t) ≡ 0. Таким 
образом, единственность установлена. 

Покажем, что такое решение также обладает свойством устойчивости. Пусть имеются два  решения 
задачи (5) W1 (z, t), f1 (t) и W2 (z, t), f2 (t), отвечающие близким условиям переопределения s1 (z) и s2 (z). По-
кажем, что эти решения также близки для случая, когда f (t) является конечным отрезком ряда Фурье. 

Из формулы (6) и условия переопределения W(z, tf ) = s(z) следует, что: 
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Уравнение (8) представляет из себя уравнение Фредгольма первого рода. Это классическая некор-
ректно поставленная задача. Если f (t) – конечный отрезок ряда Фурье, то для уравнения (8) было 
установлено свойство единственности, т.е. из условия s(z) = 0, z ∈ [0, H] следует, что  f (t) = 0, t ∈ [0, tf ]. 

Так как ( ){ } 1n ne z ∞
=  – ортонормированный базис в L2(0, H), то для случая ( ) exp 2
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уравнение (8) эквивалентно следующей системе линейных уравнений: 
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= ∫ ; неизвестными являются fk, k = 0, ± 1, ± 2,…± m.

Число уравнений бесконечно; число неизвестных 2m + 1, следовательно, система в общем случае при 
произвольных sn решения не имеет. Таким образом, исследуемая задача сводится к решению СЛАУ вида: 
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Af = s, где 
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Для исследуемой задачи доказана теорема единственности. Поэтому однородная задача имеет толь-
ко нулевое решение. Докажем, что в этом случае есть и устойчивость в следующем смысле. Пусть 
имеется два решения f (1) и f (2), отвечающие таким столбцам s(1) и s(2), что s(1) и s(2) близки по норме

(1) (2) (1) (2)sup i i
i N

s s
∈

− = −s s , то и соответствующие решения близки по норме.

Рассмотрим линейный оператор A: Rn → C0. Здесь C0 – пространство числовых последовательно-
стей (s1, …sn, …) сходящихся к нулю (так как коэффициенты Фурье стремятся к нулю), с матрицей A  
в некотором базисе. Найдем ImA – образ этого оператора.

Утверждение
Пусть e1, …, en – какой-либо базис Rn. Тогда векторы Ae1, …, Aen  образуют базис в ImA.
Доказательство
Возьмем произвольный вектор z ∈ ImA. По определению ImA  ∃ x ∈ Rn такой, что Ax = z.
Разложим вектор x по базису e1, …, en: x = x1e1 +x2e2 + … + xnen. Тогда в силу линейности оператора 

A: z = Ax = x1Ae1 +x2Ae2 + … + xnAen. Следовательно, разложение существует. 
Докажем единственность такого разложения, т.е. линейную независимость элементов Ae1, …, Aen.
Если a1Ae1 + a2Ae2 + … + anAen = 0, тогда в силу линейности получим A(a1e1 + a2e2 + … + anen) = 0. 

Так как ядро оператора – нулевое, то a1e1 + a2e2 + … + anen. Отсюда в силу линейной независимости e1, 
…, en следует, что a1 = a2 = … = an = 0. Утверждение доказано.

Следствие
ImA – конечномерное (n-мерное) подпространство C0.
Линейный оператор A действует из Rn в Vn = ImA и имеет нулевое ядро. Следовательно, A имеет 

обратный оператор A–1: Vn → Rn, A–1 – линейный ограниченный оператор. 
Если Af (l) = s(l), l = 1, 2, то f (l) = A–1s(l), l = 1, 2. Таким образом, f (2) – f (1) = A–1(s(2) – s(1)), и справедлива

оценка устойчивости обратной задачи (2) (1) 1 (2) (1)−− ≤ Α ⋅ −f f s s  в силу ограниченности A–1. 
Таким образом, если для двух «близких» переопределений существуют решения обратной задачи 

в виде отрезка ряда Фурье, то эти решения «близки». Следовательно, в данном случае устойчивость 
восстановления температуры на поверхности в прошлом доказана.

Заключение

На практике измеренные температуры в скважинах содержат непрерывный набор гармоник. Это 
связано с ошибками измерений и неизвестной природой климатических изменений. Таким образом,  
в общем случае задача реконструкции прошлых температур не обладает свойством единственности 
и устойчивости.

Фактически все предыдущие реконструкции прошлых температур поверхности неявно предполагали, 
что восстановленные температуры поверхности могут быть представлены конечным набором гармо-
ник. В этих случаях амплитуды гармоник могут быть найдены, а решения единственны и устойчивы.
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The studies of the past temperatures at the Earth surface is important problem for prediction of the 
climate changes. The systematic instrumental temperature measurements took place no more than two 
centuries. Thus, indirect estimations of the past temperatures present main information on the past 
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climate. It is considered that the measured temperatures in the boreholes can be used to reconstruct 
the past surface temperatures at the Earth. The inverse problem on the past surface temperature 
reconstruction based on the measured borehole temperature in glaciers and rocks is studied. In common 
case the solution of this problem is not unique and stable. There were many such reconstructions, 
however, the properties of such solutions have not been derived. We find out that the solution of this 
problem is not unique and stable. Unfortunately, various previous reconstructions do not take into 
account these properties. We prove in this paper that the uniqueness and stability properties take place 
for the inverse problems that assume solution in the form of the finite segments of the Fourier series.

Keywords: inverse problems, climate reconstruction, heat and mass transfer.
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