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Рассматриваются различные классы нелинейных уравнений конвективного массо- и теплоперено-
са с переменными коэффициентами  которые допускают точные
решения. Основное внимание уделяется нелинейным уравнениям достаточно общего вида, кото-
рые содержат несколько произвольных функций, зависящих от искомой функции  и простран-
ственной переменной  (важно отметить, что точные решения нелинейных уравнений математиче-
ской физики, которые зависят от произвольных функций и поэтому обладают достаточной общно-
стью, представляют наибольший практический интерес для тестирования различных численных и
приближенных методов решения соответствующих начально-краевых задач). Используется метод
поиска точных решений, который основан на представлении решения в неявной форме

 где , ,  – искомые функции, конкретный вид которых определяется
в ходе дальнейшего анализа возникающих функционально-дифференциальных уравнений. Приве-
дены примеры конкретных нелинейных уравнений конвективной диффузии и их точных решений.
Описан ряд новых точных решений типа обобщенной бегущей волны и решений с функциональ-
ным разделением переменных.
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1. КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ

Будем рассматривать эволюционные уравне-
ния, в которых  и  – независимые переменные,
а  – искомая функция.

Преобразования, редукции и точные решения
различных классов нелинейных уравнений диф-
фузионного типа, которые содержат реакцион-
ные или/и конвективные члены и не зависят явно
от переменных  и , рассматривались во многих
работах (см., например, [1–19] и цитируемую в
них литературу). Для построения точных реше-
ний чаще всего использовались классический и
неклассические методы исследования симметрий
[1–3, 5, 7, 9, 14, 15, 17–19], методы обобщенного и
функционального разделения переменных [6, 8,
10, 11, 14, 16, 17], метод дифференциальных свя-
зей [6, 10, 13, 14, 16, 17].

В [10, 17, 20–25] были описаны некоторые точ-
ные решения нелинейных уравнений реакцион-
но-диффузионного типа с переменными коэф-
фициентами автономного вида, зависящими от
пространственной координаты . В [26–31] ис-
следовались симметрии и были приведены неко-
торые точные решения нелинейных уравнений
конвективной диффузиии с переменными коэф-
фициентами автономного вида. Другие родствен-
ные и более сложные нелинейные эволюционные
уравнения рассматривались в [17, 32–34]. В [17,
35] описано много систем уравнений реакцион-
но-диффузионного типа, допускающих точные
решения (в цитируемых книгах приведен обшир-
ный список публикаций на эту тему).

Отметим также, что в последнее время боль-
шое внимание уделяется изучению наследствен-
ных систем, которые моделируются реакционно-
диффузионными уравнениями с запаздыванием.
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Точные решения таких и более сложных род-
ственных уравнений получены в [36–44].

В данной статье будут рассматриваться допус-
кающие точные решения нелинейные уравнения
конвективной диффузии достаточно общего ви-
да, которые зависят от одной или нескольких
произвольных функций. Важно отметить, что
точные решения нелинейных уравнений матема-
тической физики, которые содержат произволь-
ные функции и поэтому обладают значительной
общностью, представляют наибольший практи-
ческий интерес для тестирования численных и
приближенных аналитических методов интегри-
рования соответствующих начально-краевых за-
дач.

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
КОНВЕКТИВНОЙ ДИФФУЗИИ. 

МЕТОД ПОИСКА ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ
2.1. Класс рассматриваемых нелинейных уравнений 

с переменными коэффициентами. 
Предварительные замечания

Будем рассматривать одномерные нелиней-
ные уравнения конвективного массо- и теплопе-
реноса с переменными коэффициентами

(1)

Отметим, что при , где  – ра-
диальная координата, уравнение (1) описывает
конвективно-диффузионные процессы с ради-
альной симметрией в двумерном (при ) и
трехмерном (при ) случаях.

Пример 1. Рассмотрим сначала более простое
нелинейное уравнение без конвективного члена

(2)
которое содержит произвольную функцию  и
является частным случаем уравнения (1) при

, . Поскольку коэф-
фициенты этого уравнения не зависят явно от  и
, оно допускает точное решение типа бегущей

волны
(3)

где  – произвольная постоянная. Подставив (3)
в (2), получим ОДУ . Интегрируя,
находим его решение в неявном виде

(4)

где  и  – произвольные постоянные. В правой
части (4) была сделана замена  на исходные пе-
ременные с помощью (3).

Видно, что даже для простых функций, напри-
мер, , , , ,
решение (4) не может быть выражено через эле-
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ментарные функции в явном виде. Поэтому по-
иск точных решений в явном виде уравнения (1),
значительно более сложного, чем (2), представля-
ется малоперспективным.

Далее основное внимание будет уделено урав-
нениям достаточно общего вида (1), которые за-
висят от одной или двух произвольных функций.
Для построения точных решений этого уравне-
ния будет использован метод [25], основанный на
обобщении решения (4).

Замечание 1. В [31] были описаны некоторые
точные решения уравнения (1) при , при-
чем функция  считалась произвольной.

2.2. Общее описание метода поиска точных 
решений с функциональным разделением 

переменных в неявном виде

Точные решения уравнения (1) (или другого
нелинейного дифференциального уравнения в
частных производных) ищутся в неявном виде

(5)

где функции , ,  определяются в ходе
дальнейшего анализа. Представление решения в
виде (5) основано на естественном обобщении
решения (4), которое осуществляется следующим
образом:

Далее аргументы функций , ,
, , , , ,
, которые входят в уравнение (1) и реше-

ние (5), часто будут опускаться.
Опишем процедуру построения точного реше-

ния в неявном виде. Сначала, используя (5), вы-
числяются производные , , , …, которые
выражаются в терминах функций , ,  и их про-
изводных. Затем полученные выражения для про-
изводных подставляются в уравнение (1) после
чего исключается переменная  с помощью (5). В
результате (при подходящем выборе функции ,
см. далее) приходим к функционально-диффе-
ренциальному уравнению билинейного вида

(6)

Здесь  и  – дифференциальные формы
(в некоторых случаях функциональные коэффи-
циенты), зависящие соответственно только от  и

. Справедливо следующее утверждение.
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Утверждение. Функционально-дифференци-
альные уравнения вида (6) могут допускать реше-
ния только в тех случаях, когда формы 
( ) связаны линейными соотношениями
[14, 17]:

(7)

где  – некоторые постоянные, ,
. При этом надо рассматривать также

вырожденные случаи, когда помимо линейных
соотношений отдельные дифференциальные
формы  обращаются в нуль.

Аналогичное утверждение справедливо также
для форм .

В разд. 3 сформулированное утверждение бу-
дет использовано для построения точных реше-
ний некоторых функционально-дифференциаль-
ных уравнений вида (6), которые возникают при
поиске решений соответствующих нелинейных
уравнений реакционно-диффузионного типа (1).

Замечание 2. Поиск решения в неявном виде с
интегральным членом в левой части (5) часто
приводит к уравнениям для определения функ-
ции  более низкого порядка, чем при поиске
точных решений в явном виде. Кроме того, неяв-
ная форма записи решения обычно приводит к
более простым явным представлениям функций

 и  через  (при поиске точных решений в яв-
ном виде функции  и  нередко выражаются че-
рез  в параметрической форме [17]). Отметим
также, что различные линейные соотношения ви-
да (7) в случае общего положения обычно соот-
ветствуют различным решениям рассматривае-
мого уравнения.

2.3. Вывод функционально-дифференциального 
уравнения. Процедура его решения

Будем искать точные решения нелинейных
уравнений конвективной диффузии вида (1) в не-
явной форме (5). Дифференцируя (5) по  и ,
имеем

Подставив эти выражения в (1), получим функ-
ционально-дифференциальное уравнение

(8)

Уравнение (8), зависящее от , , , с помощью
дифференцирования по  можно свести к функ-
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ционально-дифференциальному уравнению би-
линейного вида (6) при , а затем использо-
вать метод решения, описанный в разд. 2.2. Одна-
ко такой путь достаточно сложно реализовать
технически, поскольку после дифференцирова-
ния повышается порядок производных в редуци-
рованном уравнении и для определения функции

 на заключительном этапе все равно необходи-
мо вернуться к анализу уравнения (8).

В данной работе для решения уравнения (8)
будем применять прямой метод, основанный на
использовании функций , ,

, которые были получены в [31] для
уравнений (1) специального вида при  и
произвольной .

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
С ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ РАЗДЕЛЕНИЕМ 

ПЕРЕМЕННЫХ В НЕЯВНОМ ВИДЕ
3.1. Решения типа обобщенной бегущей волны 

при 

Функционально-дифференциальное уравне-
ние (8) представляет собой уравнение с разделен-
ными переменными (левая часть зависит только
от , а правая – от  и ). Поэтому можно поло-
жить , что дает . Рассматри-
ваемая ситуация соответствует решениям типа
обобщенных бегущих волн, заданных в неявной
форме

(9)

Здесь подынтегральные функции  и 
будут определяться в ходе дальнейшего анализа
из функционально-дифференциального уравнения

(10)

которое получается в результате подстановки
функций  и  в (8). Уравнение
(10) является функционально-дифференциаль-
ным уравнением билинейного вида (6) при .

Решение 1. Рассмотрим сначала вырожденный
случай, когда дифференциальная форма 
в (10) обращается в нуль. В этом случае уравне-
ние (10) имеет решения, если выполняются соот-
ношения

(11)

где  и  – произвольные постоянные. Полагая
 в (11), приходим к уравнению

(12)

= 6N
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которое для произвольных функций , ,
 и

(13)

имеет решение типа обобщенной бегущей волны

(14)

Здесь  и  – произвольные постоянные.
Пример 2. Полагая , ,  в

(12)–(14), а затем переобозначая  на , по-
лучим уравнение

которое допускает решение типа обобщенной бе-
гущей волны в неявной форме

Здесь  и  – произвольные функции,  –
произвольная постоянная.

Решение 2. Уравнению (10) можно удовлетво-
рить, если имеют место соотношения

(15)

где  – произвольная постоянная.
Из формул (15) при , ,  можно

получить нелинейное уравнение конвективной
диффузии

(16)

где  – произвольная функция, а функция 
следующим образом выражается через произ-
вольную функцию :

(17)
Уравнение (16) при условии (17) имеет точное

решение

(18)

Разрешая (17) относительно , приходим к со-

отношению . Исключая с
помощью этого соотношения функцию  в (18),
получим представление решения уравнения (16) в
виде

(19)
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Здесь  и  – произвольные функции,  и
– произвольные постоянные.
Пример 3. Точное решение уравнения

определяется формулой (19) при .
Замечание 3. Уравнение (16) и его решение

другим путем были получены в [31]. В [31] постро-
ен еще ряд точных решений уравнения (1), в ко-
тором полагалось , а функция  счита-
лась произвольной (эти решения здесь не приво-
дятся).

Решение 3. Уравнению (10) можно удовлетво-
рить, если положить

(20)

где  – произвольная постоянная. Из первого со-
отношения (20), находим

(21)

Полагая далее , ,  в (20) и (21),
получим нелинейное уравнение конвективной
диффузии

(22)

которое имеет два решения типа обобщенной бе-
гущей волны в неявном виде

(23)

Уравнение (22) и формулы (23) содержат произ-
вольные функции  и , а также произволь-
ные постоянные  и .

Решение 4. Уравнение (10) удовлетворяется,
если взять

(24)

где  – произвольная постоянная. Из уравнений
(24), находим

( )a x ( )g u 1C
2C

= −( ) ( )n
t x x xu x u xg u u

=( ) na x x
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( ) = , = ,
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2t x x x xu a x f u u a x f u u

= ± + .∫ ∫ 2
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fAf g
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−

−

= + =

= + ,

⎛ ⎞θ = + , = ,⎜ ⎟ θ⎝ ⎠

∫

∫

∫

1

1

1

1
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где  и  – произвольные постоянные. Полагая
 и , приходим к нелинейному уравне-

нию конвективной диффузии

(25)

которое допускает точное решение

(26)

Уравнение (25) и формулы (26) содержат две
произвольные функции  и .

Пример 4. Подставляя ,  в
(25) и (26), приходим к уравнению [17]:

которое имеет решение .

Пример 5. Полагая , , 
в (25) и (26), получим уравнение конвективной
диффузии

которое имеет неинвариантное решение типа бе-
гущей волны .

Решение 5. Уравнению (10) можно удовлетво-
рить, если положить

(27)

(28)

где , , ,  – произвольные постоянные. Из
второго уравнения (27) выразим функцию  че-
рез :

(29)

где  – произвольная постоянная.
Уравнения (28) для заданных функций 

и  позволяют найти две другие функции
 и . Исключая  из уравнений (28), по-

лучим ОДУ первого порядка с квадратичной не-
линейностью для функции  (уравнение Рик-
кати [45]):

(30)

Подстановка

(31)

приводит его к линейному ОДУ второго порядка

(32)

Точные решения уравнения (32) для неко-
торых функций  и  можно найти
в [45].

Используя последнее соотношение (28), выра-
зим функциональный коэффициент  через :

(33)

Пример 6. При  общее решение
уравнения (32) имеет вид

(34)

где ,  – произвольные постоянные,
. В частности, подставляя
, , , ,  в

формулы (31), (33), (34), находим ,
, , .

Решение 6. Уравнение (10) также допускает ре-
шения, если имеют место соотношения

(35)

где  и  – произвольные постоянные.

Подставив в (35) ,
, , получим решение типа бегущей вол-

ны (3), которое здесь опускается.
Решение 7. Полагая  и  в пер-

вых трех уравнениях (35), имеем

(36)

В результате получим уравнение

(37)

где

(38)

1C 2C
=( ) 1c x = 1A

⎛ ⎞= + + ,⎜ ⎟
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3 1
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4 2
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3 4 1( ) ( ) ( )h u f u A f u du A u C

1C
= ( )a a x

= ( )c c x
( )b x θ( )x ( )b x

θ( )x

θ + − θ + θ + = .2
2 2 3 1 4 2 1' '( ) 0x xA a A A A A a A a A kc

ζθ = λ , λ = − ≠ ,
ζ −

2
2 3 1 4

2 3 1 4

' ( 0)x A A A A A
A A A A

λ ζ + ζ = .2 1' '( ) 0x xA a A kc

= ( )a a x = ( )c c x

b θ

= − θ − .
θ

2
4

2

1 ( )b A a kc
A

= =( ) ( ) 1a x c x

+ − > ,⎧ζ = ⎨ + − < ,⎩

2 3 1 2 3 1 4

2 3 1 2 3 1 4

cos( ) sin( ) при ( ) 0
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= λ = 1m
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которое допускает решение в неявном виде

(39)

Отметим, что уравнение (37)–(38) зависит от двух
произвольных функций  и . Из (38)
можно выразить функцию  через  и .

Замечание 4. Инвариантное решение (39) урав-
нения (37) можно искать в явном виде ,
где  (в этом случае не используется
соотношение (38) между функциями  и ).
Функция  определяется из автономного ОДУ

которое легко интегрируется.
Замечание 5. Более общее, чем (37), нелиней-

ное уравнение конвективной диффузии с запаз-
дыванием

где  – время запаздывания, также имеет точное
решение вида , где .

3.2. Решения с функциональным разделением 
переменных при 

Вернемся к уравнению (8). В разд. 3.1 рассмат-
ривался простейший случай линейной зависимо-
сти , который сразу приводил к функцио-
нально-дифференциальному уравнению с двумя
переменными вида (6).

Функция  входит в формулу (5) линейным
образом. Если выбрать  (  – произволь-
ная постоянная), тогда решение принимает вид

(40)

и экспоненту  удается исключить из уравне-
ния (8) с помощью (40). В результате приходим к
функционально-дифференциальному уравне-
нию вида (6) при :

(41)

Замечание 6. Уравнение (41) можно вывести,
используя другие соображения. Действительно,
переписав (5) в виде

(42)
умножим правую часть уравнения (8) на

. В результате получим

(43)

= + .∫ ( ) lnh u du kt x

= ( )f f u = ( )h h u
( )h u ( )f u ( )g u

= ( )u U z
= + lnz kt x

g h
( )U z

+ + − = ,' ' '[ ( ) ] [ ( ) ( ) ] 0z z zf U U f U g U k U

= , + , , = , − τ ,2[ ( ) ] ( ) ( )t x x xu x f u w u xg u w u w u x t

τ
= ( )u U z = + lnz kt x

λξ =( ) tt ke

ξ =( )t kt

ξ( )t
λξ =( ) tt ke k

λ= + η , = ,∫( ) ( ) ( ) ( )tH u ke x H u h u du

λte

= 5N

( )η η ηλη − λ + + + = .
2 '' ' ' '( ) ( ) 0x x x x

u

a a bfH f g
c c h c

ξ − η = ,/( ) 1H

ξ − η/( )H

( )⎡ ⎤ξ = η + η + η .⎢ ⎥
ξ − η ⎢ ⎥⎣ ⎦

2 '' 1 ' ' ' '( ) ( )
( )

t
x x x x

u

fa f a b g
c H h

В уравнении (43) переменные разделены: левая
часть зависит только от , а правая – от  и . При-
равнивая обе части (43) константе , получим два
уравнения. Левая часть (43) дает уравнение ,
которое имеет решение . Правая часть (43)
приводит к уравнению (41).

Решение 8. Уравнению (41) можно удовлетво-
рить, если положить

(44)

(45)

где , ,  – произвольные постоянные. Соот-
ношения (44) и (45) включают две произвольные
функции  и , а функции , , , ,  через них
выражаются.

Общее решение системы, состоящей из двух
последних уравнений (45), определяется форму-
лами

(46)

где  и  – произвольные постоянные.
Пример 7. Подставив , ,

,  в (45) и (46), имеем

Учитывая соотношения (44), приходим к нели-
нейному уравнению

(47)

где  – произвольная функция,  – произ-
вольная постоянная, которое допускает решение
с функциональным разделением переменных в
неявной форме

(48)

 – произвольная постоянная.
Подставляя  в (47), получим уравнение

решение которого записывается так:

t x u
λ

ξ ξ = λ' /t
λξ = tke

= + , = λ − − ,1 2 1 3 2 3f C uh C h g H C C uh C C h

η = , η = , η + λ η = ,2
3 1' ' ' '( ) ( ) 0x x x xb c a C c C a c

1C 2C 3C

h c f g a b η

+λ/

−λ/

⎡ ⎤= + ,⎣ ⎦
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∫

∫
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3 4
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Ca x C c x dx C
c x
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= =2 4 0C C λ = − 2n
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n t xh u du ke
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k
= /h f u
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Решение 9. Уравнению (41) можно удовлетво-
рить другим способом, если положить

(49)

где  – произвольная постоянная. Соотноше-
ния (49) содержат две произвольные функции 
и , а остальные функции , , ,  через них вы-
ражаются.

Общее решение системы, состоящей из двух
последних уравнений (49), имеет вид

(50)

где  и  – произвольные постоянные (это ре-
шение можно выразить через обратную функцию
к интегралу вероятностей).

Замечание 7. Если в двух последних уравнени-
ях (49) функцию  считать заданной, то ре-
шение этих уравнений определяется формулами

3.3. Решения с функциональным разделением 
переменных при 

Подставляя логарифмическую функцию
 в (5), ищем решения в виде

(51)

Исключая  из (8) (при ) и (51), полу-
чим функционально-дифференциальное уравне-
ние

(52)

Замечание 8. Уравнение (52) можно вывести,
исходя из других соображений. Действительно,
представив формулу (5) в виде

где  – некоторая постоянная, умножим правую
часть уравнения (8) на . В результате, по-
сле элементарных преобразований, имеем

= , = λ + ,

η = , η + λ η = , η − = ,

1 2

2
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' ' ' '( ) 0 ( ) 0
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hf g H C
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1 4
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Cd c x dx C
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η = η( )x
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1 1

( ) exp
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x

x
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Cc x x
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ξ =( ) lnt k t

= + η .∫ ( ) ln ( )h u du k t x

t ξ = lnk t

( ) η/ − /η + η + η − = ,
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k H k
x x x x

u

fa f a b g kce e
h

H h u du

−η−ξ / = ,( ) 1H ke

k
−η−ξ /( )H ke

(53)

В уравнении (53) переменные разделены: левая
часть зависит только от , а правая – от  и . При-
равнивая обе части (53) константе , получим
два уравнения. Левая часть (53) приводит к
уравнению , которое имеет решение

. Правая часть (53) при
 приводит к уравнению (52).

Решение 10. Сначала рассмотрим вырожден-
ный случай, когда дифференциальная форма

 обращается в нуль. В этом случае уравне-
ние (52) допускает решения, если выполняются
соотношения

(54)

где  и  – произвольные постоянные,
. Из (54) при  следует, что урав-

нение

(55)

где , ,  – произвольные функции, а
функция  является решением нелинейно-
го ОДУ второго порядка

(56)

имеет решение с обобщенным разделением пере-
менных

(57)

Пример 8. При  , ,
, уравнение (56) имеет точное

решение . Поэтому уравнение

(58)

допускает точное решение в неявной форме
.

Пример 9. При , , 
уравнение (56) допускает точное решение

. Поэтому уравнение конвективной диф-
фузии

(59)
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имеет точное решение в неявной форме
.

Решение 11. Уравнению (52) можно удовлетво-
рить, если положить

(60)

где  – произвольная постоянная. Подставляя
 в (60), получим нелинейное уравнение

конвективной диффузии

(61)

где  – произвольная функция, а функции 
и  следующим образом выражаются через
произвольную функцию :

(62)

Уравнение (61)–(62) имеет точное решение

(63)

Формулы (62) и (63) зависят от произвольных
функций  и  и произвольных постоянных

, , , , .
Пример 10. При , , , 

уравнение (61) принимает вид

где функции  и  определяются формула-
ми (62). Это уравнение имеет точное решение

.

Решение 12. Уравнение (52) удовлетворяется,
если выполняются соотношения

(64)

где  – произвольная постоянная. В результате
приходим к нелинейному уравнению конвектив-
ной диффузии

(65)

где функция  следующим образом выражает-
ся через произвольную функцию :
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а функция  определяется формулами (воз-
можны два варианта)

(67)

Уравнения (65)–(67) допускают точные реше-
ния

(68)

Формулы (66) и (68) содержат произвольные
постоянные , , .

Решение 13. Уравнению (52) можно удовлетво-
рить, если положить

(69)

где  – произвольная постоянная.
Из первых двух уравнений (69), выразим  и 

через . В результате получим

(70)

Будем считать, что в последних двух уравнени-
ях (69) заданы функции  и . Тогда
функциональные коэффициенты  и

 определяются формулами

где  – произвольная постоянная.
Решение 14. Уравнение (52) удовлетворяется,

если наложить условия

(71)

где  и  – произвольные постоянные,
.

Подставляя , ,  в первые
три уравнения (71), находим

(72)

В результате получим уравнение
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где

(74)

которое допускает решение в неявном виде

(75)

Отметим, что уравнение (73)–(74) содержит две
произвольные функции  и .

Замечание 9. Инвариантное решение (75) урав-
нения (73) можно искать в явном виде ,
где  (в этом случае связь (74)
между функциями  и  не используется). Функ-
ция  определяется из ОДУ:

Замечание 10. Более общее, чем (73), уравнение

также допускает точное решение вида ,
где .

Решение 15. Полагая , ,
 в первых трех уравнениях (71), получим

(76)

В результате приходим к уравнению конвектив-
ной диффузии

(77)

где  и

(78)

которое допускает точное решение в неявном
виде

(79)

Замечание 11. Автомодельное решение (79)
уравнения (77) можно искать в обычном виде

, где  (в этом случае связь (78)
между функциями  и  не используется). Функ-
ция  определяется из ОДУ:

Решение 16. Уравнению (52) можно удовлетво-
рить, если положить
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где  и  – произвольные постоянные,
.

Подставляя  и  в первые три
уравнения (80), имеем

(81)
Поэтому уравнение

(82)
допускает точное решение в неявном виде

(83)

где функция  определяется из ОДУ:

(84)

Уравнения (82) и (84) содержат три произвольные
функции , , .

Решение 17. Полагая , , 
в первых трех уравнениях (80), получим

(85)
В результате приходим к уравнению конвектив-
ной диффузии

(86)
где , ,  – произвольные функции,
которое имеет точное решение

. Это решение можно пред-
ставить в явном виде

(87)
где функция  удовлетворяет ОДУ:

(88)

4. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Описаны различные классы нелинейных урав-

нений конвективной диффузии с переменными
коэффициентами, которые допускают точные ре-
шения. Решения ищутся в виде неявной зависи-
мости, которая содержит несколько свободных
функций (эти функции определяются в ходе
дальнейшего анализа). Особое внимание уделено
нелинейным уравнениям общего вида, которые
зависят от одной или нескольких произвольных
функций. Получен ряд новых точных решений
типа обобщенной бегущей волны и решений с
функциональным разделением переменных.
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Abstract—Various classes of nonlinear mass and heat transfer equations with variable coefficients,
, which admit exact solutions, are considered. The main attention is

focused on nonlinear equations of a sufficiently general form, which contain several arbitrary functions that
depend on the unknown function u and the spatial variable x. It is important to note that the exact solutions
of nonlinear partial differential equations that contain arbitrary functions and are, therefore, sufficiently gen-
eral, are of the greatest practical interest for testing various numerical and approximate analytical methods to
solve corresponding initial-boundary value problems. The method used to find exact solutions is based on the

representation of the solution in the implicit form  where the functions , ,

and  are determined further by analyzing resulting functional-differential equations. Examples of specif-

x

= + ,( ) [ ( ) ( ) ] ( ) ( )t x x xc x u a x f u u b x g u u

= ξ + η ,∫ ( ) ( ) ( )h u du t x ( )h u ξ( )t
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ic reaction–diffusion type equations and their exact solutions are given. Many new generalized traveling wave
solutions and functional separable solutions are described.

Keywords: mass and heat transfer equations, nonlinear convection–diffusion, equations, PDEs with variable
coefficients, exact solutions in implicit form, functional separable solutions, generalized traveling-wave solu-
tions
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