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Задача классификации обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих аналитические
решения, является классической. В данной работе рассматривается задача классификации обыкно-
венных дифференциальных уравнений, точные решения которых выражаются через эллиптиче-
скую функцию Вейерштрасса. Алгоритм поиска таких уравнений следующий. Сначала выбирается
порядок полюса при разложении решения уравнения в ряд Лорана в окрестности особой точки. За-
тем задается порядок обыкновенного дифференциального уравнения, которое хотим построить.
После этого с помощью многоугольника Ньютона строится общий вид дифференциального урав-
нения, принимая во внимание порядок полюса и порядок уравнения. Затем ищутся ограничения на
параметры построенного обыкновенного дифференциального уравнения в общем виде, при кото-
рых имеются решения, выраженные через эллиптическую функцию Вейерштрасса. Во втором раз-
деле данной работы приведены теоремы, которые использованы для поиска ограничений на пара-
метры. В последующих пяти разделах этой работы описанный алгоритм применяется для построе-
ния автономных нелинейных полиномиальных обыкновенных дифференциальных уравнений
третьего и четвертого порядков. Кроме того, в этих разделах приведены нелинейные автономные
обыкновенные дифференциальные уравнения и их решения, выраженные через эллиптическую
функцию Вейерштрасса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача классификации обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, имеющих аналитиче-
ские решения, является классической. Ей посвя-
щены работы Фукса, Брио, Буке и Пуанкаре.
Особенно яркий след в этой области оставил Пе-
нлеве. Еще более века назад ему вместе со своими
учениками удалось найти пятьдесят три канони-
ческих нелинейных дифференциальных уравне-
ния второго порядка в полиномиальной форме,
общие решения которых не имеют критических
подвижных точек [1–3]. Про такие уравнения го-
ворят, что они обладают свойством Пенлеве [5,
4]. Однако свойство Пенлеве является лишь не-
обходимым условием интегрируемости диффе-
ренциального уравнения.

Данная работа посвящена классификации не-
линейных автономных полиномиальных диффе-
ренциальных уравнений, точные решения кото-
рых выражаются через эллиптическую функцию
Вейрштрасса. Эти уравнения имеют точные ре-
шения, но не все из них являются интегрируемы-
ми в том смысле, что имеют общие решения, вы-
раженные в аналитическом виде. Таким образом,
нами делается попытка расширения класса диф-
ференциальных уравнений, имеющих точные ре-
шения.

Работа построена следующим образом. Во
втором разделе описан алгоритм построения
уравнений, решения которых выражаются че-
рез эллиптическую функцию Вейрштрасса. В
последующих разделах построены нелинейные
автономные дифференциальные уравнения тре-
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тьего и четвертого порядков в полиномиальной
форме и их точные решения. Эти решения важ-
ны, так как ряд нелинейных эволюционных урав-
нений сводится к нелинейным обыкновенным
дифференциальным уравнениям с решениями в
форме полученных в работе решений.

2. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Пусть задано автономное нелинейное обык-
новенное дифференциальное уравнение

(2.1)

где  – полином по  и ее производным.
Так как уравнение автономное, для каждого ре-
шения  существует семейство решений

. Без ограничения общности опустим
константу . Предположим, что уравнение (2.1)
имеет  различных асимпотических разложений
решения в ряд Лорана в окрестности полюса 

(2.2)

Здесь  – порядок полюса .
Справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Все мероморфные эллиптические ре-

шения уравнения (2.1) при  имеют следующий
вид:

(2.3)

Необходимым условием существования такого
решения является .

Теорема 2. Все мероморфные эллиптические ре-
шения уравнения (2.1) при  имеют следующий
вид:

(2.4)

Здесь . Необходимым услови-
ем существования такого решения является

.

Доказательства этих теорем можно найти в ра-
ботах [6–8].
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В этой работе мы занимаемся поиском авто-
номных полиномиальных дифференциальных
уравнений с эллиптическими решениями. При-
меняемый в данной работе алгоритм состоит из
следующих шагов [9, 10].

Первый шаг – построение нелинейного обык-
новенного дифференциального уравнения в об-
щем виде при помощи многоугольников Ньюто-
на [10–12]. Для построения многоугольников
Ньютона в данной работе использовалась про-
грамма [13].

В соответствии с книгой Брюно [14] введем не-
которые определения. Выражения вида 
называются мономами.  здесь произвольная
константа. Произведение монома и конечного

числа производных  носит название
дифференциального монома.

Предположим, что мы ищем точные решения
дифференциального уравнения в полиномиаль-
ной форме (2.1). Каждому его моному можно по-
ставить в соответствие точку на плоскости следу-
ющим образом

 и  здесь – произвольные константы. При пе-
ремножении мономов их координаты складыва-
ются. Множество точек, соответствующее всем
мономам дифференциального уравнения, обра-
зует носитель этого уравнения.

Соединив точки носителя в выпуклую фигуру,
мы получим многоугольник Ньютона дифферен-
циального уравнения (2.1). Углы и вершины мно-
гоугольника в основном определяют степенные
или нестепенные асимптотики и разложение в
ряд решения уравнения. Используя многоуголь-
ники Ньютона, можно легко найти общую форму
нелинейного дифференциального уравнения с
неизвестными параметрами.

Алгоритм поиска общей формы уравнения
следующий. Сначала выбираются порядок диф-
ференциального уравнения, которое хотим по-
строить, и порядок полюса при разложении ре-
шения этого уравнения в ряд Лорана в окрестно-
сти особой точки. Одним из ведущих членов
искомого уравнения выбирается производная
высшего порядка. Мономы остальных ведущих
членов ищутся из соображения, что они должны
иметь ту же степень, что и моном высшей произ-
водной. В результате первого шага мы имеем не-
линейное дифференциальное уравнение в поли-
номиальной форме.

Второй шаг – поиск ограничений на парамет-
ры построенного дифференциального уравнения
общего вида, при которых это уравнение имеет
точные решения. Существует очень много спосо-
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бов построения решений нелинейных неинтегри-
руемых дифференциальных уравнений [15–17].
При выполнении этого шага для поиска решений
уравнений общего вида мы пользуемся теорема-
ми 3 и 4.

3. УРАВНЕНИЕ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
С РЕШЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ПОЛЮС 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим дифференциальное уравнение
третьего порядка вида (2.1) с решением, имею-
щим полюс первого порядка. Предполагаем, что 
является одним из ведущих членов этого уравне-
ния. Тогда все остальные ведущие члены можно
найти при помощи степенной геометрии. Моно-
мы ведущих членов должны давать значение с тем
же полюсом, что и моном третьей производной.
Обозначим координаты мономов ведущих членов
как . В случае уравнения третьего порядка с
решением, имеющим полюс первого порядка,
получаем, что  и  являются корнями следую-
щего уравнения

(3.1)

Отсюда получается, что координаты мономов
других ведущих членов  и други-

ми ведущими членами являются .
Построив многоугольник Ньютона уравнения с
ведущими членами и заполнив его точками с це-
лочисленными координатами (рис. 1), получим
общий вид дифференциального уравнения тре-
тьего порядка типа (2.1) c решением, имеющим
полюс первого порядка

(3.2)

где    – параметры
уравнения.

Без ограничения общности положим .
Также примем  и будем рассматривать урав-
нение

(3.3)

Уравнение (3.3) имеет два разложения реше-
ния в ряд Лорана в окрестности полюса

zzzy

,( )m n

m n

+ = , ∈ , ∈ , − < ≤ .N Z
0| | 4 3 0m n n m m

, , − , , − ,(0 4) ( 1 3) ( 2 2)

, , , 24 2
z zz zy y y y y yy

+ + + + + + +

+ + + + = ,

2 3 4
1 2 1 2 3 4

2 2
1 2 3 4 0

zzz z zz

zz z zz

y a y a y b y b y b y b y

c yy с c yy c y yy

, ,1 2a a , , , ,1 2 3 4b b b b , , ,1 2 3 4c c c c

= −4 6c
=4 0b

+ + + + + +

+ + + − = .

2 3
1 2 1 2 3

2 2
1 2 3 6 0

zzz z zz

zz z zz

y a y a y b y b y b y

c yy с c yy y yy

(3.4)

При  решение уравнения (3.3) можно
искать в виде

(3.5)

При  разложение (3.5) имеет вид

(3.6)

Подставив это разложение в (3.3) и последова-
тельно приравняв коэффициенты при различных
степенях  к нулю, получим значения параметров

(3.7)
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Рис. 1. Многоугольник Ньютона уравнения (3.2).
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Итак, мы получили, что формула (3.5) являет-
ся решением уравнения (3.3) при значениях пара-
метров (3.7).

4. УРАВНЕНИЕ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
С РЕШЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ПОЛЮС 

ВТОРОГО ПОРЯДКА
Рассмотрим дифференциальное уравнение

третьего порядка (2.1), которое имеет решение с
полюсом второго порядка. Как и в предыдущем
разделе, обозначим координаты мономов веду-
щих членов как . В случае уравнения третье-
го порядка с решением, имеющим полюс второго
порядка, получаем, что  и  являются корнями
следующего уравнения

(4.1)

Отсюда получается, что координаты мономов
других ведущих членов  и второй ведущий
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член – . Построив многоугольник Ньютона
уравнения с ведущими членами и заполнив его
точками с целочисленными координатами (рис. 2),
получим общий вид дифференциального уравне-
ния третьего порядка типа (2.1) c решением, име-
ющим полюс второго порядка

(4.2)

Пусть , тогда, опуская штрихи, уравнение
(4.2) запишем в виде

(4.3)

где . Уравнение, состоящее из ведущих чле-
нов уравнения (4.2), имеет вид
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ся индексы Фукса   . Подста-
новка
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в уравнение (4.3) позволяет найти коэффициенты
разложения в ряд Лорана решения уравнения.
Необходимое условие существования эллиптиче-
ских решений  приводит к выражению

. При нахождении коэффициентов  полу-
чается ограничение на параметры уравнения (4.3)

. Разложение решения уравнения (4.3) до
десятого порядка включительно
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содержит две произвольные константы  и  и не
проходит тест Пенлеве. После обозначения пара-
метров    уравнение (4.3) с уче-
том ограничений на параметры принимает вид

(4.7)

Ищутся точные решения уравнения (4.7), вы-
раженные через эллиптическую функцию Вейер-
штрасса .

1. Пусть решение уравнения (4.7) имеет одно
разложение в ряд Лорана в окрестности  (по-

0z 4c

= ,2 1a b = ,3 2a b =7 3a b

+ + + + + + = .21
1 2 1 2 3 0

2zzz zz z z
by b y b y yy y b b y b

℘ , ,2 3( )z g g

= 0z

скольку рассматривается автономное уравнение,
то без ограничения общности константа  опус-
кается). Тогда точное решение уравнения (4.7)
ищется в виде

(4.8)

Подстановка выражения (4.8) в уравнение (4.7)
позволяет найти точное решение уравнения (4.7)

(4.9)

0z

−= ℘ , , + .2 2 3 0( ) ( )y z c z g g h

⎛ ⎞−= − ℘ , , − .⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1 2 3

3 2
1

2( ) 12
12

b b by z z g b
b

Рис. 2. Многоугольник Ньютона уравнения (4.2).
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ЛАВРОВА и др.

В случае, когда , эллиптическое
решение вырождается, то есть условие вырожде-
ния выглядит следующим образом

(4.10)

2. Пусть решение уравнения (4.7) имеет два
разложения в ряд Лорана в окрестности . То-
гда точное решение уравнения (4.7) ищется в виде

(4.11)

Точное решение уравнения (4.7) вида (4.11)
выражается следующим образом:

− =3 2
2 327 0g g

⎛ ⎞−= ± .⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
22

1 2 3
3

1

2
36

b b bg
b

= 0z

− ℘ , , +⎛ ⎞= + .⎜ ⎟℘ , , −⎝ ⎠

2
2 3 12

0
2 3 1

( )
( )

4 ( )
z z g g Bcy z h

z g g A

(4.12)

где

(4.13)

Условие вырождения эллиптического реше-
ния  имеет вид

(4.14)

3. Пусть решение уравнения (4.7) имеет три
разложения в ряд Лорана в окрестности . То-
гда точное решение уравнения (4.7) ищется в виде

(4.15)

Уравнению (4.7) соответствует решение ви-
да (4.16) с параметрами

( )
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Условие вырождения эллиптического реше-
ния  имеет вид

(4.17)

Таким образом, формулы (4.9), (4.12) при зна-
чениях параметров (4.13) и (4.16) при значениях
параметров (4.16) являются решениями уравне-
ния (4.7).

5. УРАВНЕНИЕ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
С РЕШЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ПОЛЮС 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Рассмотрим дифференциальное уравнение
третьего порядка (2.1), которое имеет решение с
полюсом третьего порядка. Снова обозначим ко-
ординаты мономов ведущих членов как . В
случае уравнения третьего порядка с решением,
имеющим полюс третьего порядка, получаем, что

 и  являются корнями следующего уравнения

− =3 2
2 327 0g g

− −= ± , = ± .
2 2

1 1 2 3 1 1 2 3
2 2

1 1

( 2 ) ( 2 )
12 36

b b b b b b b bA A
b b

,( )m n

m n

(5.1)

Получаем, что координаты мономов других
ведущих членов  и второй ведущий член – .
Построив многоугольник Ньютона уравнения с
ведущими членами и заполнив его точками с це-
лочисленными координатами (рис. 3), получим
общий вид дифференциального уравнения тре-
тьего порядка типа (2.1) c решением, имеющим
полюс третьего порядка

(5.2)

Без ограничения общности можем предполо-
жить, что  и рассмотрим уравнение

(5.3)

У уравнения (5.3) есть одно разложение реше-
ния в ряд Лорана в окрестности полюса, которое
выглядит следующим образом:

+ = , ∈ , ∈ , − < ≤ .N Z
0| | 3 6 3 0m n n m m

,(0 2) 2y

= + + + .2
1 2 1 2zzz z zzy a y a y b y b y

= −2 60b

= + + − .2
1 2 1 60zzz z zzy a y a y b y y

Рис. 3. Многоугольник Ньютона уравнения (5.2).
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(5.4)

При  решение уравнения (5.3) мож-
но искать в виде

(5.5)

Разложим (5.5) в ряд Лорана

(5.6)

и подставим это разложение в (5.3). Приравняв к
нулю коэффициенты при различных степенях ,
получим

(5.7)

Таким образом, формула (5.5) является реше-
нием уравнения (5.3) при ограничениях на пара-
метры (5.7).
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6. УРАВНЕНИЕ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
С РЕШЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ПОЛЮС 

ВТОРОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим дифференциальное уравнение
четвертого порядка (2.1), которое имеет решение
с полюсом второго порядка. Обозначим коорди-
наты мономов ведущих членов как . В случае
уравнения третьего порядка с решением, имею-
щим полюс второго порядка, получаем, что  и 
являются корнями следующего уравнения

(6.1)

Отсюда получается, что координаты мономов
других ведущих членов  и остальными

ведущими членами являются . Построив
многоугольник Ньютона уравнения с ведущими
членами и заполнив его точками с целочислен-
ными координатами (рис. 4), получим общий вид
дифференциального уравнения четвертого по-
рядка типа (2.1) c решением, имеющим полюс
второго порядка

(6.2)

Без ограничения общности положим
. Уравнение (6.2) имеет два

разложения решения в ряд Лорана в окрестности
полюса

(6.3)

Из условия  следует равенство
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При выполнении всех перечисленных в разде-
ле условий решение уравнения (6.2) можно ис-
кать в виде

(6.5)
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Разложение (6.5) в ряд выглядит следующим
образом

(6.6)

Подставим (6.6) в уравнение (6.2) и, последо-
вательно приравнивая коэффициенты при сте-
пенях  к нулю, получим значения параметров
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Рис. 4. Многоугольник Ньютона уравнения (6.2).
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ЛАВРОВА и др.

(6.7)

Итак, уравнение (6.2) имеет решение (6.5) при
ограничениях на параметры (6.7).

7. УРАВНЕНИЕ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
С РЕШЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ПОЛЮС 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
Рассмотрим дифференциальное уравнение

четвертого порядка (2.1), которое имеет решение
с полюсом третьего порядка. Обозначим коорди-
наты мономов ведущих членов как . В случае
уравнения третьего порядка с решением, имею-
щим полюс третьего порядка, получаем, что  и 
являются корнями следующего уравнения

(7.1)

Отсюда получается, что координаты мономов
других ведущих членов  и вторым ведущим
членом является . Построив многоугольник
Ньютона уравнения с ведущими членами и за-
полнив его точками с целочисленными коорди-
натами (рис. 5), получим общий вид дифферен-
циального уравнения четвертого порядка типа (2.1)
c решением, имеющим полюс третьего порядка

(7.2)

Уравнение (7.2) имеет одно разложение реше-
ния в ряд Лорана в окрестности полюса:

(7.3)

Для поиска эллиптических решений уравне-
ния (7.2) необходимо выполнение условия .
Поэтому положим

(7.4)

Тогда решение уравнения (7.2) можно искать в
виде

(7.5)

Разложение (7.5) в ряд имеет вид
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(7.6)

Подставив (7.6) в (7.2) и последовательно при-
равняв коэффициенты при степенях  к нулю,
получим следующие значения параметров

(7.7)

(7.8)

Итак, мы получили, что решение уравнения
(7.2) задается формулой (7.5) при ограничениях
на параметры (7.7) и (7.8).

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе была рассмотрена задача
классификации обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, точные решения которых выра-
жаются через эллиптическую функцию Вейер-
штрасса.

Алгоритм построения таких дифференциаль-
ных уравнений и используемые теоремы были
приведены во втором разделе работы. В последу-
ющих пяти разделах были построены некоторые
дифференциальные уравнения третьего и четвер-
того порядков в полиномиальной форме, точные
решения которых выражаются через эллиптиче-
скую функцию Вейерштрасса.

Исследование выполнено за счет средств гран-
та РФФИ (проект № 18-29-10039).
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Рис. 5. Многоугольник Ньютона уравнения (7.2).
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Abstract—The classification of ordinary differential equations with exact solutions is a classical mathematical
problem. In this work, the classification problem is considered for ordinary differential equations with solu-
tions expressed in terms of the Weierstrass elliptic function. The algorithm of search for such equations is as
follows. First, the order of the singularity of the solution is chosen. Then, the order of the sought nonlinear
differential equation is set. Next, Newton polygons are used to write the general form of the nonlinear differ-
ential equation taking into account the singularity of the solution and the given order for the nonlinear differ-
ential equation. After that, limitations for the parameters are found so that the general form of the nonlinear
differential equation has an exact solution expressed in terms of the Weierstrass elliptic function. Theorems
used to look for parameter limitations are presented. The nonlinear autonomous ordinary differential equa-
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tions of the third and fourth orders are constructed using the described algorithm. Moreover, nonlinear au-
tonomous differential equations and their solutions expressed in terms of the Weierstrass elliptic function are
presented.
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