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Обратная задача определения коэффициента поглощения  
в вырождающемся параболическом уравнении дивергентного вида  
с одной пространственной переменной

 2025 г.     В. Л. Камынин, О. В. Нагорнов

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, 115409, Россия

Изучается нелинейная обратная задача определения неизвестного, зависящего от t, коэффици-
ента поглощения в одномерном по пространственным переменным параболическом уравнении 
со слабо вырождающейся главной частью, которая задана в дивергентной форме. Дополнитель-
ное условие наблюдения задается в интегральной форме. Физически это означает, например, 
измерение температуры датчиком конечного размера, установленным во внутренней точке 
области. Решение понимается в обобщенном смысле, в частности, неизвестный коэффициент 
поглощения ищется в пространстве L2(0, T). Коэффициенты уравнения могут зависеть как от 
временной, так и от пространственной переменных. Вырождение уравнения также допускается 
как по временной, так и по пространственной переменным. Множество точек вырождения 
может быть и бесконечным, но должно иметь меру нуль. Доказаны теоремы существования  
и единственности решения. Существование решения доказано в малом по времени, теорема 
единственности носит глобальный характер. Для доказательства существования решения об-
ратной задачи последняя сводится к изучению разрешимости некоторого операторного урав-
нения, и показывается, что при наложенных в работе условиях оператор является сжимающим. 

Ключевые слова: коэффициентные обратные задачи, вырождающиеся параболические урав-
нения, интегральное наблюдение.

Введение

В прямоугольнике Q ≡ [0, T] × [0, l] рассматривается обратная задача определения пары функций 
{u(t, x), g(t)}, удовлетворяющих уравнению 

	 ( ( , ) ) ( , ) ( , ) ( ) = ( , ), ( , ) ,− + + + g ∈t x x xu a t x u b t x u c t x u t u f t x t x Q                             (1)

начальному условию 

	 0(0, ) = ( ), [0, ],∈u x u x x l                                                             (2)

граничным условиям 

	 ( ,0) = ( , ) = 0, [0, ]∈u t u t l t T                                                         (3)

и дополнительному условию 

	
0

( , ) ( ) = ( ), [0, ].w j ∈∫
l

u t x x dx t t T                                                      (4)
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В задаче (1) – (4) функции a(t, x), b(t, x), c(t, x), f (t, x), u0(x), w(x), j(t) предполагаются известными.
Уравнение (1) допускает вырождение главной части, а именно, предполагается, что 

	 0
0

1( , ) ( ) 0, (0, ), > 1.
( )

≥ L ≥ ∈
L qa t x x L l q

x
                                               (5)

Для случая равномерно параболических уравнений аналогичная обратная задача ранее исследовалась 
в работах [1] – [6] и др. Случай вырождающихся параболических уравнений с условием типа (5) 
рассматривался в [7] – [9] для уравнений с недивергентной главной частью. При этом рассматривались
решения с 1,2( , ) ( )∈ su t x W Q  (s > 1), удовлетворяющие уравнению п.в. в Q.

В дальнейшем будем использовать обозначения: 

	
{ }2

2

2 (), )

(0, ) 2 2

= [0, ] [0, ], 0 < , , = ( ) (0, ) : ,

, ( ) (0, ).

t t × t ≤ ≡ ∈ ≤

≡ ∈

T R L T

L l

Q l T Q Q B y t L T y R

z z z x L l

Всюду в работе будем предполагать, что рассматриваемые в ней функции, как минимум, измеримы, 
все равенства и неравенства выполняются почти всюду, производные понимаются в обобщенном смысле 
по Соболеву. Используемые в работе пространства Лебега и Соболева с соответствующими нормами 
будем понимать в общепринятом смысле (см, например, [10]).

Относительно входных данных задачи (1) – (4) будем предполагать выполненными следующие 
условия:

существует функция L(x) такая, что 0 0
0

10 ( ) , [0, ], (0, ),
( )

≤ L ≤ ∈ ∈
L qx a x l L l

x

0 (0, ) 11 / , > 1,L ≤
qL l a q   и при этом 0 2 0( ) ( , ) ( ), ( , ) ;L ≤ ≤ L ∈x a t x a x t x Q                     (A)

	
2 2

,
0 0

( , ) ( , )( ), , ( , ) ;
( ) ( )∞∈ ≤ ∈

L L b a
b t x b t xL Q K t x Q

x x                                               (B)

	 ( , ) ( ), ( , ) , ( , ) ;∞∈ ≤ ∈cc t x L Q c t x K t x Q                                                  (C)

	 22 ( )( , ) ( ), ;∈ ≤L Q ff t x L Q f K                                                        (D)

	 0 2 0 2 0( ) (0, ), ;∈ ≤u x L l u M                                                           (E)

	
0

1 *
2 2 2( ) (0, ), , ;w ww ∈ w ≤ w ≤x W l K K                                                (F)

	 1 *
2 0 (0, ) 02

0

( ) (0, ), | ( ) | > 0, , (0) = ( ) ( ) .
l

L Tt W T t K u x x dxj′j ∈ j ≥ j j ≤ j w∫ 

                 (G)

В условиях (A) – (G) a0, a1, a2, j0, Kw, * = const > 0,wK  Kb,a , Kc , Kf , M0 , 
* = const 0.j ≥K

 Определение 1. Обобщенным решением обратной задачи (1) – (4) будем называть пару функций 

{u(t, x), g(t)} таких, что 
0

1
2( , ) (0, ; (0, )) ( ),∈

 su t x C T L l W Q s > 1, 0 2( ) ( ),L ∈xx u L Q  g(t) ∈ L2(0, T), для
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любой пробной функции 
0

1
2( , ) (0, ; (0, )) ( ),F ∈

 st x C T L l W Q Ft ∈ L2(Q), 0 2( ) ( )L F ∈xx L Q  и для любого

 t ∈ (0, T] выполняется интегральное тождество 

[ ]

0
0 0

( , ) ( , ) ( ) (0, ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

l l

t
Q

x x x
Q Q

Q

u x x dx u x x dx u t x t x dxdt

a t x u t x t x dxdt b t x u t x c t x u t x t u t x t x dxdt

f t x t x dxdt

t

t t

t

t F t − F − F +

+ F + + + g F =

= F

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

             (6)

а также выполняется условие (4) для всех t ∈ [0, T]. 
Замечание 1. Рассмотрим прямую задачу (1) – (3), считая, что коэффициент g(t) ∈ L2(0, T)   известен. 

Тогда в силу результатов [11] обобщенное решение u(t, x) этой задачи (понимаемое в смысле определения 
1) существует и единственно, причем 

	 *

0
1 * 2( , ) ( ), = .

1q

qu t x W Q q
q

∈
+                                                           (7)

Однозначная разрешимость обратной задачи

Установим условия, при которых обратная задача (1) – (4) однозначно разрешима.

Введем обозначение 
0

( ) = ( , ) ( ) .w∫
l

F t f t x x dx  Тогда в силу условий (D) и (F) F(t) ∈ L2(0, T).

Выведем операторное уравнение для нахождения неизвестного коэффициента g(t). Для этого

в интегральном тождестве (6) положим F(t, x) = c(t)w(x), где 
0

1
2( ) (0, )c ∈t W T . Тогда имеем 

0 0 0 0 0 0

0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( , ) ( , ) ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

     
− w c + w c + + w c +     

     
 

+ g w c = c 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

T l T l T l

t x x x

T l T

u t x x dx dt a t x u x dx t dt b t x u c t x u x dx t dt

t u t x x dx t dt F t t dt

откуда с учетом условия (4) и в силу произвольности 
0

1
2( ) (0, )c ∈t W T  имеем: 

	
0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ( , ) ( , ) ) ( ) = ( ).′j + g j + w + + w∫ ∫
l l

x x xt t t a t x u x dx b t x u c t x u x dx F t                         (8)

Из уравнения (8) с учетом условия (G) получаем равенство 

	 ( )
0 0

1( ) = ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .
( )

 
′g −j + − w − + w j  

∫ ∫
l l

x x xt t F t a t x u x dx b t x u c t x u x dx
t                      (9)
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Введем оператор 2 2( ) : (0, ) (0, )g →L T L T  по формуле 

	 ( )
0 0

1( )( ) = ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .
( )

 
′g −j + − w − + w j  

∫ ∫
l l

x x xt t F t a t x u x dx b t x u c t x u x dx
t

                (10)

Тогда соотношение (9) перепишется в виде 

	 = ( ).g g                                                                           (11)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (A) – (G). Тогда операторное уравнение (11) эквивалентно обратной 
задаче (1) – (4) в следующем смысле. Если пара {u(t, x), g(t)} является решением обратной задачи, то
функция g(t) – решение уравнения (11). Обратно, если 2ˆ( ) (0, )t L Tg ∈  является решением уравнения (11), 
а ˆ( , )u t x  – решение прямой задачи (1) – (3) с выбранной функцией ˆ( )g t  в правой части уравнения (1), то 
пара ˆˆ{ ( , ), ( )}gu t x t  является обобщенным решением обратной задачи (1) – (4) с s = q*, где q* определена в (7).

Доказательство. Первое утверждение леммы доказано выше при выводе соотношения (11).
Докажем второе утверждение. Пусть 2ˆ( ) (0, )g ∈t L T  является решением уравнения (11), а ˆ( , )u t x  – 

обобщенное решение прямой задачи (1) – (3) с данным коэффициентом ˆ( )g t  в уравнении (1). В силу

 замечания 1 такое решение ˆ( , )u t x существует и единственно, причем *

0
1ˆ( , ) ( ).
q

u t x W Q∈

Положим 
0

ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) .j = w∫
l

t u t x x dx

Повторяя рассуждения, проведенные при выводе соотношения (8), приходим к равенству 

	 ( )
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ).′j + g j + w + + w =∫ ∫
l l

x x xt t t a t x u x dx b t x u c t x u x dx F t                         (12)

 Из условий (A) – (D), (F), (G) получаем, что 1
2ˆ ( ) (0, ).j ∈t W T

С другой стороны, поскольку ˆ( )g t  – решение уравнения (11), то из определения оператора ( )g   
в (10) имеем 

	 ( )
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ).′j + g j + w + + w =∫ ∫
l l

x x xt t t a t x u x dx b t x u c t x u x dx F t                         (13)

Положим 1
2ˆ( ) = ( ) ( ) (0, ).y j − j ∈t t t W T Вычитая (12) из (13) и учитывая условие согласования в (G), 

получаем, что y(t) является на [0, T] обобщенным решением задачи 

ˆ( ) = 0, (0) = 0.′y + g y yt

В силу известной леммы Гронуолла (см., например, [10, с. 112]) имеем отсюда, что y(t) ≡ 0 на  
[0, T], т.е. ˆ ( ) = ( )j jt t  на [0, T] а следовательно, пара ˆˆ{ ( , ), ( )}gu t x t  есть обобщенное решение обратной 
задачи (1) – (4). Лемма доказана.
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 Лемма 2. Пусть выполнены условия (A) – (G). Пусть t0 ∈ (0, T] удовлетворяет неравенствам 

	 , 0
1 1 ,
2 16

 + t ≤ 
 c b aK K                                                                (14)

 	 { }1/2* 1/2 * 1/2 1/2 2 2
2 0 , 0 0 0 1/2

0 0

1 12 2 .
16j w w w w   + + + + t × + t ≤   j tf b a c fK K K a a K K K K K M K                (15)

Положим 

	 0 1/2
0

1= .
16t

R                                                                         (16)

Тогда оператор ,�определенный формулой (10), является сжимающим оператором, переводящим 
шар 

0RB в пространстве L2(0, T) в себя.
Доказательство. В силу определения оператора   и условий (A) – (G) для любого t ∈ (0, T] спра-

ведливо неравенство 

2 2

1/22

(0, ) (0, ) (0, ) 0 02
0 00 0

1/2 1/22 2

0
0 0 0 00

*

0

1 ( , )( ) ( ) ( )
( )

( , ) ( ) ( , )
( )

1

t t t

j

    
 ′g ≤ j + + L L w + j L    

       
   + L w + w ≤       L      

≤ +
j

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

T l

L L L x x

T l T l

x

a t xF x u x dx dt
x

b t x x u dx dt c t x u dx dt
x

K

     

1/221/2 * 1/2 1/2
2 0 , 0 2

0
( ) ( , ) .sup

t

w w w w
≤ ≤t

    + + × L + t ⋅      
∫f b a x c

tQ

K K a a K K K x u dxdt K K u t

          (17)

Пусть t0 удовлетворяет неравенству (14), а R0 соотношению (16). Тогда для этого R0 выполняется 
неравенство (13) (при R0 = Kg ) из работы [11], а следовательно, в силу неравенства (12) из работы [11] 

	
0

2 2 2
0 02

0
( , ) 4 8 ,sup

≤ ≤t
⋅ ≤ + tf

t
u t M K                                                          (18)

 	 ( )2 0

2 2 2
0 0 02 .

t
L ≤ + tx fL Q

u M K                                                         (19)

Подставляя (18) и (19) в (17), получаем 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 0

1/2 1/2* 1/2 * 1/2 2 2 1/2 2 2
2 0 , 0 0 0 0 0(0, )

0

1/2* 1/2 * 1/2 1/2 2 2
2 0 , 0 0 0

0

1( ) 2 4 8 =

1= 2 2 ,

j w w w wt

j w w w w

g ≤ + + + × + t + t + t
j

+ + + + t × + t
j

f b a f c fL

f b a c f

K K K a a K K K M K K K M K

K K K a a K K K K K M K



откуда в силу неравенства (15) для любого 
0

g ∈ RB  
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	 ( )2 0 00,( ) .
t

g ≤L R

Таким образом, оператор   переводит шар 
0RB  в себя. Докажем, что этот оператор является сжи-

мающим в шаре 
0
.RB

Пусть u(1)(t, x) и u(2)(t, x) – соответствующие решения прямой задачи (1) – (3). Положим v(t, x) = u(1)(t, x) – 
– u(2)(t, x), q(t) = g (1)(t) – g (2)(t). Тогда пара {v(t, x),q(t)} удовлетворяет соотношению 

	 ( ) (1) (2)( , ) ( , ) ( , ) ( ) = ( ) ( , ), ( , ) ,− + + + g −q ∈t ij x xx
v a t x v b t x v c t x v t v t u t x t x Q                        (20)

и краевым условиям 

	 (0, ) = 0, [0, ]; ( ,0) = ( , ) = 0, [0, ],∈ ∈v x x l v t v t l t T                                       (21)

в смысле определения 1.
Тогда в силу определения оператора   в (10) и условий (A) – (G) имеем, что для любого t ∈ (0, T] 

	

( ) ( )
( )2

1/22

(1) (2)
0 00,

0 00 0

1/2 1/22 2

0
0 0 0 00

1/2 * 1/2
2 0 ,

0

1 ( , ) ( ) ( )
( )

( , ) ( ) ( , )
( )

1

t

w w

   
 g − g ≤ L L w + j L    

       
   + L w + w ≤       L      

 ≤ + j

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

T l

x xL

T l T l

x

b a

a t x x v x dx dt
x

b t x x v dx dt c t x v dx dt
x

a a K K K

 

( ){ }2

1/2
0 2

0
( , ) .sup

t
w

≤ ≤t
⋅ L + t ⋅x cL Q t

v K K v t

                      (22)

Пусть t = t0 удовлетворяет условиям (14) и (15). Поскольку функция v(t, x) удовлетворяет соотноше-
ниям (20) и (21), то в силу оценки (12) из работы [11], примененной к функции v(t, x), имеем 

	 ( ) ( ) ( )2 0 2 0
0 0

22 2 2(2) 2 2
0, 0,0 0 0 02 2

0 0
( , ) 8 ( , ) 8 4 8sup sup t t

≤ ≤t ≤ ≤t
⋅ ≤ t ⋅ ⋅ q ≤ t + t qL Lf

t t
v t u t M K                       (23)

и 

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 0
2 0 0

2 2 2 2(2) 2 2
0, 0,0 0 0 0 02

0
2 ( , ) 2 4 8 .sup t t

t ≤ ≤t
L ≤ t ⋅ ⋅ q ≤ t + t qL Lx fL Q t

u u t M K                   (24)

В оценках (23) и (24) использованы оценки (18) и (19).
Подставляя (23) и (24) в (22), получаем

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 0

2 0

1/2(1) (2) 1/2 1/2 * 1/2 1/2 2 2
0,0 2 0 , 0 0 00,

0

2 2 2 2 ,tw w wt
 g − g ≤ t + + t ⋅ + t q j Lb a c fL
a a K K K K K M K 

откуда из условия (15) следует, что 
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	 ( ) ( )
( ) ( )2 02 0

(1) (2) (1) (2)
0,0,

2 ,
8 tt

g − g ≤ g − g LL
 

что и означает сжимаемость оператора  в шаре 
0
.RB . Лемма 2 доказана.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (A) – (G). Пусть t0 ∈ (0, T] удовлетворяет неравенствам (14)  
и (15), а R0 определено равенством (16). Тогда обратная задача (1) – (4) имеет обобщенное решение  
{u(t, x), g(t)} в прямоугольнике 

0tQ  в смысле определения 1 с s = q*, где q* определено в (8), причем для 
него справедлива оценка 

	 ( )2 0 00, .tg ≤L R                                                                      (25)

Более того, обобщенное решение обратной задачи (1) – (4), для которого выполнена оценка (26), яв-
ляется единственным.

Доказательство. В силу леммы 2 оператор  является сжимающим, переводящим шар 
0
.RB  в себя. 

Поэтому уравнение (11) однозначно разрешимо в 
0
.RB  и его решение g(t) удовлетворяет оценке (25).  

В силу леммы 1 тогда существует единственное обобщенное решение {u(t, x), g(t)} обратной задачи 
(1) – (4) в прямоугольнике 

0tQ с s = q*. Теорема 1 доказана.
 Замечание 2. В теореме 1 установлена единственность обобщенного решения обратной задачи 

(1) – (4), для которого g(t) удовлетворяет оценке (25). На самом деле единственность решения обратной 
задачи (1) – (4) справедлива без этого условия и во всем прямоугольнике Q. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (A) – (G). Тогда обобщенное решение обратной задачи (1) – (4) 
является единственным во всем прямоугольнике Q.

Доказательство. Пусть обратная задача (1) – (4) имеет в Q два обобщенных решения {u(1)(t, x),  
g (1)(t)} и {u(2)(t, x), g (2)(t)}. Положим v(t, x) = u(1)(t, x) – u(2)(t, x), q(t) = g (1)(t) – g (2)(t). Тогда пара {v(t, x), q(t)} 
является обобщенным решением обратной задачи для уравнения (20) с краевыми условиями(21) и с 
дополнительным условием 

	
0

( , ) ( ) = 0, [0, ].w ∈∫
l

v t x x dx t T                                                      (26)

Данная обратная задача является обратной задачей по определению неизвестной функции 
p(t) ≡ q(t) ∈ L2(0, T), рассмотренной в [11]. Для этой обратной задачи выполнены все условия теоремы 3 
из [11]. Согласно данной теореме задача (20),(21),(26) имеет единственное нулевое решение в Q.

Таким образом, u(1)(t, x) = u(2)(t, x), g (1)(t) = g (2)(t) и теорема 2 доказана.

Заключение

В работе доказаны теоремы существования и единственности обобщенного решения обратной задачи 
определения неизвестного коэффициента поглощения в вырождающемся параболическом уравнении 
с дивергентной главной частью. Ранее близкие результаты при аналогичном типе вырождения были 
получены для обратной задачи определения неизвестной правой части в вырождающемся дивергент-
ном параболическом уравнении.
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We study the nonlinear inverse problem of determining the unknown time-dependent absorption 
coefficient in a one-dimensional parabolic equation with a weakly degenerate principal part defined 
in divergence form. The additional observation condition is specified in integral form. Physically, this 
means, for example, measuring temperature with a finite-size sensor installed at an interior point of 
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the domain. The solution is understood in a generalized sense; in particular, the unknown absorption 
coefficient is sought in the space L2(0, T). The equation’s coefficients can depend on both the time 
and space variables. Degeneracy of the equation is also allowed with respect to both time and space 
variables. The set of points of degeneracy may be infinite, but must have measure zero. The existence 
and uniqueness theorems for the solution are proved. The existence of the solution is proven for small 
T, while the uniqueness theorem is global in nature. Proving the existence of a solution to the inverse 
problem the latter is reduced to studying the solvability of a certain operator equation, and it is shown 
that under the conditions imposed in the paper, the operator is contractive. 

Keywords: coefficient inverse problems, degenerate parabolic equations, integral observation.
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