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Предыдущие исследования авторов были посвящены функциям Бесселя I рода Jν(z) и модифици-
рованным функциям Бесселя I рода (функциям Инфельда) Iν(z) при ν > –1. В настоящей работе рас-
сматриваются функции Бесселя I рода произвольного вещественного индекса ν. Все нули любой та-
кой функции являются простыми, причем лишь конечное число нулей (регулируемое теоремой
Гурвица) может располагаться вне вещественной прямой. Привлекается построенная по Jν(z) и
имеющая те же нетривиальные нули вспомогательная четная целая функция экспоненциального
типа L(z; ν) с параметром . Это позволяет подключить к исследованию хорошо развитый ап-
парат целых функций. Подробно изучается вопрос о разложении обратной величины 1/L(z; ν) в ряд
простых дробей специальной структуры (ряд типа Крейна). Указанное общее разложение исполь-
зуется при получении формул для точного вычисления бесконечных сумм, содержащих отрица-
тельные степени нулей функции Бесселя Jν(z). Особое внимание уделяется целым и полуцелым зна-
чениям индекса ν. Приведены примеры конкретных разложений величины 1/Jν(z) и соответствую-
щих суммационных формул при различных значениях .
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ВВЕДЕНИЕ

Некоторое время назад было обнаружено [1],
[2], что классические ряды Крейна (см. [3], [4,
гл. V, § 6]) могут эффективно применяться при
исследовании специальных функций Бесселя.
Так, в работе авторов [1] для функции Бесселя I
рода Jν(z) с вещественным индексом ν > –1 реше-
на задача о представлении величины 1/Jν(z) в виде
ряда простых дробей (ряда Крейна фиксирован-
ного порядка) и найдены формулы для вычис-
ления особых структурированных сумм, со-
ставленных по нулям функции Jν(z). В последу-
ющей статье [2] утверждения [1] перенесены на
модифицированные функции Бесселя Iν(z)
(функции Инфельда). Центральную роль в мате-
матических обоснованиях играет критерий раз-
ложимости в ряд Крейна, установленный в [5]
(см. также [6]) для обратной величины целой
функции экспоненциального типа с нулями в по-
лосе.

Целью настоящей работы является распро-
странение результатов статьи [1] на функции Бес-
селя Jν(z) произвольного вещественного индекса ν.
По всей видимости, разработанный авторами
технический аппарат позволит охватить общий
случай функций Бесселя с комплексным индек-
сом ν. Однако такое обобщение требует дополни-
тельного учета обстоятельств, вызванных “ком-
плексификацией” ситуации. В этой связи ука-
жем, что в огромном количестве классических и
современных работ по бесселевым функциям,
как правило, ограничиваются значениями .
Нам не удалось найти в литературе строгого и об-
стоятельного изложения теории функций Jν(z) с
произвольным . Например, в фундамен-
тальной серии недавних обзоров [7–10], посвя-
щенных нулям бесселевых функций, случай ком-
плексного индекса фактически не освещен;
лишь самую общую информацию о функциях
Jν(z) при  содержит современный справоч-
ник [11, гл. 10]. В то же время, функции Бесселя I
рода с комплексным (в частности, чисто мни-
мым) индексом ν активно используются в физике
плазмы и корпускулярной оптике (см., например,
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[12, 13] и ссылки в них), и поэтому развитие соот-
ветствующего математического аппарата пред-
ставляется перспективным.

Определенная сложность предпринятого нами
обобщения состоит в том, что при отказе от огра-
ничения ν > –1 нули функции Jν(z), как известно,
“выходят” с вещественной оси в комплексную
плоскость. Здесь мы подробно разберем ситуа-
цию ν ≤ –1. Тем самым, в рамках интересующей
нас проблематики [1] случай  будет полно-
стью рассмотрен.

Для предметного обсуждения задачи и доказа-
тельства основного результата работы (теорема 3
из разд. 2) понадобятся некоторые сведения из
теории бесселевых функций [7, 11, 14–16] и одно
общее утверждение статьи [5]. Приведем их в сле-
дующем разделе.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассматриваем функцию Бесселя I рода

(1)

где Γ обозначает гамма-функцию, . Множи-
тель (z/2)ν в (1) делает Jν(z), вообще говоря, беско-
нечнозначной, однако при любом заданном

 функция

(2)

является по переменной z четной целой функци-
ей экспоненциального типа.

Обсудим нюансы перехода от (1) к (2). Исклю-
чая из рассмотрения точку z = 0, видим, что с та-
кой оговоркой множества нулей функций (1) и (2)
совпадают. Вопрос о возможных кратностях ну-
лей снимается сразу, поскольку при любом 
все нетривиальные (т.е. отличные от z = 0) нули
функции Бесселя Jν(z) являются простыми. Для
значений  имеем L(0; ν) = 1/Г(ν +1) ≠ 0.
В исключительных случаях ν = –n, где , точ-
ка z = 0 является кратным нулем функции L(z; ν).
Действительно, согласно (2) получим
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и при этом L(0; n) = 1/n! ≠ 0, поскольку

(3)

Поэтому при ν = –n, где , удобно работать с
функциями Jn (z), L(z; n), учитывая соотношения

(4)

(5)

Всюду в дальнейшем считаем, что , и
вместо функции Бесселя (1) рассматриваем це-
лую функцию (2), в частности (при ) –
функцию (3). Четная целая функция экспонен-
циального типа L(z; ν) с параметром  имеет
бесконечное (счетное) множество нулей, и все
они, за исключением z = 0 при , являются
простыми. Возможны следующие случаи.

I. Пусть ν > –1. Тогда все нули функции (2)
расположены на вещественной прямой, образуя
множество , где

(6)

с асимптотикой

(7)

II. Пусть . Тогда в силу связи (5) множе-
ство нулей функции L(z; ν) = L(z; –n), где ,
записывается в виде  с нулем z = 0
кратности 2n и простыми нулями . Здесь

 образует последовательность всех нулей
функции L(z; n) из пункта I, подчиненных соот-
ношениям (6), (7). Поэтому

с асимптотикой

III. Пусть ν < –1, . Обозначим через s =
= [–ν] целую часть числа  Тогда со-
гласно классической теореме Гурвица нули функ-
ции (2) структурируются в виде
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где первые 2s нулей  при k = 1, … , s являются
комплексными (невещественными), причем для
нечетных s два из этих нулей лежат на мнимой
оси. Далее,

(8)

с той же асимптотикой вида (7), записанной для
нецелого параметра ν < –1. Все нули , ,
по-прежнему простые.

При любом  действует асимптотическая
формула (см. [16, гл. 15])

(9)

и рекуррентная связь

(10)

Воспользуемся ими для выяснения асимптотиче-
ского поведения производной L'(z; ν) в точках 
при  (здесь и далее штрих означает произ-
водную по z). Случай I разобран в статье [1], а слу-
чай II тривиально сводится к нему. Сосредото-
чимся на случае III.

Пусть ν < –1, . Как сказано выше, все
достаточно большие по модулю нули функции
Jν(z) являются вещественными. Привлекая (9),
(10) по схеме работы [1], получим для указанных

 соотношение

Но тогда с учетом (2) для тех же ν имеем

(11)

где . В дальнейшем потребуется
знать наименьшее значение , при котором
сходится ряд

(12)

или (см. случай III) – ряд

Ввиду (11) вопрос сводится к анализу условия
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эквивалентного, как показывает (7), условию
2p + 1/2 – ν > 1. Поскольку ν < –1, то последнее
заведомо выполнено при любом . Следова-
тельно, ряд (12) сходится уже при p = 0, т.е.

(13)

Сформулируем, наконец, общий результат о
разложении на простые дроби, извлеченный из
[5] (см. также [6]).

Теорема 1. Пусть L(z) – четная целая функция
экспоненциального типа с множеством

 простых нулей, расположенных в
некоторой полосе комплексной плоскости. Пусть
при каком-либо  выполнено условие

(14)

Тогда функция F(z) ≡ 1/L(z) допускает разложение
в ряд Крейна

(15)

сходящийся абсолютно и равномерно на компактах
области  Здесь многочлен P(z) определяется
по правилу:

Кроме того, справедливы суммационные соотно-
шения

(16)

После проделанной подготовительной работы
приступим к доказательству основных результа-
тов.

2. РАЗЛОЖЕНИЕ ОБРАТНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 
ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ В РЯД КРЕЙНА

Функциям Бесселя Jν(z) с ν > –1 посвящена
статья авторов [1]. В ней на основе теоремы 1 до-
казано следующее утверждение (по сравнению с
оригинальной версией формулировка слегка мо-
дифицирована).

Теорема 2. Пусть Jν(z) – функция Бесселя I рода
с индексом ν > –1, и  – ее положительные нули,
образующие последовательность (6). Определим ве-
личины
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Зададим число p формулой

(18)

Пусть многочлен P(z; ν) определяется по правилу:

(19)

Тогда справедливо разложение в ряд

(20)

сходящийся абсолютно и равномерно на любом ком-
пакте в , не содержащем точек z = 0 и .
При этом для любого ν > –1 выполняются суммаци-
онные соотношения

(21)

Случай  в теореме 2 полезно выделить.
При ν = 0 в соответствии с формулами (17)–(20)
получим представление

найденное другим методом в работе [17]. Соотно-
шение (21) дает

Несколько конкретных значений для подоб-
ных сумм выписано в [1, 17]. При  возможны
два варианта.

Если ν = 2r, где , то по формуле (18)
имеем

и разложение (20) принимает вид

с многочленом
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Если же ν = 2r –1, где , то по формуле (18)
имеем

и разложение (20) принимает вид

с многочленом

В частности, справедливы представления

Пользуясь случаем, укажем, что разложения для
обратных величин 1/J2(z) и 1/J3(z) даны в [1,
с. 580] с досадной однотипной опечаткой во вто-
ром слагаемом: 1/3 вместо правильного 2/3 (для
1/J2(z)) и 3/(2z) вместо правильного 3/z (для
1/J3(z)).

Другое интересное множество значений ν > –1
образуют полуцелые индексы: ν = 2r – 3/2 и ν =
= 2r – 1/2, где .

Если ν = 2r – 3/2, где , то по формуле (18)
имеем

и разложение (20) принимает вид

(22)

где ν = 2r – 3/2, , с многочленом
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Для рассматриваемых значений ν функция
Бесселя Jν(z) выражается через элементарные
функции по формуле (см., например, [15, гл. VII,
§ 3])

где

Так, например, разложение (22) для функции

после элементарных преобразований приводится
к известному разложению косеканса

Если же ν = 2r – 1/2, где , то по форму-
ле (18) имеем

и разложение (20) принимает вид

(23)

где ν = 2r – 1/2, , с многочленом

Для рассматриваемых сейчас значений ν функ-
ция Бесселя Jν(z) также выражается через элемен-
тарные функции по формуле

где
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Так, например, разложение (23) для функции

после элементарных преобразований приводится
к разложению

Здесь , , являются положительными
корнями часто встречающегося трансцендент-
ного уравнения tgτ = τ. При этом

, , с асимптотикой

Соотношение (21) дает возможность находить
точные значения сумм абсолютно сходящихся
рядов

составленных по таким корням. На этом мы за-
вершим обсуждение результатов для функций
Бесселя Jν(z) с индексом ν > –1.

Рассмотрим теперь функцию (1) с индексом
ν ≤ –1. Начнем с простого случая ν = –n, где

. На такие функции тривиальный перенос
результатов, полученных для функций Бесселя
натурального индекса, осуществляется через
связь (4). Поэтому остановимся на содержатель-
ном случае ν < –1, . В разд. 1 мы показали,
что функция L(z; ν), заданная формулой (2), удо-
влетворяет всем требованиям теоремы 1, причем
ввиду (13) условие (14) выполнено со значением
p = 0. Таким образом, для функции 1/L(z; ν) име-
ет место представление (15), где p = 0 и многочлен
P(z) ≡ 0. Точнее,

Кроме того, для F(z) = 1/L(z; ν) выполнены сум-
мационные соотношения (16), т.е.

Поскольку еще

(см. (2), (11)), то справедлив следующий резуль-
тат.
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Теорема 3. Пусть Jν(z) – функция Бесселя I рода
с индексом ν < –1, , и множеством нулей

, где , причем
 при k = 1, … , s и  при k = s + 1, s + 2, …

упорядочены согласно (8). Тогда справедливо пред-
ставление

с абсолютной и равномерной сходимостью на ком-
пактах из множества . При этом

Хорошей “тестовой” функцией, подпадающей
под действие теоремы 3, является

с двумя чисто мнимыми нулями  и веще-
ственными нулями , k = 2, 3, …, из форму-
лы (8) при ν = –3/2, s = 1. Числа , k ≥ 2, яв-
ляются положительными корнями уравнения
ctgτ = –τ и подчинены асимптотике (7) при ν =
= –3/2, т.е.

По теореме 3 для  справедли-
во представление

(24)

Учтем явный вид функций J–3/2(z), J–1/2(z) =
=  и формулу

действующую при k 3 2. Обозначив

запишем

Здесь число a = 1.199678… является положитель-
ным корнем уравнения cthτ = τ.
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В результате формула (24) после некоторых
упрощений примет вид

Ясно, что полученное разложение есть также реа-
лизация формулы (15) из общей теоремы 1 для це-
лой функции L(z) = z sinz + cosz. По теореме 3,
примененной к функции J–3/2(z), или по теоре-
ме 1, примененной к функции L(z) = z sinz + cosz
(см. там формулу (16)), получим еще, что

В частности,

Таким образом, суммационная формула из теоре-
мы 3 служит своеобразным “архивом” подобных
соотношений.

В заключение подчеркнем, что теоремы 2 и 3
теоретически “закрывают” вопрос о разложении
величины 1/Jν(z) с индексом  в ряд Крейна.

Выражаем благодарность Д.Г. Цветкович за
численную проверку расчетов, проведенных в
данной работе.
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Abstract—Our previous studies were devoted to Bessel functions of the first kind Jν(z) and modified Bessel
functions of the first kind Iν(z) (Infeld functions) with the parameter ν > –1. In this work, Bessel functions
of the first kind of an arbitrary real order ν are considered. All the zeros of any such function are simple, and
only a finite number of zeros (regulated by the Hurwitz theorem) can be located outside the real line. An aux-
iliary even entire function of the exponential type L(z, ν) constructed with respect to Jν(z) and having the
same nontrivial zeros is involved, allowing the application of the well-developed entire function method. The
problem of expanding the function 1/L(z, ν) into a series of simple fractions with a special structure (Krein’s
type series) has been studied. This general representation is used to derive formulas for calculating special se-
ries containing negative powers of zeros of the Bessel function Jν(z). Particular attention is focused on integer
and semi-integer orders ν. Examples of specific expansions of 1/Jν(z) and the corresponding summation for-
mulas for various parameters ν are given.
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