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Показано, что в некоторых случаях прямой метод функционального разделения переменных позво-
ляет построить больше точных решений нелинейных уравнений математической физики, чем ме-
тод дифференциальных связей (с одной связью) и метод поиска неклассических симметрий (осно-
ванный на условии инвариантной поверхности). Указанный факт иллюстрируется на нелинейных
реакционно-диффузионных уравнениях, на уравнениях конвективной диффузии с переменными
коэффициентами, на нелинейных уравнениях типа Клейна–Гордона и уравнениях гидродинами-
ческого пограничного слоя. Приведены некоторые новые точные решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ. МЕТОДЫ, КОТОРЫЕ 
ОБСУЖДАЮТСЯ

1.1. Прямой метод построения точных решений 
с функциональным разделением переменных 

в неявном виде
Будем рассматривать нелинейные уравнения с

частными производными вида

(1)
Считаем, что левая часть уравнения (1) содер-

жит одну или несколько произвольных функций,
зависящих от .

Для анализа уравнения (1) можно использо-
вать прямой метод функционального разделения
переменных, основанный на поиске точных ре-
шений в неявном виде [1, 2]:

(2)

где функции , , ,  определяются
далее в процессе исследования.

Процедура построения таких решений заклю-
чается в следующем. Сначала с помощью (2) на-
ходятся частные производные , , , …, кото-
рые выражаются через функции , , ,  и их

производные. Затем эти частные производные
подставляются в уравнение (1), после чего ис-
ключается переменная  с помощью (2). В резуль-
тате (при подходящем выборе функции ) прихо-
дим к билинейному функционально-дифферен-
циальному уравнению вида

(3)

Здесь  и
 – дифференциальные фор-

мы (в некоторых случаях функциональные коэф-
фициенты), которые зависят соответственно
только от  и . Имеет место следующее утвер-
ждение.

Утверждение (впервые сформулировано Д. Бирк-
гофом [3]). Функционально-дифференциальные
уравнения вида (3) могут иметь решения, только
если формы  ( ) связаны линейны-
ми соотношениями (см., например, [2, 4, 5]):

(4)

, , , , , , = .( ) 0x t xx xt ttF x u u u u u …

u

= ξ ω + η ,∫ ( ) ( ) ( ) ( )h u du x t x
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где  – некоторые константы, ,
. Необходимо также рассмотреть вы-

рожденные случаи, когда, помимо линейных со-
отношений (4), отдельные дифференциальные
формы  равны нулю.

Аналогичное утверждение справедливо также
для форм .

Сформулированные выше утверждения поз-
воляют находить точные решения функциональ-
но-дифференциальных уравнений вида (3) и со-
ответствующих нелинейных уравнений матема-
тической физики (1). Отметим, что различные
линейные соотношения вида (4) в случае общего
положения соответствуют различным решениям
исходного уравнения (1).

1.2. Метод дифференциальных связей
Покажем, что прямой метод построения точ-

ных решений с функциональным разделением
переменных в неявном виде, основанный на фор-
муле (2), тесно связан с методом дифференциаль-
ных связей (который основан на анализе сов-
местности переопределенных систем уравнений с
частными производными [6]).

Действительно, продифференцируем фор-
мулу (2) по . В результате получим

(5)

где  и . Соотношение (5)
можно рассматривать как дифференциальную
связь первого порядка, которую можно использо-
вать для нахождения точных решений уравнения (1)
путем анализа на совместность переопределен-
ной пары уравнений (1) и (5) для одной искомой
функции . Дифференциальная связь (5) эквива-
лентна соотношению (2); на начальной стадии
все функции, входящие в правые части (2) и (5),
считаются произвольными, а конкретный вид
этих функций определяется в процессе дальней-
шего исследования.

Для построения точных решений уравнения (1)
могут использоваться также дифференциальные
связи второго и более высоких порядков; в общем
случае любое уравнение с частными производны-
ми (или, в вырожденном случае, обыкновенное
дифференциальное уравнение), которое зависит
от таких же переменных, что и исходное уравне-
ние, может рассматриваться как дифференциаль-
ная связь. Описание метода дифференциальных
связей, связь этого метода с другими методами, а
также ряд конкретных примеров его применения
можно найти в [5–13]. Отметим, что для построе-
ния точных решений могут использоваться не-
сколько дифференциальных связей (см., напри-
мер, [5, 11]).

Построение точных решений методом диффе-
ренциальных связей основано на анализе сов-

ijk ≤ ≤ −1 1im N
≤ ≤ −1 1n N

Ψ [ ]j u

Φ [ ]j x

t

= ξ ω ϕ ,( ) ( ) ( )tu x t u

ω = ω'( ) ( )tt t ϕ =( ) 1/ ( )u h u

u

местности нескольких дифференциальных урав-
нений и состоит из нескольких этапов, кратко
описанных ниже.

1°. Два уравнения с частными производными
(исходное уравнение с частными производными
и дифференциальная связь) дифференцируются
достаточное количество раз по  и . Затем стар-
шие производные исключаются из исходного
уравнения, дифференциальной связи и получен-
ных дифференциальных следствий этих уравне-
ний. В результате получается уравнение, в кото-
ром остаются лишь степени младшей производ-
ной, например, .

2°. Приравнивая в полученном уравнении ко-
эффициенты при всех степенях производной 
нулю, получаем условия совместности, связыва-
ющие функциональные коэффициенты исходно-
го уравнения с частными производными и диф-
ференциальной связи.

3°. Условия совместности представляют собой
нелинейную систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для определения функцио-
нальных коэффициентов. На этом этапе необхо-
димо найти решение (решения) этой системы в
замкнутом виде.

4°. Полученные функциональные коэффици-
енты подставляются в дифференциальную связь,
которую затем надо проинтегрировать, чтобы
найти допустимый вид искомой функции  (на
этом этапе получаются промежуточные решения,
которые содержат неопределенные функции).

5°. C учетом результатов, полученных в п. 4°,
из исходного уравнения с частными производны-
ми определяется функция .

Отметим, что на последних трех этапах метода
дифференциальных связей необходимо решать
различные дифференциальные уравнения (или
системы таких уравнений). Если на каком-то из
этих этапов не удается получить решение, то и не
удается получить точное решение исходного
уравнения.

В [2] отмечается, что с методом дифференци-
альных связей работать существенно труднее, чем
с прямым методом функционального разделения
переменных.

1.3. Метод поиска неклассических симметрий
Дифференциальная связь первого порядка (5)

является частным случаем условия инвариантной
поверхности (invariant surface condition) [14], ко-
торое характеризует метод поиска неклассиче-
ских симметрий (nonclassical method of symmetry
reduction). В общем случае условие инвариантной
поверхности представляет собой квазилинейное
уравнение с частными производными первого
порядка общего вида. Поэтому метод поиска не-
классических симметрий можно рассматривать

x t

xu

xu

u

u
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как важный специальный случай метода диффе-
ренциальных связей [5]; ряд конкретных приме-
ров его применения для построения точных ре-
шений можно найти в [4, 5, 14–20].

Отметим, что решения вида (13) обычно не мо-
гут быть получены с помощью классического
группового анализа дифференциальных уравне-
ний, основанного на группах Ли [21–23].

1.4. Вопрос: какой из указанных методов является 
более эффективным?

Хотя дифференциальная связь (5) эквивалент-
на функциональному соотношению (2), но по-
следующая процедура поиска точных решений
прямым методом построения решений с функци-
ональным разделением переменных в неявном
виде (см. разд. 1.1) и методом дифференциальных
связей (см. разд. 1.2) существенно различаются.
Поэтому возникает естественный и очень важ-
ный вопрос: какой из этих методов является бо-
лее эффективным?

Далее будет показано, что прямой метод функ-
ционального разделения переменных, основан-
ный на представлении решения в неявном виде (1),
может давать больше точных решений, чем метод
дифференциальных связей (и соответственно ме-
тод поиска неклассических симметрий) с эквива-
лентной дифференциальной связью (5).

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ РЕАКЦИОННО-
ДИФФУЗИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

2.1. Использование метода дифференциальных 
связей

Рассмотрим нелинейные реакционно-диффу-
зионные уравнения с переменными коэффици-
ентами вида

(6)

Для построения точных решений этого урав-
нения используем более общую, чем (5), диффе-
ренциальную связь (условие инвариантной по-
верхности):

(7)

Разрешим уравнение (6) относительно стар-
шей производной , а затем исключим  с помо-
щью (7). В результате получим

(8)

Дифференцируя (7) дважды по  и учитывая
соотношение (8), имеем

= + .( ) [ ( ) ( ) ] ( ) ( )t x xc x u a x f u u b x g u

= θ , ϕ .( ) ( )tu x t u

xxu tu

ϕθ= − − − + .2' 'u x
xx x x

f a gb cu u u
f a a f a f

x

(9)

Здесь  и  не зависят от  и выражаются через
функции, входящие в уравнения (6) и (7).

Дифференцируя (8) по  и используя первые
два соотношения (9), находим другим способом
смешанную производную

(10)

Приравнивая смешанные производные тре-
тьего порядка (9) и (10), получаем следующее вы-
ражение, квадратичное по :

(11)

Здесь функциональные коэффициенты  и 
зависят от , , , , , ,  и их производных и не
зависят от . Приравнивая функциональные ко-
эффициенты  нулю (процедура расщепления по
производной ), можно получить определяю-
щую систему уравнений. Далее нам понадобится
только первое уравнение этой системы (соответ-
ствующее ), которое после деления на 
принимает вид:

(12)

Считая  произвольной функцией, а  иско-
мой величиной, находим общее решение уравне-
ния (12):

(13)

где  и  – произвольные постоянные. Таким
образом метод дифференциальных связей приво-
дит к точным решениям, для которых функции 
и  (входящие в исходное уравнение и используе-
мую дифференциальную связь) связаны соотно-
шением (13).

Для дифференциальной связи (5), которая эк-
вивалентна представлению решения в неявном
виде (2), формула (13) преобразуется к виду

(14)

= θϕ, = θϕ + θ ϕ,
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2.2. Использование прямого метода 
функционального разделения переменных

В [2] с помощью метода, описанного в разд. 1.1,
было получено много точных решений нелиней-
ного уравнения вида (6). В частности, было пока-
зано, что уравнение

(15)

которое зависит от двух произвольных функций
 и , допускает точное решение в неяв-

ном виде

(16)

где  – произвольная постоянная.
Решение (16) является частным случаем реше-

ния вида (2) при . Это решение отличает-
ся от (14) и поэтому не может быть получено ме-
тодом дифференциальных связей не только с ис-
пользованием соотношения (5), но и
дифференциальной связи более общего вида (7).

Решение вида (16), порождается двумя диффе-
ренциальными связями: одна из них (5), а другая
(дополнительная) связь имеет вид 
(точнее ). Важно отметить, что вторая
связь определяется функциональными коэффи-
циентами исходного уравнения (6) и не может
быть получена из общих априорных соображе-
ний.

Помимо решения (16) в [2] были получены
также несколько других точных решений вида (2),
которые не удовлетворяют соотношению (14) и
здесь не приводятся (эти решения также не могут
быть построены методом дифференциальных
связей, основанных на одной связи).

Можно показать, что решение (16) не может
быть получено методом дифференциальных свя-
зей с помощью одной связи вида  (эта
связь является более общей, чем (5) и (7)).

3. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
КОНВЕКТИВНОЙ ДИФФУЗИИ С 

ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
3.1. Использование метода дифференциальных 

связей
Рассмотрим нелинейные уравнения конвек-

тивной диффузии

(17)
Анализ совместности двух дифференциальных

уравнений – исходного уравнения (17) и диффе-
ренциальной связи (7) – проводится также, как и
в разд. 2.1. В результате получается квадратичное

= + ,' ( )[ ( ) ( ) ]
( )

x
t x x

a xu a x f u u u
a x

>( ) 0a x ( )f u

= − + ,∫ ∫
( ) 4 2

( )
f u dxdu t C
u a x

C

= /h f u

= ψ( ) ( )xu p x u
= −2xa fu u

= ϕ , ,( )tu x t u

= + .( ) [ ( ) ( ) ] ( ) ( )t x x xc x u a x f u u b x g u u

по  соотношение, в котором функциональный
коэффициент при  совпадает с  в (11).

Поэтому метод дифференциальных связей,
основанный на одной связи (7), для уравнений
конвективной диффузии вида (17) также приво-
дит к соотношениям (13) и (14).

3.2. Использование прямого метода 
функционального разделения переменных

Можно показать, что нелинейное уравнение
конвективной диффузии

(18)

где  и  – произвольные функции, имеет
точные решения

(19)

 и  – произвольные постоянные.
Решения (19) являются специальными случая-

ми решения вида (2) при . Эти решения не
удовлетворяют соотношению (14) и поэтому не
могут быть получены методом дифференциаль-
ных связей, основанным на одной связи (5) (эти
решения можно получить, если использовать две
дифференциальные связи).

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА 
КЛЕЙНА–ГОРДОНА С ПЕРЕМЕННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ
4.1. Использование метода дифференциальных 

связей
Рассмотрим теперь нелинейные уравнения ти-

па Клейна–Гордона с переменными коэффици-
ентами

(20)
Для построения точных решений этого урав-

нения также используем более общую, чем (5),
дифференциальную связь (7). Дифференцируя (7)
по , имеем

(21)

Разрешим далее уравнение (20) относительно
, а затем исключим  с помощью (21). В ре-

зультате получим

(22)

Дифференцируя (7) дважды по  и учитывая
соотношение (22), находим . Дифференцируя
(22) по  и используя первые два соотношения (9),
находим смешанную производную . Прирав-
нивая смешанные производные третьего порядка

xu
2
xu 2F
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f a gb cu u u
f a a f af

x
txxu

t
xxtu



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 5  2019

МЕТОД ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 449

, получим выражение, квадратичное по
, в котором функциональный коэффициент

при  совпадает с  в (11). Рассуждая далее, как
в разд. 2.1, приходим к зависимости (14) между
функциями  и , которые входят в уравнение (20)
и дифференциальную связь (7).

4.2. Использование прямого метода 
функционального разделения переменных

Рассмотрим нелинейное уравнение типа
Клейна–Гордона специального вида

(23)

где  – произвольная функция, а функции 
и  следующим образом выражаются через
произвольную функцию :

(24)

Используя метод, описанный в разд. 1.1, мож-
но построить точное решение уравнения (23)–
(24) в неявном виде:

(25)

Из первого соотношения (24) следует, что для
этого решения не выполняется соотношение (14).
Поэтому решение (25) не может быть получено
методом дифференциальных связей с использо-
ванием одной дифференциальной связи (5).

5. УРАВНЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

5.1. Решения с функциональным разделением 
переменных в явном виде

Система уравнений ламинарного осесиммет-
ричного пограничного слоя [24] путем введения
функции тока  (и подходящей новой независи-
мой переменной ) сводится к одному нелинейно-
му уравнению с частными производными третьего
порядка с переменными коэффициентами [25]:

(26)

где  – кинематическая вязкость жидкости,
функция  описывает форму обтекаемого
тела (эта функция здесь считается произволь-
ной), а функция  задает градиент давления.

Точные решения с функциональным разделе-
нием переменных уравнения (26) ищутся в явном
виде [25]

(27)

=txx xxtu u
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xdxh u du t C
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w
z

+ − = ν + , ,2( ) ( )tz z xz x zz zzzw w w w w r x w F t x

ν
= ( )r r x

,( )F t x

= ξ + + , ξ = ϕ + ψ,( )w fu gz h z

где , , , ,
,  – функции, которые надо

найти. Подставляя (27) в уравнение (26) и заме-
няя  на , приходим к функционально-
дифференциальному уравнению

(28)

Здесь  – дифференциальные формы, за-
висящие от функциональных коэффициентов (и
их производных), входящих в (27) и (26) (все 
не зависят от ), а  определяются так
[25]:

(29)

Переменные в уравнении (28) можно разде-
лить, если предположить, что все  в левой
части (28) равны константам. В этом случае полу-
чим переопределенную систему уравнений с
частными производными

(30)

и нелинейное обыкновенное дифференциальное
уравнение для функции :

(31)

Если для некоторых  удается найти частные
решения нелинейной системы (28), тогда соот-
ветствующие решения уравнения (31) порождают
точные решения исходного уравнения погранич-
ного слоя (26).

5.2. Использование нескольких дифференциальных 
связей

Можно показать, что наиболее интересные ре-
шения вида (27), содержащие несколько произ-
вольных функций, получаются при наличии двух
или трех дифференциальных связей, которые яв-
ляются линейными комбинациями функций ,
определенных в (29).

В табл. 1 приведены функции , кото-
рые порождают две или три дифференциальные
связи между дифференциальными формами (29).
Дифференциальные связи №№ 1–10 были опи-
саны в [25]. Дифференциальные связи №№ 11–14
являются новыми, они порождают новые точные
решения вида (27) уравнения (26).

Важно отметить, что дифференциальные свя-
зи в табл. 1 нельзя угадать априорно на начальной
стадии исследования. Они выводятся в процессе
анализа, основанном на представлении решения
в виде (27) и уравнении (31).
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Аналогичные точные решения, основанные на
использовании нескольких дифференциальных
связей, для других нелинейных уравнений гидро-
динамики были получены в [26, 27].

6. ЗАМЕЧАНИЯ О ПРЯМОМ МЕТОДЕ 
КЛАРКСОНА–КРУСКАЛА

Прямой метод Кларксона–Крускала [28] (см.
также [5, 9, 19, 20, 29]) основан на поиске точных
решений в виде , где .
Функции  и  выбираются таким об-
разом, что  должна удовлетворять одному
обыкновенному дифференциальному уравнению
для . Накладываемое условие, что функ-
ция  должна удовлетворять одному обыкновен-
ному дифференциальному уравнению, является
жестким и сильно ограничивает возможности
данного метода, не позволяя его использовать для
построения точных решений, обсуждаемых в дан-
ной статье.

Эффективность прямого метода Кларксона–
Крускала может быть значительно увеличена, ес-
ли допустить, что функция  может удовлетво-
рять переопределенной системе нескольких
обыкновенных дифференциальных уравнений

= , ,( ( ))u U x t w z = ,( )z z x t
, ,( )U x t w ,( )z x t

= ( )w w z

= ( )w w z
w

w

(или, другими словами, иметь несколько диффе-
ренциальных связей). Хорошей иллюстрацией
сказанному являются результаты, приведенные в
разд. 5.

Работа выполнена по теме государственного за-
дания (№ госрегистрации AAAA-A17-117021310385-
6) и при частичной финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований
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Abstract—It is shown that the direct method of functional separation of variables can sometimes provide a
larger number of exact solutions of nonlinear partial differential equations than the method of differential
constraints (with a single constraint) and the nonclassical method of symmetry reduction (based on the in-
variant surface condition). This fact is illustrated on nonlinear reaction–diffusion and convection–diffusion
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