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Рассматриваются два класса нелинейных телеграфных уравнений с запаздыванием:

где , ,  – постоянное время запаздывания. Уравнения содержат нелинейный
коэффициент переноса  степенного или экспоненциального вида, а также коэффициенты 
и , которые либо являются постоянными, либо являются нелинейными и имеют вид, аналогич-
ный виду . Кинетические функции  всех рассматриваемых уравнений состоят из одной или
нескольких произвольных функций одного аргумента. С помощью модифицированного метода
функциональных связей для рассматриваемых уравнений получены новые точные решения с обоб-
щенным и функциональным разделением переменных, а также решения типа бегущей волны

, . Все решения выражаются в элементарных функциях, содержат свободные па-
раметры и могут быть использованы для формулировки тестовых задач, которые можно применять
для оценки точности численных методов интегрирования нелинейных уравнений в частных произ-
водных с запаздыванием. Проведен обзор публикаций, содержащих точные решения уравнений с
запаздыванием и описывающих методы построения точных решений.
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ные уравнения, точные решения, решения с разделяющимися переменными, решения типа бегу-
щей волны
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1. ВВЕДЕНИЕ
Уравнения с запаздыванием в частных произ-

водных используются в динамике популяций,
биологии, биохимии, биомедицине, экологии,
механике, физике, химии, теории управления и
других областях (см., например, [1–14] и ссылки в
них), а также встречаются в математической тео-
рии искусственных нейронных сетей, результаты
которой применяются для обработки сигналов и
изображений и в задачах о распознавании обра-
зов [15–17]. Такими уравнениями описываются
явления и процессы, в которых скорости измене-
ния искомых величин зависят не только от состо-
яния системы в данный момент времени, но и от
предыдущей эволюции процесса, в частности, от
состояния системы в некоторый момент времени
в прошлом.

Дифференциальные уравнения с запаздыва-
нием обладают рядом качественных особенно-

стей (см. обзор [18]), существенным образом
осложняющих получение адекватных численных
решений и тестирование численных методов. Де-
ло в том, что теоретические оценки точности чис-
ленных решений нелинейных уравнений в част-
ных производных даже при отсутствии запазды-
вания содержат константы, которые обычно не
могут быть вычислены априорно (особенно это
касается типичных для уравнений с запаздывани-
ем негладких решений). Практическая сходи-
мость численных методов, основанная на измель-
чении расчетной сетки, также не может в полной
мере гарантировать надежность используемых
схем и точность расчетов (особенно вблизи зна-
чений параметров задачи, соответствующих не-
устойчивым решениям).

Во многих случаях наиболее эффективным
способом оценки области применимости и точ-
ности численных методов является прямое срав-
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нение численных и точных решений тестовых за-
дач. Термин “точное решение” нелинейных урав-
нений в частных производных с запаздыванием
мы применяем в случаях, когда решение выража-
ется:

(i) в элементарных функциях или через опре-
деленные/неопределенные интегралы;

(ii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с запаздыванием или без не-
го (или систем таких уравнений);

(iii) через решения линейных уравнений в част-
ных производных (или систем таких уравнений).

Допустимы комбинации решений (i)–(iii).
Данное определение обобщает термин “точное ре-
шение”, используемый в [19] для нелинейных урав-
нений в частных производных без запаздывания.

Вторая часть статьи посвящена обзору публи-
каций, содержащих точные решения уравнений в
частных производных с запаздыванием или опи-
сывающих методы их построения. В третьей ча-
сти статьи приводятся решения типа бегущей
волны, а в четвертой – решения с обобщенным и
функциональным разделением переменных, полу-
ченные с помощью модифицированного метода
функциональных связей, для двух классов нели-
нейных телеграфных уравнений с запаздыванием:

(1)

(2)
где , ,  – постоянное время
запаздывания. Все полученные решения выража-
ются в элементарных функциях и содержат сво-
бодные параметры. Полученные точные решения
могут быть использованы для формулировки те-
стовых задач, которые можно применять для
оценки точности численных методов интегриро-
вания уравнений в частных производных с запаз-
дыванием.

2. ПУБЛИКАЦИИ ПО ТОЧНЫМ РЕШЕНИЯМ
Многие публикации содержат выраженные в

элементарных функциях точные решения с обоб-
щенным или функциональным разделением пе-
ременных различных классов нелинейных урав-
нений в частных производных с запаздыванием.
Решения строятся методом функциональных
связей [2, 20] или его модификациями [21–23].
Метод функциональных связей заключается в по-
иске решений с обобщенным

или функциональным
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разделением переменных, которые должны удо-
влетворять одной из двух функциональных связей:

Таким образом находится допустимый вид точ-
ного решения, а окончательный вид определяет-
ся после подстановки полученного в исходное
уравнение.

В [2, 10, 20, 24–26] построены точные решения
с обобщенным и функциональным разделением
переменных нелинейных уравнений реакцион-
но-диффузионного типа

(3)

в которых кинетическая функция  зависит от
одной или нескольких произвольных функций
одного/двух аргументов, либо от свободных пара-
метров; приводятся также решения более слож-
ных уравнений с запаздыванием более высокого
порядка:

Решения типа бегущей волны для уравнений
вида (3) приводятся в [27, 28].

Работа [29] содержит точные решения с обоб-
щенным разделением переменных (обобщенная
бегущая волна) вида ,  нели-
нейных реакционно-диффузионных уравнений с
запаздыванием и переменными коэффициентами

описан метод построения таких решений, осно-
ванный на группировке коэффициентов уравне-
ния с целью сведения его к обыкновенному диф-
ференциальному уравнению с запаздыванием
второго порядка. Точные решения подобных
уравнений рассматриваются также в [30, 31].

Точные решения нелинейных реакционно-
диффузионных уравнений с несколькими запаз-
дываниями рассматриваются в [10], а с перемен-
ным во времени запаздыванием – в [10, 20]. В [22,
23, 32, 33] приводятся точные решения уравнений
с нелинейным коэффициентом переноса

Работа [34] содержит точные решения нели-
нейных уравнений с запаздыванием типа Клей-
на–Гордона

(4)
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Работы [35–37] содержат точные решения ги-
перболических уравнений с запаздыванием вида (1)
при  (с нелинейным коэффициентом
переноса  и с ).

В [38–40] содержится большое число точных
решений нелинейных систем реакционно-диф-
фузионных уравнений с запаздыванием. Метод
“генерирующих уравнений” построения таких
решений предложен в [40].

В [25, 41] содержатся точные решения диффе-
ренциально-разностных уравнений теплопро-
водности и диффузии вида

а в [42] – дифференциально-разностных моделей
типа Навье–Стокса для описания движения вяз-
кой несжимаемой жидкости вида

где  – вектор скорости жидкости,
,  – время релаксации,  – отноше-

ние давления к плотности жидкости,  – кинема-
тическая вязкость,  – оператор градиента,  –
оператор Лапласа.

Ряд работ посвящен поиску точных решений
уравнений в частных производных с запаздыва-
нием методами группового анализа. В [43] иссле-
довались нелинейные реакционно-диффузион-
ные уравнения вида (3); было получено четыре
уравнения, которые допускают инвариантные ре-
шения (для двух из них были найдены только вы-
рожденные решения, линейные по ). В [44] уда-
лось установить восемь нелинейных и два линей-
ных уравнения типа Клейна–Гордона (4),
допускающих инвариантные решения. Одно ли-
нейное и семь нелинейных уравнений типа Клей-
на–Гордона с переменным запаздыванием уда-
лось отыскать в [45].

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ТИПА БЕГУЩЕЙ 
ВОЛНЫ

3.1. Предварительные замечания

В данном разделе приводятся выраженные в
элементарных функциях точные решения типа
бегущей волны ,  телеграфных
уравнений вида (1) с нелинейным коэффициен-
том переноса  степенного или экспоненци-
ального вида. При этом коэффициент  либо
является постоянным, , либо являет-
ся нелинейным и имеет вид, аналогичный виду
коэффициента . Из полученных в этом разде-
ле решений можно легко получить решения соот-
ветствующих уравнений вида (2), если произве-
сти небольшие изменения в некоторых формулах.
Покажем это.
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Подставляя  в уравнения (1) и (2), по-
лучаем обыкновенные дифференциальные урав-
нения:

(5)

(6)
где , штрих обозначает производ-
ную по . Если положить , то оба
уравнения (5) и (6) можно записать в виде одного
уравнения:

в котором  для уравнения (5) и  для
уравнения (6). Таким образом, вид решений типа
бегущей волны будет одинаковым для уравне-
ний (1) и (2) с точностью до значения коэффици-
ента . Описанные далее в этом разделе решения
получены для уравнения (1), но записаны с ис-
пользованием коэффициента , что позволяет
легко получить решения и для уравнения (2)

Во всех уравнениях функции ,  и  являются
произвольными; параметры , ,  – любые по-
ложительные числа; остальные параметры, если не
указано иное, могут принимать любые значения.

3.2. Решения типа бегущей волны, выраженные 
в элементарных функциях

Уравнение 1. Уравнение

(7)
допускает решение типа бегущей волны степен-
ного вида

(8)

Параметр  – корень алгебраического (трансцен-
дентного) уравнения

Выбирая  в выражении для  из (8), полу-
чаем решение уравнения (7), которое является
частным случаем уравнения (1). Выбирая ,
получаем решение уравнения

которое является частным случаем уравнения (2).
Для краткости далее приводятся только урав-

нения из класса (1), а соответствующие уравне-
ния из класса (2) опускаются.

Уравнение 2. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны экспо-
ненциального вида

= ( )u U z

λ + λ = + , ,2 2'' ( ) ' ( ( ) ')' ( )U H U U k G U U F U W

λ = + + , ,2 2'' ( ( ) ')' ( ) ' ( )U k G U U kP U U F U W
= − λτ( )W U z

z ≡( ) ( )H U P U

λ + = + , ,e
2 2'' ( ) ' ( ( ) ')' ( )U H U U k G U U F U W

= λe = −e k

e

e

.
f g h

a σ τ

−+ σ = + −1 2( ) ( )n n n n
tt t x xu u a u u u f u w

/ σ= β + , = + λ , β = .e1
1 2( ) nu n z C z kx t

ak
λ

− β λ + βλτ = .2 2( 1) ( ) 0n f n

= λe β

= −e k

−= + σ + − ,1 2( ) ( )n n n n
tt x x xu a u u u u f u w

+ ++ σ = + +1 1( ) ( / ) ( / )n n n
tt t x xu u a u u u f w u w g w u

εσ= β , = + λ , β = − .
λ

1 2exp( )u C z z kx t



456

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 5  2019

СОРОКИН

Параметр  (или ) определяется из алгебраиче-
ского (трансцендентного) уравнения

Уравнение 3. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны экспо-
ненциального вида

Параметры  и  определяются из алгебраиче-
ских (трансцендентных) уравнений:

Уравнение 4. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны степен-
ного вида

Параметры  и  определяются из алгебраиче-
ских (трансцендентных) уравнений:

Уравнение 5. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны логариф-
мического вида

(9)

Параметр  (или ) – корень алгебраического
(трансцендентного) уравнения

Уравнение 6. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны (9), для
которого параметр  (или ) определяется из ал-
гебраического (трансцендентного) уравнения
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Уравнение 7. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны экспо-
ненциального вида

(10)

Параметры , ,  определяются из системы трех
алгебраических (трансцендентных) уравнений:

Уравнение 8. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны (10), па-
раметры ,  и  которого находятся из системы
трех алгебраических (трансцендентных) уравне-
ний:

Уравнение 9. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны логариф-
мического вида

Параметры  и  находятся из системы алгебраи-
ческих (трансцендентных) уравнений:

Уравнение 10. Уравнение

допускает решение типа бегущей волны экспо-
ненциального вида

Параметр  (или ) – корень алгебраического
(трансцендентного) уравнения

β β β+ σ = + + +2( ) ( / ) ( / )u u u
tt t x xu u a e u bu e u f w u e wg w u

= γ , = + λ .1 exp( )u C z z kx t
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e
2 2

2 2
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( ) 0

( ) 0
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b
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β β − β β β

− β β β

+ σ = + − +
+ −

( 1)
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n u u n u u w
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u u w

u e u a e u e f e e

e g e e

= γ + , = + λ .
β 1
1 ln( )u z C z kx t

λ γ

γ λ + β γλτ = ,
γ σ − β γλτ = .e
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g
f
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4. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ С 
РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

4.1. Решения нелинейных телеграфных уравнений 
вида (1)

Далее приводятся точные решения телеграф-
ных уравнений вида (1) с нелинейным коэффи-
циентом переноса  степенного или экспо-
ненциального вида; коэффициент  либо яв-
ляется постоянным, , либо является
нелинейным и имеет вид, аналогичный виду ко-
эффициента .

Во всех уравнениях функции ,  и  являются
произвольными; параметры , ,  – любые по-
ложительные числа; остальные параметры, если
не указано иное, могут принимать любые значе-
ния.

Уравнение 11. Рассмотрим уравнение

(11)

Уравнение (11) допускает решение с разделяю-
щимися переменными

где параметр  определяется из алгебраического
(трансцендентного) уравнения

(12)

функция  удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению

(13)

Здесь и далее штрих обозначает полную произ-
водную функции по соответствующей перемен-
ной.

При  замена  позволяет свести
уравнение (13) к линейному обыкновенному
дифференциальному уравнению второго порядка
с постоянными коэффициентами. При 
применяем замену .

При  уравнение (11) допус-
кает решение с разделяющимися переменными

(14)

Здесь функция  определяется по формулам:

( )G u
( )H u

≡ σ >( ) 0H u

( )G u
f g h

a σ τ

+

+ σ = + +
+ + .1

( ) ( / )

( / ) ( / )

n
tt t x x

n

u u a u u uf w u

wg w u u h w u

β= ϕ ,( )tu e x

β

−βτ −βτ −βτβ + σβ = + ,2 ( ) ( )f e e g e

ϕ( )x

+ −βτϕ ϕ + ϕ = .1( ')' ( ) 0n na h e

≠ −1n +θ = ϕ 1n

= −1n
θ = ϕln

≡ =( / ) consth w u b

= ϕ ψ .( ) ( )u x t

ϕ( )x

( )

+

+

⎧ λ + λ λ > ;
⎪
⎪

ϕ = − −λ + −λ λ < ;⎨
⎪ − + = − ,⎪
⎩

1
1

1 2
1

1
1 2

2
1 2

( cos( ) sin( )) при 0

( ) ( exp( ) exp( )) при 0

exp при 1
2

n

n

C x C x

x C x C x
bC x C x n
a

где , а функция  описывается
обыкновенным дифференциальным уравнением
с запаздыванием

(15)

Уравнение (15) допускает частное решение
, где  – произвольная постоянная, па-

раметр  определяется из алгебраического (транс-
цендентного) уравнения (12).

При  уравнение (11) допускает реше-
ние с разделяющимися переменными вида (14), в
котором функции  и  определяются, соот-
ветственно, из обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения и обыкновенного дифференци-
ального уравнения с запаздыванием:

(16)

(17)

При  уравнение (17) переходит в уравне-
ние (15), а уравнение (16) имеет решение

При ,  уравнение (16) имеет частное
решение

Уравнение 12. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где функции  и  описываются обыкно-
венными дифференциальными уравнениями

Частное решение этой системы имеет вид

где константа  определяется из алгебраического
(трансцендентного) уравнения

Уравнение 13. Рассмотрим уравнение

λ = +( 1)/b n a ψ( )t

ψ + σψ = ψ ψ − τ ψ +
+ ψ − τ ψ − τ ψ
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= 0s

/ +⎧ + ≠ − ,ϕ = ⎨ = −⎩

1 ( 1)
1 2

1 2

( ) при 1( )
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/
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n
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= ϕ + τϕ τϕ − τϕ .
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(18)
При  уравнение (18) допускает решение в

виде суммы функций разных аргументов

где функция  описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением с запаздыва-
нием

При  уравнение (18) допускает другое ре-
шение в виде суммы функций разных аргументов

где функция  описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением с запаздывани-
ем

(19)

При  уравнение (18) также допускает ре-
шение в виде суммы функций разных аргументов

где функция  описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением с запаздывани-
ем (19).

Уравнение 14. Уравнение

допускает решение с разделяющимися перемен-
ными

где функция  описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением с запаздывани-
ем

(20)

Уравнение (20) допускает частное решение
, где  – произвольная постоянная, а 

определяется из алгебраического (трансцендент-
ного) уравнения

Уравнение 15. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных в неявном виде

где константа  определяется из алгебраического
(трансцендентного) уравнения .

Уравнение 16. Уравнение

допускает решение с разделяющимися перемен-
ными

Здесь функция  определяется по формулам:

(21)

где параметр  определяется из трансцендентно-
го (алгебраического) уравнения

Уравнение 17. Уравнение

допускает решение с разделяющимися перемен-
ными

где функция  определяется по формулам (21),
в которых параметр  имеет вид:
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Здесь и далее в аналогичных ситуациях берутся
одновременно либо только верхние, либо только
нижние знаки.

Уравнение 18. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где функции  и  удовлетворяют обыкно-
венным дифференциальным уравнениям

Частное решение этой системы имеет вид

где константа  определяется из трансцендент-
ного (алгебраического) уравнения 

Уравнение 19. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где функции  и  описываются обыкно-
венными дифференциальными уравнениями

Частное решение этой системы имеет вид

где константа  определяется из трансцендент-
ного (алгебраического) уравнения 

Уравнение 20. Уравнение
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tt t x xu e u a e u be e f e e

b

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где параметр  определяется из условия

Уравнение 21. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где параметр  определяется из трансцендентно-
го (алгебраического) уравнения

4.2. Решения нелинейных телеграфных уравнений 
вида (2)

Далее приводятся точные решения телеграф-
ных уравнений вида (2) с нелинейным коэффи-
циентом переноса  степенного или экспо-
ненциального вида; коэффициент  либо яв-
ляется постоянным, , либо является
нелинейным и имеет вид, аналогичный виду ко-
эффициента .

Во всех уравнениях функции ,  и  являются
произвольными; параметры , ,  – любые по-
ложительные числа; остальные параметры, если
не указано иное, могут принимать любые значе-
ния.

Уравнение 22. Уравнение

допускает решение с разделяющимися перемен-
ными

где функция  определяется из обыкновенного
дифференциального уравнения с запаздыванием

Уравнение 23. Уравнение

допускает решение с разделяющимися перемен-
ными
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Здесь функция  определяется по формулам:

(22)

где , , а

функция  удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению с запаздывани-
ем

(23)

Уравнение (23) допускает частное решение
, где  – произвольная постоянная, а

параметр  определяется из трансцендентного
(алгебраического) уравнения

Уравнение 24. Уравнение

(24)

при любом  допускает решение с разделяющи-
мися переменными

где функция  определяется по формулам (22),
а параметр  определяется из алгебраического
(трансцендентного) уравнения

Уравнение (24) при  допускает другое
решение с разделяющимися переменными:

а при  имеет также решение

В обоих случаях параметр  определяется из ал-
гебраического (трансцендентного) уравнения

Уравнение 25. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где функции  и  удовлетворяют обыкно-
венным дифференциальным уравнениям

Частное решение этой системы имеет вид

где константа  определяется из трансцендент-
ного (алгебраического) уравнения

Уравнение 26. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где функции  и  удовлетворяют обыкно-
венным дифференциальным уравнениям

Частное решение этой системы имеет вид

где константа  определяется из трансцендент-
ного (алгебраического) уравнения
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Уравнение 27. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где параметр  определяется из условия

Уравнение 28. Уравнение

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Рассмотрены телеграфные уравнения с запаз-

дыванием, содержащие степенные или экспонен-
циальные нелинейности, а также произвольные
функции одного аргумента. Построены точные
решения типа бегущей волны, а также решения с
обобщенным и функциональным разделением
переменных. Все полученные решения выраже-
ны в элементарных функциях, содержат свобод-
ные параметры и могут быть использованы для
формулировки тестовых задач, которые можно
применять для оценки точности численных мето-
дов решения нелинейных уравнений в частных
производных с запаздыванием.
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Abstract—The following nonlinear telegraph equations with delay are considered:

 utt + H(u)ut = , 
 

where u = u(x; t), w = u(x; t – τ), and τ is the constant delay time. The equations contain the nonlinear trans-
fer coefficient G(u) of the power-law or exponential type, as well as the coefficients H(u) and P(u) that either
are constant or are nonlinear and have the form similar to the form of G(u). The kinetic functions F of all the
equations consist of one or several arbitrary functions of one argument. For the equations under consider-
ation, new exact travelling-wave solutions, as well as new exact solutions with generalized and functional sep-
aration of variables, have been obtained by means of the modified method of functional constraints. All the
solutions are expressed in terms of elementary functions, contain free parameters, and can be used for the for-
mulation of test problems to assess the accuracy of numerical methods for solving nonlinear partial differen-
tial equations with delay. Publications presenting exact solutions of equations with delay and describing meth-
ods for constructing exact solutions have been reviewed.

Keywords: telegraph equations with delay, nonlinear differential-difference equations, exact solutions, travel-
ling-wave solutions, separable solutions
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