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В работе представлено описание программы AFES (automatic finding exact solutions), предназначен-
ной для нахождения точных решений обыкновенных дифференциальных уравнений в полиноми-
альной форме. Для нахождения точных решений используется метод простейших уравнений, кото-
рый заключается в поиске точных решений дифференциального уравнения с использованием об-
щего решения дифференциального уравнения меньшего порядка. Для того чтобы выбрать, в каком
виде ищется точное решение, необходимо определить порядок полюса решения исходного уравне-
ния и порядок полюса решения простейшего уравнения. Для этого применяется программа автома-
тического построения многоугольников Ньютона ACNP (automatic construction of Newton polygons).
В работе в качестве простейших уравнений рассматриваются уравнение Риккати и уравнение для
эллиптической функции Вейерштрасса. В целях тестирования программы приводятся примеры по-
строения точных решений различных нелинейных дифференциальных уравнений. Программа
AFES написана в системе компьютерной алгебры Maple. Приводится алгоритм работы программы
и примеры ее применения. Программа AFES имеет ряд преимуществ по сравнению с известными
программами для нахождения точных решений дифференциальных уравнений. В частности, по-
строенные точные решения являются различными, то есть не сводятся друг к другу путем элемен-
тарных преобразований.
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уравнения, система компьютерной алгебры

DOI: 10.1134/S2304487X19060038

1. ВВЕДЕНИЕ
Математические модели многих физических

процессов содержат неинтегрируемые нелиней-
ные дифференциальные уравнения в частных
производных, например, уравнения для описа-
ния распространения импульсов в оптическом
волокне [1–3], уравнение Курамото–Сивашин-
ского [4, 5], уравнение для описания волн в
жидкости с конвекцией [6] и другие. В ряде слу-
чаев удается осуществить редукцию к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям и
найти их аналитические решения, содержащие
меньшее количество произвольных констант,
чем порядок дифференциального уравнения
(эти решения называют точными). Среди мето-
дов для нахождения точных решений можно
выделить метод гиперболического тангенса [7, 8],

метод экспоненциальных функций [9], метод G'/G
разложений [10], метод логистических функций
[11], метод простейших уравнений [12, 13]. Боль-
шинство этих методов имеют схожие принципы
[14]. Как показано в работах [15, 16], неаккурат-
ное использование методов гиперболического
тангенса и экспоненциальных функций приво-
дит к нахождению на первый взгляд новых ре-
шений, однако детальное рассмотрение пока-
зывает, что они отличаются от уже известных
только формой записи. В связи с этим для авто-
матизации построения точных решений вы-
бран метод простейших уравнений. Он объеди-
няет в себе некоторые другие методы построе-
ния точных решений и прост для реализации в
системах компьютерной алгебры.
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Рассматривается нелинейное обыкновенное
дифференциальное уравнение порядка  в поли-
номиальной форме

(1)

Пусть общее решение уравнения (1) имеет по-
рядок полюса . Выберем уравнение порядка

, решение которого известно

(2)

Зависимость  выбирается исходя
из порядков полюсов простейшего (2) и исходно-
го (1) уравнений.

В качестве примера простейшего уравнения
может быть выбрано уравнение Риккати

(3)

или уравнения для эллиптических функций Якоби

(4)

или Вейерштрасса

(5)

2. АЛГОРИТМ ПРОГРАММЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Программа AFES [17] написана в системе ком-

пьютерной алгебры Maple. Входные данные пред-
ставляют собой обыкновенное дифференциальное
уравнение ode полиномиального вида (1). Вывод
программы осуществляется в рабочем пространстве
среды Maple и представляет собой точные реше-
ния уравнения ode с ограничениями на парамет-
ры, либо информационное сообщение с причи-
ной, по которой не удалось найти точное решение
уравнения.

Программа AFES позволяет искать точные ре-
шения дифференциальных уравнений полино-
миального вида с целым порядком полюса. Для
поиска решений использованы два простейших
уравнения:

• уравнение Риккати ;
• уравнение для эллиптической функции

Вейерштрасса

Алгоритм программы AFES для нахождения
точных решений нелинейных ode:

1. Определение порядка полюса ode при помо-
щи многоугольника Ньютона [18–20].

2. При выборе уравнения Риккати задание усе-

ченного разложения в виде .
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3. При выборе уравнения для эллиптической
функции Вейерштрасса задание усеченного раз-

ложения в виде  при

 и  при .

4. Подстановка усеченного разложения в ис-
ходное уравнение.

5. Подстановка в полученное уравнение выра-
жений для старших производных  в зависи-
мости от выбранного простейшего уравнения.

6. Приравнивание нулю коэффициентов при
одинаковых степенях  и, при наличии, .

7. Решение полученной алгебраической систе-
мы уравнений встроенной функцией solve() с уче-
том параметров ode, выбранных пользователем.

8. Исключение из системы тривиальных и вы-
рожденных случаев.

9. Проверка полученных решений путем под-
становки в исходное уравнение.

10. Вывод найденных точных решений.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПРОГРАММЫ 
AFES

3.1. Построение точных решений уравнения 
Курамото–Сивашинского

Для проверки работы программы AFES рас-
сматривается уравнение Курамото–Сивашин-
ского в переменных бегущей волны

(6)

В случае, если в качестве простейшего уравнения
выбрать уравнение Риккати, дополнительно в ка-
честве входных данных для программы необходи-
мо указать параметры  и . На выходе програм-
мы имеется десять известных решений в виде
уединенных волн и сингулярных решений.

(7)
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(8)

(9)
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В случае, если в качестве простейшего уравне-
ния выбрать уравнение для эллиптической функ-
ции Вейерштрасса, дополнительно в качестве
входных данных для программы необходимо ука-
зать параметр . На выходе программы имеется
два известных периодических решения

(17)

Таким образом, программа AFES успешно
проходит проверку для уравнения Курамото–Си-
вашинского.

3.2. Построение точных решений уравнений, 
описывающих распространение сигналов 

в оптическом волокне
Рассматривается уравнение, описывающее

распространение импульсов в оптическом волок-
не [21]

(18)

Уравнение (18) получено путем перехода к пере-
менным бегущей волны в уравнении Шредингера
с нелинейностью произвольной степени. Произ-
водится поиск периодических решений уравне-
ния (18) в случае . На выходе программы
имеется решение

(19)

Решение (18) содержит две произвольные кон-
станты, поэтому является общим решением для
уравнения (18). Таким образом, в ситуации, когда
исходное уравнение можно привести к уравне-
нию для эллиптических функций, программа
позволяет искать общие решения таких уравне-
ний.

В работе [3] приводятся примеры нелинейных
неинтегрируемых обыкновенных дифференци-
альных уравнений четвертого и шестого порядков
для описания распространения импульсов в оп-
тическом волокне. Особенностью этих уравне-
ний является тот факт, что все они имеют одно
общее точное решение, выраженное при помощи
эллиптических функций. Рассматриваются два
дифференциальных уравнения четвертого поряд-
ка и осуществляется поиск точных решений при
помощи программы AFES. Одно из уравнений
имеет вид

(20)

Другое уравнение четвертого порядка

(21)

При помощи программы AFES не удается найти
точные решения уравнений (20), (21) без допол-
нительного преобразования . После
указанной замены получается одно общее для
двух уравнений точное решение

(22)

Удалось найти новое точное решение для уравне-
ния (20)

(23)

и новое точное решение для уравнения (21)

(24)
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Таким образом, помимо общих друг для друга
точных решений уравнения (20), (21) имеют раз-
личные невырожденные точные периодические
решения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлен алгоритм программы AFES для

построения точных решений обыкновенных
дифференциальных уравнений полиномиаль-
ного вида. Программа AFES успешно проходит
проверку для уравнения Курамото–Сивашин-
ского. В случае уравнений для описания рас-
пространения импульсов в оптическом волокне
показано, что при помощи программы AFES
для некоторых уравнений могут быть найдены
общие решения.
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Abstract–The AFES program (automatic finding exact solutions) designed to find exact solutions of
polinomial ordinary differential equations has been described. The simplest equations method has been
used to find exact solutions. The method consists in constructing exact solutions of differential equa-
tions using a general solution of a lower order differential equation. In order to choose the form of the
exact solution, it is necessary to determine the pole order of the solution of the original equation and the
pole order of the solution of the simplest equation. The program for automatically constructing Newton
polygons ACNP (automatic construction of Newton polygons) has been used. The Riccati equation and
the equation for the elliptic Weierstrass function have been considered as simple equations. In order to
test the program, examples of constructing exact solutions of various nonlinear differential equations are
given. The AFES program is written in the Maple computer algebra system. The algorithm of the pro-
gram and examples of its application are given. The AFES program has several advantages over well-
known programs for finding exact solutions of differential equations. In particular, constructed exact
solutions are different and they cannot be transformed to each other.

Keywords: simple equations method, exact solutions, nonlinear differential equations, computer algebra sys-
tem
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