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На основе определения дополнительной искомой функции (ДИФ) и дополнительных граничных
(ДГУ) условий получено приближенное аналитическое решение задачи теплообмена в турбулент-
ном пограничном слое для граничных условий первого рода. В качестве дополнительной искомой
функции принимается соотношение, характеризующее изменение толщины теплового погранич-
ного слоя от продольной переменной. Ее использование позволяет сводить уравнение в частных
производных к обыкновенному дифференциальному уравнению. ДГУ принимаются в виде, при ко-
тором их удовлетворение искомым решением адекватно удовлетворению уравнения в точках грани-
цы. Применительно к получению решения задачи для теплового турбулентного слоя использова-
лись эмпирические формулы профиля скорости и его толщины в турбулентном динамическом по-
граничном слое. Из анализа результатов можно заключить, что ряд полученного решения быстро
сходится, о чем свидетельствует практическое совпадение результатов третьего и четвертого при-
ближений.
Рассмотренный в работе метод ДГУ может быть эффективно использован для решения и более
сложных краевых задач с дифференциальными уравнениями, не допускающими разделения пере-
менных (нелинейными, с переменными физическими свойствами среды, с учетом диссипации
энергии и др.).
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Трудности решения уравнений пограничного
слоя обусловлены их нелинейностью. Их точные
решения пока не получены – найдены лишь чис-
ленные решения [1]. Известным приближенным
аналитическим методом, использующимся для
решения задач применительно динамическому и
тепловому пограничным слоям, является инте-
гральный метод. Однако применительно к дан-
ным задачам при его использовании получены
решения лишь в первом приближении, точность
которого недостаточна для выполнения как науч-
ных исследований, так и для практических при-
ложений [1–12].

В работах [9–12] для интегральных уравнений
Т. Кармана и Г.Н. Кружилина применительно к
динамическому и тепловому пограничным сло-
ям, при использовании ДГУ получены аналити-
ческие решения уравнений Л. Прандтля и Поль-
гаузена соответственно для динамического и теп-
лового ламинарных пограничных слоев. Однако
режим течения жидкости в пограничном слое мо-

жет быть не только ламинарным, но и турбулент-
ным. Переход ламинарного режима к турбулент-
ному происходит на расстоянии  от кромки
пластины, которое определяется из критического
значения числа Рейнольдса. Ввиду отсутствия
информации о характере смыкания турбулентно-
го пограничного слоя с ламинарным вязким под-
слоем, всегда существующим вблизи стенки, а
также о законе трения в этой переходной зоне,
теоретические методы расчета распределения
скорости в турбулентном пограничном слое и его
толщины пока не разработаны. В связи с чем, для
определения этих величин используются эмпи-
рические зависимости [1–7]
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распределение скорости в турбулентном динами-
ческом пограничном слое;  – толщина турбу-
лентного динамического слоя;  – чис-
ло Рейнольдса, в котором в качестве характерного
размера принято расстояние  [1–7];  – коэф-
фициент кинематической вязкости.

Математическая постановка задачи для турбу-
лентного теплового пограничного слоя имеет
вид [1–7, 10] (рис. 1)
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где ,  – составляющие скорости по коорди-
натным осям  и ;  – температура в погра-
ничном слое;  – толщина пограничного слоя;

 – температура стенки;  – температура невоз-
мущенного потока;  – эквивалентный
коэффициент температуропроводности;  – ко-
эффициент молекулярной температуропровод-
ности жидкости;  – коэффициент турбулентной
температуропроводности, характеризующий не
физическое свойство жидкости, а режим ее течения.

Для нахождения как можно более точного ре-
шения задачи (3)–(6) необходимо использовать
дополнительные граничные условия. Первое та-
кое условие применительно к точке , где

, находится из уравнения (3) и имеет вид
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Потребуем удовлетворения искомым решени-
ем уравнения (3), осредненного по толщине по-
граничного слоя

(8)

Вычислив интегралы в (8), получим [5]

(9)

Последнее уравнение, исходя из баланса по
тепловым потокам, получено также Кружили-
ным Г.Н. [6].

Рассмотрим избыточную температуру .
Уравнение (9) и условия (4)–(6) относительно
этой температуры будут
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где .
Ввиду того, что толщины динамического и

теплового слоев должны подчиняться условию
 [1–7], то критерий Прандтля должен

быть . Это условие выполняется для газов
, жидкостей , и не выполняется

применительно жидким металлам .
Решение задачи (10)–(14) принимается в виде

(15)

где  – неизвестные коэффициенты;
– толщина турбулентного теплового погра-

ничного слоя, представляющая дополнительную
искомую функцию.

Очевидно, что соотношение (15) удовлетворя-
ет граничным условиям (11), (14). Неизвестные
константы  находятся из условий (12), (13).
Подставляя (15), ограничиваясь двумя членами ря-
да, в (12), (13), относительно коэффициентов ,

 получим два алгебраических уравнения.

Их решение: ; a2(Δ) = .
Соотношение (15) с учетом найденных значений
коэффициентов  принимает вид
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Рис. 1. Схема теплового пограничного слоя при
.  – температура стенки;  – температура

невозмущенного потока;  – толщина погранич-
ного слоя;  – толщина пограничного слоя в точ-
ке .
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ЕРЕМИН и др.

Подставляя (1) и (16) в (10), относительно тол-
щины турбулентного теплового пограничного
слоя получаем следующее обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение

(17)

где , а величина  в формуле (1) при-
нята равной 7.

Так как величина  не зависит от перемен-
ной  [2–5], уравнение (15) можно представить в
виде

(18)

где  определяется по формуле (2).

Независимость величины  от координаты 
объясняется полной идентичностью математиче-
ских постановок краевых задач для динамическо-
го и теплового пограничных слоев, представлен-
ных в безразмерном виде. Это означает, что без-
размерные решения этих задач будут одинаковы,
а размерные – взаимно подобны. Следовательно,
отношение толщин теплового и динамического
пограничных слоев будет неизменным по коор-
динате  [2–6].

Подставляя (2) в (18), находим

(19)

Соотношения (16), (19) будут решением за-
дачи (10)–(14) для первого приближения приме-
нительно к тепловому турбулентному погранич-
ному слою. Расчеты температуры Θ = T/Tср =
=  по соотношению (16) приво-
дятся на рис. 2. Здесь же приведены результаты
расчетов теплового ламинарного пограничного
слоя, полученные в [9–12].

Повышение точности связано с использова-
нием ДГУ. Метод их получения детально рас-
смотрен в [9–12]. И, в частности, уравнение (3)
применительно к точке  с учетом (6) при-
водится к виду

(20)

Дифференцируя (5) по , с учетом (20) нахо-
дим дополнительное граничное условие вида

(21)

Дифференцируя уравнение (3) по перемен-
ной , применительно к точке  находим
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Выражение (22), с учетом (6), (7), а также того,

что  (так как ,

будет

(23)

Дифференцируя (6) по  и, сравнивая с (23),
получаем третье ДГУ

(24)

Во втором приближении, подставив (15), в
(12), (13), (21), (24) для неизвестных постоянных

,  получим систему, включающую че-
тыре алгебраических уравнения (все ДГУ для
функций  и  идентичны). Подставляя найден-
ные из решения этой системы постоянные  в
(15), будем иметь

(25)

Подставляя (25), (1) в (10), находим

(26)

∂∂ ∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂+ =
∂ ∂

vv

v

v

2

2 3

э2 3

( ,0) ( ,0) ( ,0)

( ,0) ( ,0).

yx
x

y

t x t x t x
y x x y y y

t x t xa
y y

∂∂ = =
∂ ∂

vv 0yx

x y
= =v v(0, ) (0, ) 0)x yx x

∂ ∂=
∂ ∂ ∂v

2 3
э

3

( ,0) ( ,0).
x

t x a t x
x y y

x

∂ ∂ =3 3( ,0)/ 0.t x y

ka =( 1, 4)k

T t
ka

( ) ( )= − +
δ

5 7

ср

( , ) 35 7 5 .
24 8 Δ 12 Δ

T x y y y y
T

δ =
βδ

v
8/7 э16 807 35[β ( )] .

58824 24 ( )
ad x

dx x

Рис. 2. Распределение безразмерной температуры: 1,
2, 3 – 1-ое, 2-ое, 3-е приближения (турбулентное те-
чение); 1', 2', 3' – 1-ое, 2-ое, 3-е приближение (лами-
нарное движение); 4′ – точное решение (ламинарное
движение); .
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Ввиду независимости  от , уравнение (26)
запишется в виде

(27)

где  находится по соотношению (2).
Подставив (2) в (27), получим

(28)

Соотношение (25), учитывая (28), будет реше-
нием для второго приближения. Расчеты по фор-
муле (25) приводятся на рис. 2. Из их анализа вид-
но, что решение во втором приближении, в срав-
нении с первым, уточняется на 3%.

Для нахождения ДГУ третьего приближения
продифференцируем уравнение (3) по  и пред-
ставим его для точки :

(29)

Продифференцируем условие (5) по перемен-
ным  и :

(30)

Соотношение (29) с учетом (3), (7), (30) приво-
дится к следующему ДГУ

(31)
Посредством дифференцирования (3) по  и

сравнения его с основными и ДГУ, продиффе-
ренцированными по  и , можно найти какое
угодно количество ДГУ. Для точки  сле-
дующие ДГУ будут

(32)

(33)
Основные (5), (6) и дополнительные (21), (24),

(31), (32) условия позволяют найти шесть неиз-
вестных постоянных ,  соотноше-
ния (15). Подставляя (15) в перечисленные усло-
вия, для неизвестных коэффициентов  полу-
чим систему, включающую шесть алгебраических
линейных уравнений. После нахождения неиз-
вестных постоянных  соотношение (15) при-
нимает вид
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Подставляя (34) в уравнение (10), для неиз-
вестной функции  получаем обыкновенное
дифференциальное уравнение вида

(35)

С учетом того, что  не зависит от
переменной , находим

(36)

где  определяется по формуле (2).
Подставляя (2) в (36), получаем

(37)

Соотношение (34), учитывая (37) будет реше-
нием для третьего приближения. Анализ резуль-
татов позволяет заключить, что их расхождение
для второго и третьего приближений не превыша-
ет 1%. Исследования показали, что результаты
третьего и четвертого приближений практически
совпадают, что свидетельствует о сходимости
приближений.

ВЫВОДЫ
1. С использованием математической модели

теплового пограничного слоя путем определения
ДИФ и ДГУ получено приближенное аналитиче-
ское решение исходных дифференциальных
уравнений пограничного слоя. Дополнительная
искомая функция представляет зависимость тол-
щины пограничного слоя от продольной пере-
менной. Ее использование позволяет сводить
уравнение в частных производных к интегриро-
ванию обыкновенного дифференциального урав-
нения. ДГУ находятся в виде, при котором их вы-
полнение искомым решением эквивалентно удо-
влетворению уравнения в точке границы и на
фронте возмущения. Расчеты показывают, что
удовлетворение уравнения в точках границы при-
водит к его удовлетворению и внутри погранич-
ного слоя.

2. Ввиду отсутствия необходимости интегри-
рования уравнения в частных производных по по-
перечной пространственной переменной, ограни-
чиваясь интегрированием обыкновенного уравне-
ния для ДИФ, данный метод эффективен
применительно к решению задач с уравнениями,
которые не допускают разделения переменных (не-
линейные, с переменными физическими свойства-
ми, с учетом диссипации энергии и др.).
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Abstract–Based on the definition of an additional sought-for function (ASF) and additional boundary con-
ditions (ABC), a highly accurate solution of the heat transfer problem in a turbulent boundary layer for
boundary conditions of the first kind was obtained. The relation characterizing the change of the thermal
boundary layer thickness that depends on longitudinal variables is taken as an additional sought-for function.
The use of this function makes it possible to reduce the partial differential equation to the ordinary differential
equation. Additional boundary conditions are accepted in such a form that their satisfying is equal to satisfy-
ing an equation at the boundary points. Empirical formulas of the velocity profile and its thickness in the tur-
bulent dynamic boundary layer were used to obtain the solution of the problem for the thermal turbulent layer.
Based on the results one can conclude that the thickness of the laminar thermal boundary layer is almost
twice the thickness of the turbulent one.

Keywords: turbulent thermal boundary layer, analytical solution, additional sought-for functions, additional
boundary conditions, integral method
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