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В данной работе рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение в частных производ­
ных четвертого порядка с нелинейностью третьей и пятой степени. Это уравнение может быть ис­
пользовано для описания импульсов в оптических волокнах. Задача Коши для него не решается ме­
тодом обратной задачи рассеяния, поэтому уравнение рассмотрено в переменных бегущей волны. 
В результате подстановки решения определенного вида найдена система обыкновенных дифферен­
циальных уравнений (ОДУ) для мнимой и действительной частей уравнения. Для полученной си­
стемы ОДУ проведен тест Пенлеве. В результате применения теста установлено, что рассматривае­
мая система ОДУ не обладает свойством Пенлеве, поскольку в разложении общего решения в ряд 
Лорана имеются комплексные индексы Фукса. При использовании теста на свойство Пенлеве по­
лучено условие для скорости бегущей волны, при котором система упрощается до одного обыкно­
венного дифференциального уравнения четвертого порядка. Для этого уравнения найден первый 
интеграл. Использован метод простейших уравнений для построения точного решения рассматри­
ваемого ОДУ. Найденное решение имеет две произвольные постоянные и выражено через эллипти­
ческую функцию Вейерштрасса. Рассмотрен частный случай, когда решение принимает вид уеди­
ненной волны. Иллюстрируются периодические и уединенные волновые решения при различных 
значениях параметров.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Анализ распространения импульсов в оптиче­
ском волокне является важной задачей, решение 
которой в настоящее время в полной мере не за­
кончено. Существуют различные модели описа­
ния распространения оптических солитонов. 
Упомянем здесь: уравнение Радхакришнана- 
Кунду-Лакшманана [1, 2], уравнение Чена-Ли-Лу 
[3, 4], уравнение Кунду—М екури—Наскара [5, 6] и 
другие [7—9]. Большое количество используемых 
моделей связано со сложной структурой оптиче­
ских волокон. Поэтому представляет интерес по­
иск новых уравнений полезных для нелинейной 
оптики.

В работе [10] предложены уравнения в частных 
производных высокого порядка, которые могут 
быть использованы для описания распростране­
ния импульсов в оптических волокнах. Основная 
идея для построения уравнений заключалась в

наличие у них солитонных реш ений определен­
ной формы.

В настоящей работе изучается одно из уравне­
ний, предложенных в работе [10]. Это уравнение 
не относится к  классу интегрируемых методом 
обратной задачи рассеяния уравнений. Поэтому 
оно рассматривается в переменных бегущей вол­
ны. Цель работы — исследовать аналитические 
свойства полученного уравнения и построить об­
щее решение в переменных бегущей волны.

2. ТЕСТ ПЕНЛЕВЕ
Рассмотрим уравнение в частных производ­

ных, которое может быть использовано для опи­
сания импульсов в оптической среде:

iut + auxx + i$uxxx + uxxxx + p,|u|2u + v|u|4u = 0. (1)
Будем искать решение уравнения (1), исполь­

зуя переменные бегущей волны
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u(x, t) = y(z) exp(i(y(z) -  Ш)), z  = x  -  C0t. (2)
Подставляя зависимость (2) в уравнение (1), 

получаем систему обыкновенных дифференци­
альных уравнений для мнимой и действительной 
части. Обозначив у  z = ф, имеем

yzC 0 -  2а УгФ +  3р У*ф2 +  6Уф2фz -  а У ф  -

— 4у гфгг — р у гн: — 6у ггфг — 4y zzzф — уФzzz +  (3)
+  эр  yфz ф +  4yz ф3 =  0,

ЯУ3 +  v y 5 +  ayzz -  6у ггф2 -  3Уф  +  Уф4 +

+  у ю  -  3р у гф  -  3р Уггф - 12Уzфzф -  р Уф^  +  (4)
+  Уф с 0 -  а у ф2 +  р у ф3 -  4У ^ Ф +  yzzzz =  0  

Найдем ведущие члены уравнений (3), (4), ис­
пользуя подстановку y(z) = y°z~Р и ф ^) = ф0z”г .

Получаем два варианта разложения общего ре­
шения.

В первом случае получаем

4
У° = -

24
?

v

,  - в

Р = 1, 

q = 0.
(5)

Система уравнений с ведущими членами (3), 
(4) имеет вид

J  Py zzz 4 y zzzф 0

W z +  v y 5 =  0

Во втором случае находим

(6)

4 126
У0 =  ,v
ф0 = ±V5,

p  = 1, 

q = 1.
(7)

При этом система уравнений с ведущими чле­
нами имеет вид

| -4 y z ф^  -  6yzzфz -  4yzzzф -  yфzzz + 6Уф\  + 4y z ф3 = 0  

ІУ«* -  6Уzzф2 -  3УфZ + Уф4 -  12У А ф -  4Уфzzф + V  = 0

Рассмотрим первый случай. Подставляя

y(z) = — + ayz1 -1, ф(z) = ф0 + a2 z
z

(9)

в (6) и приравнивая нулю коэффициенты при a1 и 
a2, получаем матрицу для определения индексов 
Фукса в виде

0 - ( - 2 4 v - y 4zj-4( j  -  4 )( j2 -  3j + 6) ' 

0z  5( j  -  6) ( j  + 1)(j2 -  5j +16) V a2 у
= 0.

Из равенства нулю определителя этой матри­
цы, находим индексы Фукса

j  = - 1,

j1

j 2 = 6> j 3,4 = 5 ± І i ^ 39,

= 4, j „  = 2 ± i
(10)

Используем разложение y(z) и ф(г) в следую­
щем виде

y(z) = У0 + У1 + У2 z  + У3 z2 + У4 z3 + У5 z4 + У6 z5,
z ( 11)

ф(z) = ф0 + ф ^ + ф2 z2 + ф3 z3 + ф4 z4.

Подставляя (11) в уравнения (3), (4) и прирав­
нивая коэф ф ициенты  при одинаковы х степе­
нях z , найдем константы в разложениях (11). Они 
являются следующими:

Уо = - 2 4 , У1 = 0,
v

У = 4Py0 + 3р2 + 8а = 0у2 = ТТ 3 > У 3 = 3
20y03v

У4 = (15р4 y04v + 80 а р 2 y04v + 320C0py04v +

+ 256я2у4 -  128foBy04v -  192р2яу2 -  

-  512аяу02 -  288р4 -  1536ар2 -

-  2048а2)/(6400v2 У07), У5 = 0, 

ф0 = - р , ф1 = 0  

ф2 = -1  р3 + 1  аР  + 1 С0> Ф3 = 064 16 8

у6 , ф4 — произвольные постоянные, другие коэф ­
фициенты зависят от параметров уравнения и от 
произвольных постоянных у6 и ф4 .
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Рассмотрим второй случай. Подставляя

y(z) = — + a z 1 -1, 1(z) = 10 + d2z ]-1
z  z

в (8) и также приравнивая нулю коэффициенты 
при а1 и a2, получаем матрицу для определения 

(13) индексов Фукса в виде

'  - 2j ( 5) z J- 5( ]  -  5) ] (2]  -  5)
vz -5( ]4 -  10]3 + 5] 2 + 100/ + 504)

-V3(14v- 1)174z -5(]  -  5)(]2 -  5] -  20)" 

-2Vi5(14v- 1)1/4Z -5(2]  -  5)(]  -  5) ,

\
a1

= 0.

Из равенства нулю определителя этой матри­
цы, находим следующие индексы Фукса

1 1 = - 1  12 = 6, ]  3 = 5,

] 4 56 7 = -  ± i Ч -6 7  ± 4Ь/1151. (14)
’ 5,6 2 2

Используя разложения реш ений для y(z) и 1(z) 
в следующем виде

y(z) = — + У1 + У2z + У3z + У4z + У5z + Убz ,
1 (15)

ф(z) = 10  + І 1 + І 2 z + І 3 z2 + І 4 z3 + l 5z4 + фб z5 
z

и подставляя (15) в уравнения (3), (4) и приравни­
вая коэффициенты при одинаковых степенях z , 
найдем константы в разложениях (15). Получаем, 
что У6, ф5 — произвольные постоянные, другие ко ­
эффициенты зависят от параметров уравнения и 
произвольных постоянных у6, ф5.

+

Уzy zzz

(  _о 2
- 1 y ; + 1 ( « + 8  р2) у2 +

ш + о р ;  + _ l  р
16 256

2 , Я 4 , V 6 п
У + *7 У + 7 У = С ,4 6

(18)

где C — постоянная интегрирования. Это уравне­
ние так же не проходит тест Пенлеве, поэтому у 
него не существует общего решения. Но из по­
следнего шага теста Пенлеве получаем, что могут 
существовать точные реш ения уравнения с двумя 
произвольными постоянными. Следующий раз­
дел посвящен поиску таких решений.

3. ТО ЧНЫ Е РЕШ ЕН И Я УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ОП ТИЧЕСКИ Х 

ИМ ПУЛЬСОВ
Для нахождения точных решений уравнения (18) 

будем использовать метод простейших уравнений 
[11], [12], с использованием простейшего уравне­
ния в виде

В результате выполнения теста Пенлеве полу­
чаем, что рассматриваемая система уравнений (3)— 
(4) не проходит тест Пенлеве, так как индексы 
Фукса являются комплексными.

Если взять 1(z) как укороченное разложение 
(11) при ф2 Ф 0, то уравнения (3)—(4) не удовле­
творяются. Полагая дополнительно ф2 = 0, полу­
чаем условие на скорость бегущей волны

C  = - 1  а р - 1 в3. (16)
2 8

При этом из (12) следует, что у  = у 0 = -в /4  в 
соответствии с (5). В этом случае система (3)—(4) 
упрощается, так как уравнение (3) тождественно 
удовлетворяется и остается одно уравнение (4), 
имеющее вид

У“  + 1 « + 3 в ) у« + [  + ; І 6  в‘ у

+ РУ3 + vy5 = 0.

У +
(17)

T 2(z) -  a Y 4(z) -  c Y 2(z) -  d  = 0. (19)
Продифференцировав (19) по z , получаем, что 

решение уравнения (19) так же удовлетворяет 
следующим уравнениям:

Yz  = 2aY3 + cY,

= 6a Y  2Yz + cYz, (20)

Y ^  = 6a Y  %  + 12aYY2 + cY«.
Покажем, что решение уравнения (19) выра­

жается через эллиптическую функцию Вейер- 
штрасса [10].

Y  = 4c_
3a2

4 d . 4cd -  8c3 
a ’ 3a2 27a3

c_ 
4a

(21)

Будем искать решение уравнения (18), выра­
женное через решение уравнения (19). Порядки 
полюсов реш ений этих уравнений совпадают и 
равны единице, поэтому решение уравнения (18) 
ищем в ввиде

y(z) = A Y  (z) + B, (22)

Умножив уравнение (17) на yz и проинтегрировав где Y (z) — решение уравнения (19), A  и B  — неиз- 
его по z , получаем первый интеграл в виде вестные постоянные, которые требуется найти.
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Дифференцируя (22) и подставляя производ­
ные Y  из (20), получаем выражения для производ­
ных функции у :

y z = M a Y  4(z) + c Y  2(z) + d , 

yzz = 2aAY3 + cA Y ,

yzzz = 6aAY V  a Y  4(z) + c Y  2(z) + d  + (23)

+ A a Y  4(z) + c Y  2(z) + d , 

y zzzz = 24a2 A Y 5 + 20acAY3 + 12aAdY + c2 A Y .

Подставляя (22), (23) в (18) и собирая коэф ф и­
циенты при одинаковых степенях Y , получаем 
вместо дифференциального уравнения (18) поли­
ном шестой степени, который равен нулю:

(A6v + 24 A2a 2)Y6 + 6vA5Y 5B  +

+ (3 pA4 + 30A2ac + 15vA4B 2 + 3A2aa

+ 9 A2p2a) Y(z)4 + (20 A 3B  3v  + 6A3B p)Y3 +
8 !

выражение (22) будет решением уравнения (18). 
Таким образом получаем решение в виде

у  =  A 1j p ^ V a ( z  -  Z0);
4c
3a

2

2
4 d .4cd 
a ’ 3a2

8c3
27a3

где z0, a — произвольные постоянные.
Решение (21) при условиях (25) и различных 

значениях параметров: a = 1, a  = - 1, в = 2 , 
v = -1 , p  = 3, w = 10, z0 = 0 и a = 1, a  = -1 , в = 10, 
v = - 1 ,  p  = 3, w = 10, z0 = 0 предоставлено на 
рис. 1.

Если в уравнении (19) выбрать d  = 0, то реш е­
ние уравнения (19) принимает вид уединенной 
волны:

Y  (z) = 4ceM z  -  Z0)

e24c(z- Z0) -  4ac
(27)

Проделав вычисления описанные выше, полу­
чаем условия:

+ (3A2c2 + 3wA2 + 36A2ad  + 3A2a c  +

+ —  в4A 2 + 15vA2B4 + 9 A2p2c -  (24)
256 8

-  — а в 2 A 2 + 9pA2B 2) Y 2 + (6vAB5 + в4 A B  +
16 128

+ 6wAB -  3 а в 2A B  + 6pAB3) Y (z) + 9 A2в2d +

+ 3A2a d  + 3wB2 + в4 B 2 + 6A2cd + 3 pB 4 +
256 2

+ 6C + vB 6 -  — a в 2B2 = 0.
16

Из (24) находим, что при

A4 = 24a2 B  = 0,

c = —3  в2 -  -  — a, v >  0,
80 20a 10

d =
3072 a

2 - в2c
192 a 32a

_ L _  + x  a P 2  -

a c  c2 w
12a 12a 12a ’

C = A2 (15aв6 -  5A2в 4p + 16A2a в 2p 
61440 a

(25)

-  96A2в 2cp -  8a a в 4 + 288aв4c -  256A2ac p  -  

-  256A2c2p -  128aa2в2 + 1536aaв2c +

+ 768aв2c2 -  256A2pw + 2048aa2c +

+ 2048aac2 + 768aв2w + 2048aaw)

A4 =

w =

24a2 B  = 0, c = - 3 r2 - 2 - 1  a  
v 8Y  20a 10 ’(28)

- - 3 -в4 + — a в 2 - 3в2c - a c - c2, C = 0.
256 16 8

Таким образом, искомое решение имеет вид 
уединенной волны

У = A 4 c / c{ z - Z0) 
elMz-Z0) -  4ac ’

(29)

где z0, a — произвольные постоянные.
Решение (29) при условиях (28) и различных 

значениях параметров: a = -1 , -0 .005, -0.00001, 
a  = -2 0 , в = 2, v = -1 , p  = 3, z0 = 10 и a = -1 , 
a  = -1 , -1 0 , -2 0 , в = 2, v = -1 , u = 3, z0 = 10 по­
строены на рис. 2 .

4. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В работе рассмотрено нелинейное дифферен­
циальное уравнение в частных производных чет­
вертого порядка. С помощью переменных бегу­
щей волны получена система обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Установлено, что 
полученная система ОДУ не является интегриру­
емой в смысле Пенлеве, так как имеются ком ­
плексные индексы Фукса. Получен первый инте­
грал уравнения для реальной части. С помощью 
метода простейших уравнений построены точные 
решения с двумя произвольными постоянными, 
выраженные через эллиптическую функцию Вей- 
ерштрасса и экспоненциальную функцию. Пери-
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7 8
z

Рис. 1. Решение (21) при условиях (25) и параметрах a = 1, а  = -1, в = 2, v = -1, ц = 3, ю = 10, z0 = 0 (слева), при пара­
метрах a = 1, а  = -1, в = 10, v = -1, ц = 3, ю = 10, zo = 0 (справа).

z z
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Рис. 2. Решение (29) при условиях (28) и параметрах a = - 1 (1), - 0.005 (2), - 0.00001 (3), а  = -20, в = 2, v = -1, ц = 3,
z0 = 10 (справа), при параметрах a = -1, а  = -1 (1), -10 (2), -20 (3), в = 2, v = -1, ц = 3, z0 = 10 (слева).

одические и уединенные волновые решения де­
монстрируются на рисунках.
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Abstract—A fourth-order nonlinear partial differential equation with the third- and fifth-degree nonlineari­
ties has been considered. This equation can be used to describe pulses in optical fibers. The Cauchy problem 
for this equation cannot be solved by the inverse scattering transform method; for this reason, the equation is 
considered using the traveling wave variables. The substitution of a certain type solution gives a system of or­
dinary differential equations (ODEs) for the imaginary and real parts of the equation. The Painlevd test is ap­
plied to the resulting system of ODEs. According to the test, the considered ODE system does not have the 
Painlevd property because the expansion of the general solution into the Laurent series contains complex 
Fuchs indices. When using the Painlevd test, a condition for the velocity of a traveling wave at which the sys­
tem is simplified to one ordinary fourth-order differential equation is obtained. The first integral is found for 
this equation. The method of the simplest equations is used to construct the exact solution of the considered 
ODE. The found solution has two arbitrary constants and is expressed in terms of the elliptic Weierstrass 
function. A special case where the solution has the form of a solitary wave is considered. Periodic and solitary 
wave solutions at different parameter values are illustrated.
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