
ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”, 2020, том 9, № 1, 
с. 32-44

Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У РАВН ЕН И Я  
И Д И Н А М И Ч Е С К И Е СИ СТЕМ Ы

УДК 517.9

ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ РАСЩЕПЛЕНИЯ

©  2020 г. А. Д . Полянин1*, Л . В. Линчук2,3**
1 Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, 119526, Россия 

2 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, 195251, Россия 
3 Российский государственный педагогический университет им А.И. Герцена, Санкт-Петербург, 191186, Россия

*e-mail: polyanin@ipmnet.ru 
**e-mail: lidiya_linchuk@mail.ru 

Поступила в редакцию 16.01.2020 г.
После доработки 16.01.2020 г.

Принята к публикации 21.01.2020 г.

Рассматриваются различные классы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Для построения точных решений в неявной форме используется метод расщепления, основанный 
на обобщенном разделении переменных. Основное внимание уделяется нелинейным уравнениям 
достаточно общего вида, которые содержат одну или несколько произвольных функций (важно от­
метить, что точные решения нелинейных дифференциальных уравнений, которые зависят от про­
извольных функций и поэтому обладают достаточной общностью, представляют наибольший прак­
тический интерес для тестирования численных и приближенных методов решения различных за­
дач). Приведены примеры конкретных нелинейных уравнений и их точных решений. В отдельных 
случаях удается найти общие решения уравнений или понизить их порядок. Используемый подход 
допускает обобщение на нелинейные уравнения с частными производными. Для уравнений реак­
ционно-диффузионного типа получены новые точные решения с функциональным разделением 
переменных.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Методы, основанные на разделении перемен­

ных, чаще всего используются для интегрирова­
ния обыкновенных дифференциальных уравне­
ний (ОДУ) первого порядка [1—7], для поиска 
полных интегралов нелинейных уравнений с 
частными производными первого порядка спе­
циального вида [7—9], для построения точных ре­
ш ений линейных уравнений математической ф и­
зики [7, 10—13]. Для поиска точных реш ений не­
линейных уравнений математической физики 
применяю тся методы обобщенного и функцио­
нального разделения переменных (см., напри­
мер, [7, 14-22]).

В классической теории обыкновенных дифф е­
ренциальных уравнений принято рассматривать 
методы, позволяющие получать общие решения 
уравнений в замкнутой форме (см., например, 
[1 -5 , 7]). При этом практически не уделяется 
внимание методам поиска частных точных реш е­
ний нелинейных уравнений. Подобное положе-

ние дел тормозит развитие методов поиска точ­
ных решений нелинейных уравнений математиче­
ской физики, которые можно выразить в терминах 
элементарных или специальных функций.

Важно отметить, что для приложений нередко 
оказывается полезнее найти частное решение до­
статочно широкого класса дифференциальных 
уравнений, зависящего от свободных ф изико-хи­
мических параметров an, чем найти общее реш е­
ние входящего в него более узкого класса уравне­
ний при фиксированных значениях отдельных an.

В литературе описано сравнительно мало ме­
тодов построения частных точных реш ений ОДУ 
(см., например, [23-43]), которые обычно имеют 
весьма узкую область применимости. Эти методы 
чаще всего основаны на явном задании вида ре­
ш ения (иногда после некоторого простого точеч­
ного преобразования рассматриваемого уравне­
ния) и содержат свободные параметры, значения 
которых определяются далее методом неопреде­
ленных коэффициентов [23-28, 30-34 , 36-41]
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(для этого нередко используются методы ком ­
пьютерной алгебры). Существенным ограниче­
нием подобных прямых методов является то, что 
решение ищется в явном априорно заданном ви­
де, в то время как подавляющее большинство и з­
вестных общих реш ений нелинейных уравнений 
представляется в неявной или параметрической 
форме (подобный вывод следует из статистиче­
ской обработки материалов наиболее полных 
справочников по точным реш ениям ОДУ [6, 44]). 
Более перспективными представляются методы, 
которые основаны на использовании решений 
более простых вспомогательных уравнений [29, 
35, 42, 43] (см., также, [6]).

В данной работе будет показано, что метод 
расщепления, основанный на обобщенном раз­
делении переменных, может применяться для по­
строения точных реш ений в неявной форме раз­
личных нелинейных дифференциальных уравне­
ний.

Прежде чем перейти к  детальному описанию 
предлагаемого метода, сначала продемонстриру­
ем его характерную особенность на простом кон­
кретном примере.

Пример 1. Общее решение обыкновенного 
дифференциального уравнения первого порядка 
с разделяющимися переменными

a( x)f(y)y 'x = b( x)g(y) 
можно записать в виде

Ф(х) = J  Z(y)dy, (1)

где

Ф( x) = J b(x) dx + C, Z(y) = f ( y ) ,
J a(x) * g(y)

C — произвольная постоянная.
Интегральное соотношение с разделенными 

переменными вида ( 1) и его обобщения далее бу­
дем использовать для построения точных реш е­
ний и упрощения нелинейных обыкновенных диф­
ференциальных уравнений и уравнений с частными 
производными, которые зависят от произвольных 
функций.

2. ПРОЦЕДУРА ПОСТРОЕН ИЯ ТОЧНЫ Х 
РЕШ ЕН И Й  Н ЕЛИ Н ЕЙ Н Ы Х  ОДУ.

П РИ Н Ц И П  РАСЩ ЕПЛЕНИЯ
Будем рассматривать нелинейные обыкновен­

ные дифференциальные уравнения

F  (x, y, Ух , УХх , •••) = 0. (2)
Предлагаемый метод построения точных ре­

ш ений ОДУ состоит из нескольких последова­
тельных этапов. На первом этапе используем пре­
образование (1), где Ф = Ф( х) и Z = Z(y) — функ­
ции, которые подлежат определению в ходе

дальнейшего анализа. После того, как эти функ­
ции будут определены, интегральное соотнош е­
ние ( 1) будет задавать точное решение рассматри­
ваемого уравнения в неявной форме.

Продифференцировав (1) по x , находим про­
изводные

Ух = ФХ Z, УХх = ФХх z  -  (ФХ )2 ^ ,v  1 /а . \2
Г

,,, = Ф''' 1 -  3Ф' Ф'' W -  (Ф' )3 1
J xxx ^ xxx z х̂ хх ^3 У х/ ^

a , y
Z

(3)

vZ у
Будем считать, что после подстановки выра­

жений (3) в (2) полученное уравнение можно пре­
образовать к  билинейному виду:

N

X  Ф «^n = 0, (4)
п=1

где

Ф п = Фп(х ,ф'х,ФХх,..), = ^ n ( y , Z, Zy,zyy,•)• (5)
Для построения точных решений уравнения (4)— 

(5) используем принцип расщепления, описан­
ный ниже.

Принцип расщепления. Рассматриваем линей­
ные комбинации двух наборов элементов {Ф у} и 
{¥  j }, входящих в (4), которые связаны соотнош е­
ниями

N
X  а ™Ф п = 0, i = 1, l;

N  (6)
X  j  п = 0  j  = 1 •••, т,
п=1

где 1 < l < N  - 1 и 1 < т < N  - 1. Константы a ni и 
в (6) выбираются так, чтобы билинейное ра­

венство (4) удовлетворялось тождественно (это 
всегда можно сделать, см. далее). Важно отме­
тить, что соотнош ения (6) носят чисто алгебраи­
ческий характер и не связаны с конкретным ви­
дом дифференциальных форм (5).

После получения соотношений (6) в них под­
ставляются дифференциальные формы (5), что 
приводит к  системам дифференциальных уравне­
ний (часто переопределенным) для искомых 
функций Ф = Ф(х) и Z = Z(y ) , которые входят в (1).

Замечание 1. Необходимо отдельно рассматри­
вать также вырожденные случаи, когда, помимо 
линейных соотношений (6), некоторые дифф е­
ренциальные формы Фп или ¥ п равны нулю.

Замечание 2. Билинейные уравнения, внешне 
похожие на (4)—(5), возникают при поиске точ­
ных реш ений нелинейных уравнений с частными 
производными методами обобщенного и функ-
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ционального разделения переменных [18—22] 
(см. также разд. 7).

Замечание 3. Так как выражения Фи в (5) не за­
висят явно от Л (а только от x  и производных ■ffx, 
$"x, ...), вместо преобразования (1) однопарамет­
рические семейства реш ений иногда удобнее ис­
кать в виде

J 0(x)dx + C = J Z(y)dy, (7)

где C — произвольная постоянная. В этом случае 
в формулах для производных (3) и соотношениях 
(5) следует положить 4  = 0 , ®'хх = ®'x , •••.

3. ФОРМ УЛЫ, ПОЗВОЛЯЮ Щ ИЕ
ТОЖ ДЕСТВЕННО УДОВЛЕТВОРИТЬ

БИ Л И Н ЕЙ Н О М У  СООТН ОШ ЕН ИЮ  (4)

1. Для любого N  билинейному соотношению (4) 
можно удовлетворить, если все Ф, положить про­
порциональными одному и тому же выбранному 
элементу Фу (j  ф і ). В результате получим

Ф, = - A & j , і = 1, ..., j  - 1, j  + 1, ...,N;
У  j-1 = A & 1 + -  + A j -У  j + (8)

+ A j +1У  j +1 + ''' + a n у  n ,

где A, — произвольные постоянные. В формулах (8) 
можно сделать переобозначения символов 
Ф ^  У .

2. Для четных N  равенство (4) удовлетворяет­
ся, если обращаются в нуль изолированные пар­
ные суммы Ф, У , + Фу У  у = 0. В этом случае имеем 
соотношения

ф , -  А ф у. = о, а  у + у  у. = о (і ф j ),

4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (1) 
ДЛЯ ПОСТРОЕН ИЯ ТОЧНЫ Х РЕШ ЕН И Й  

НЕЛИ Н ЕЙ Н Ы Х  ОДУ
Проиллюстрируем возможности метода рас­

щ епления для построения точных реш ений нели­
нейных обыкновенных дифференциальных урав­
нений второго порядка с переменными коэф ф и­
циентами.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

y "x + a( x )f  (y )y 'x + b( x)g( y) + c( x)h(y) = 0 . (10)
Далее для краткости часто будем опускать ар­

гументы, входящие в преобразование ( 1) и иссле­
дуемые уравнения.

Сделаем замену (1) и подставим производ­
ны е (3) в (10). После умножения на Z получим 
уравнение

С :  -  № )2С 2СУ + a (x )f(y A 'x  + ( 11)
+ b(x)g(y%  + c( x)h(y)Z = 0.

Обозначая

Ф1 = A x  ,Ф 2 = ( 4  )2, Ф3 = ab'x ,
Ф4 = b, Ф5 = c;

У 1 = 1, У 2 = - Z-2Zy, У 3 = f ,
У  4 = gZ, У  5 = hZ,

(12)

приводим уравнение (11) к  билинейной форме (4) 
при N  = 5:

5
X  Ф«У n = 0. (13)
n=1

Рассмотрим два случая.
1. Уравнению (13) можно, например, тожде­

ственно удовлетворить, если положить

где Aj — произвольны е постоянны е, а индексы  i 
и j в совокупности принимают все значения от 1 
до N  .

3. При N  > 3 равенство (4) также будет удовле­
творяться тождественно, если задать линейные 
соотношения

Фт -  Aĵ N -1 -  ВтФN = 0  т = 1 2  •••, N  -  2;

У  N-1 + А1У 1 + -  + An  ̂ n -2 = 0, (9)

У  N + В1У 1 +-----+ BN-2У  N-2 = 0,

где А, и B, — произвольные постоянные. В форму­
лах (9) можно сделать переобозначения символов 
Ф ^  У  или одновременные парные перестанов­
ки Ф, ^  Ф t и У, ^  У,..

Существуют и более сложные линейные ком­
бинации вида (6), тождественно удовлетворяю­
щие билинейному соотношению (4).

ф 1 = ^1ф 4, ф 2 = ^ ^ , Ф3 = 0;
У  4 = - W ,  У  5 = ^ 2 ,

(14)

где к1, к2 — произвольны е постоянны е. П одста­
вив (12) в (14), приходим к  системе уравнений

4 x  = k b , ( b 'x  )2 = k2C, a = 0;

g Z = - k1, hZ = k2Z-2Zy.
(15)

При k1 = k2 = 1 решение системы (15) имеет вид 

c = B2, h = -ggy ,

B  = J bdx + b0, Л = J Bdx  + C ,

где b0 и C — произвольные постоянные. В резуль­
тате получим уравнение

y ^x  + b(x)g(y) -  B 2(x)g(y)gy (y) = 0,
B( x) = J b( x)dx  + b0,

(16)
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где b(x) и g(y) — произвольные функции, которое 
допускает однопараметрическое семейство точ­
ных реш ений

f B (x )dx + C = - f (17)
J J g(y)

Отметим, что трехпараметрическое уравнение 
типа Эмдена—Фаулера

„ 2м . _ n m т а 2n+2 2m-1 л
Ухх + а х У  ----- -2  x У = 0

(n + 1)
является частным случаем уравнения (16) при 
b(x) = а х п, g(y) = ym, bo = 0 .

2. Уравнение (13) удовлетворяется при выпол­
нении условий

Ф1 — &1Ф3, Ф2 — к2Ф4, Ф5 — 0;
-В Д , ¥4  = - h t f  2,¥3 =

(18)

где к1, к2 — произвольны е постоянны е. П одста­
вив ( 12) в (18), приходим к  системе

* x  = kab'-x, ( *  )2 = кф, c = 0;

f  = - К  g Z=  k2C \'y ,
(19)

решение которой при k1 = k2 = -1  имеет вид 

b = - e~2 A, A  = j  adx, «  = j  e~ Adx  + C1,

f  = 1, Z= ±(2G  + C2)- 1/2, G = j  gdy + C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные, a = a( x) 
и g = g( y) — произвольные функции. В итоге по­
лучим нелинейное уравнение

y'Jx  + a(x)y'x  -  exp[-2A(x)]g(y) = 0, 

A(x) = j  a(x )dx,
(21)

общее решение которого имеет две ветви и может 
быть представлено в неявной форме

j  exp[- A(x)]dx + C1 =

Z( y) = ± [ 2j  g(y)dy + C2 ]" U2 .
Пример 3. Рассмотрим теперь уравнение с 

квадратичной нелинейностью относительно про­
изводной

y xx  + a (x ) f  (y)(y'x )2 + b(x)g(y)yx + c(x)h(y) = 0. (23)
Сделав замену (1), подставим производные (3) 

в (23). После элементарных преобразований по­
лучим уравнение

Ф1 = VL, ф  2 = («x )2, Ф3 = a(«x )2,
Ф4 = bft'x, Ф5 = c;

Щ = 1 Щ = Zy  ¥  = f
¥ 1 = Z’ Т 2 = „3 , ¥ 3 = „2 ,zy _

z3’ z2’

(25)

¥4  = z , ¥5  = h

Уравнению (13) можно удовлетворить, если 
положить

Ф1 — к1Ф5, Ф2 — к2Ф4, Ф3 — к3Ф5 + к4Ф4;
¥4  = - к 2¥2 -  к4¥3, ¥5  = - к ¥ 1  -  к3¥ 3,

(26)

где к1, к2, к3 — произвольные постоянные. П од­
ставим (25) в (26). Получим переопределенную 
систему

vx* = кс  (vx)2 = k2b^X,

a(^x )2 = к3С + k4bVx; (27)

Zy
Z3 -  z2’g = к  -  fa f h = - к1 z  -  к3 f .

При к1 = к2 = 1, к3 — a , к4 = в решение уравне­
ний (27) можно представить в виде

a = ab  2b'x + в, c = b'x, V = f bdx + C;
1 (28)

g — - в Д -Z y, h = - (a fZ  + 1)Z, z = Z,

где b = b( x ) , f  = f  (y), Z = Z(y) — произвольные 
функции, C , a , в — произвольные постоянные.

Подставив (28) в (23) и (1), приходим к  уравне­
нию

y''x + ( a b ~2b 'x + e ) f  (yx)2 -  (29)

-  b(ef Z + Zy )yx -  bxZ(af Z + 1) = 0,
которое допускает однопараметрическое семей­
ство реш ений

J  bdx + C = J  &  (30)

Пример 4. Будем искать точные реш ения урав­
нений вида

yxyxx + a( x ) f  (y)( y'x )2 + b(x)g(y)y'x + 
+ c( x)h(y) = 0.

(31)

Сделаем замену (1) и подставим производ­
ны е (3) в (31). В результате получим

С  _  № Й у + Щ 1  + *£Дк + ch — 0, (24)
z z 3 z2 z

которое можно представить в билинейном виде (13), 
где

« Ж .  -  4 М 7  + *£*2 + ch = 0. (32)
z2 z4 С2 z

Это уравнение можно представить в билинейной 
форме (13), если обозначить
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Ф 1 — « x « x, Ф 2 — (« x )3, Ф 3 — a(« x )2,

Ф 4 — b&x , Ф 5 — с;
II |__ ш — zy

Ш2 — - ^4 , Ш3 и (33)

Ш  = Z , Ш5 = h.

Рассмотрим два случая.
1. Уравнению (13) можно тождественно удо­

влетворить, если использовать линейные соотно­
ш ения

Ф3 — *3ФЬ Ф4 — ^1Ф2> Ф5 — ^ Ф2;
Ш  = - № ,  Ш2 — ^ 4 -  *2^5,

ф 1 — А̂1ф 2, Ф3 — ^2Ф 2>
Ф 4 — ^3Ф2, Ф5 — (40)

Ш2 —- №  -  №  -  кгЧ 4 -  кАШ5,
где k1, k2, k3, k4 — произвольные константы. Под­
ставив (33) в (40), имеем систему для поиска неиз­
вестных функций

С с — h(b 'x )2, a — k2$'x, 

b — k 3(Vx )2, c — kA(®x )3; (41)

%  — ki + Щ - + + kAh.
z4 z2 z2 z 4

Решение первых четырех уравнений (41) описы­
вается формулами

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Под­
ставляя в (34) зависимости (33), приходим к  си­
стеме

b — k1(^X Е  a®x — k 3̂ 'Xcx, c — («x)3; (35)

1 — - k f , Zy — K g  Z3 + k2hZ4.

Решение первых четырех уравнений (35) имеет 
вид

a — k3 — , b — k1v 2, c — k2v3,
v 1 (36)

«  — f vdx + C; f  —-----,
J k3

где v — v(x) — произвольная функция, C — произ­
вольная постоянная. Подставляя (36) в (31) и по­
лагая k1 — k2 — 1, получим уравнение

y'xVXx -  — (yX )2 + V2gy'x + v3h — 0, (37)
v

которое содержит три произвольные функции 
v — v(x), g — g(y) , h — h(y) . Его общее решение 
определяется неявной зависимостью

f  vdx + C — f  Zdy, (38)

где C — произвольная константа, а функция 
Z — Z(У) является решением последнего уравне­
ния (35) при k1 — k2 — 1:

zy — hZ4 + g z3. (39)

a  —-------- -̂2------ b  —-------1—3------
k1(C1 x + C2) ’ k 2(C1 x + C 2)2’ (42)

c — Ct3k4 « — ln(C1 x + C2) + C

k13(C1 x + C2)3’ k1 ’

где C , C1, C2 — произвольные постоянные.
Подставим (42) в (31). Полагая C1 — 1, C2 — 0, 

k1 — - 1, k2 — k3 — k4 — 1, приходим к  уравнению

y 'x y 'x x  + x ~ lf (y )(y 'x)2 + x_2g(y)yx + x_3h(y) — 0, (43)

где f  (y), g( y), h (y ) — произвольные функции. Об­
щее решение уравнения (43) можно представить в 
неявной форме

ln  x + C — f  Z(y)dy, (44)

где функция Z — Z(y) определяется из ОДУ перво­
го порядка

Zy + [1 -  f  (y)]Z2 -  g(y)Z3 -  h(y)Z4 — 0, (45)

которое получено из последнего уравнения (41) 
при k1 — - 1, k2 — k3 — k4 — 1.

Замечание 4. Уравнение (43) является однород­
ным по переменной x .

Пример 5. Рассмотрим дифференциальное 
уравнение

[a( x)f(y)y 'x  ]x + b( x)g(y)yx + c( x )h(y) — 0. (46)

Сделав замену (1), получим уравнение

В уравнении (39) переменные разделяются, ес­
ли ag  + Ph — 0 , где а  и р — произвольные посто­
янные. Поэтому уравнение (39) интегрируется в 
квадратурах, например, при g  = 0 или h = 0 .

2. Уравнению (13) можно удовлетворить, если 
положить Ф1, Ф3, Ф4, Ф5 пропорциональными Ф2. 
Тогда получим следующие зависимости:

(a«  ) 'x f  + a(^ 'x )2 f  + bft'xg + chZ — 0, (47)

которое можно представить в билинейной форме

4
X  Ф n — 0, (48)
П—1
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где решение которой можно представить в виде

Фі = (a'&x  )'x, Ф2 = a(Vx  )2,

Ф3 = b&x , Ф 4 = c; (49)

* 1 = f , * 2 = c / v a ,  * 3 = g , * 4 = к

Далее рассмотрим два случая.
1. Уравнению (48) можно удовлетворить, если 

положить

Ф1 = —̂1Ф3> Ф2 = —*2Ф4; (50)
* 3 = *1* 1, * 4 = *2* 2, ( )

где *1, *2 — произвольные числа. Подставив (49) в 
(50), имеем уравнения

(a&x )Х = —*1b&x, a(®x)2 = —*2C; (51)

hZ = Ш Ю у ,  g = * f .
Решая систему (51), получим следующие зависи­
мости:

exp (—2 * 1 b dx ),

= CI  ̂ exp  (—* 1 b dx  jdx  + C1;

_CT

(52)

g = *1f ,  Z = ± f  (y) *  |  f  (y)h(y)dy
-1- 1/2

L*2
+ C2

где a = a( x ) , b = b( x ) , f  = f  (y), h = h( y) — произ­
вольные функции, C , C1, C2 — произвольные по­
стоянные. Полагая C = *1 = *2 = 1 в (52), прихо­
дим к  уравнению

[a(x)f(y)y 'x  ]'x + b(x)f(y)y 'x  -  
1

a( x)
exp 2 І dx  |h(y) = 0, 

a(x)

(53)

общее решение которого можно представить в 
неявной форме

= ± |  f  (y) [ 2j  f  (y)h( y)dy + C2 dy,

(54)

где C1, C2 — произвольные постоянные.
2. Соотношение (48) обращается в верное тож­

дество, если имеют место линейные связи

ф 1 = —*1ф 4, ф 3 = —*2Ф4;
*  2 = 0, *  4 = *1*1 + *2* 3,

где *1, *2 — произвольны е константы . П одста­
вив (49) в (55), получим систему

(a-d-'x )' = —*1c, b^x = —*2c;

(f/Z )y  = 0, hZ = *1f  + *2 g,

b = * 2 ^ , c = — Z * , л  = I 1 dx + C ; 
*1 I  *1 J a

h =  *JjJC 2g, £ f ,
Y f

(57)

где a = a( x), v = v( x), f  = f  (y), g = g(y) -  произ­
вольные функции, C , у — произвольные постоян­
ные. Полагая *1 = *2 = у = 1 в (57), приходим к 
уравнению

[a( x ) f  (y)y'x  ]'x  + a( x )bx(x )  g(y)yx — 
v(x)

— vx (x) 1 + g(y)
. f(y).

= 0,

(58)

которое допускает однопараметрическое семей­
ство решений

’v(x)
a( x)

dx  + C = |  f  (y)dy,

где C — произвольная постоянная.

5. ОБО БЩ ЕН И Я, ОСНОВАННЫ Е 
НА ИСПО ЛЬЗО ВА НИ И ЭКВИВАЛЕНТНЫ Х 

УРАВНЕНИЙ
Другие точные реш ения можно получить, если 

вместо преобразованного уравнения (4)—(5) рас­
сматривать эквивалентные дифференциальные 
уравнения, которые сводятся к  (4)—(5) на множе­
стве функций, удовлетворяющих соотношению (1).

Укажем здесь два класса эквивалентных урав­
нений, которые будут использованы далее.

1. М ожно использовать уравнения вида
N
X  Ф n*n = 0, Ф n = Ф „П„(а ),
n=1 (59)

*  n = *  n / Hn(Z), Z  = I Z(y)dy,
которые сохраняют билинейную структуру и, в 
силу (1) (т.е. Л = Z ), эквивалентны уравнению (4)— 
(5) для любых функций пп(Л) .

2. Также можно использовать уравнения вида
N

G (x , y , Л) — G( x, y, Z ) + X  Ф n*  n = 0, (60)
n=1

которые для любых функций G(x, y, z) эквива­
лентны уравнению (4)—(5).

Использование принципа расщепления к 
уравнениям (59) и (60) в случае общего положе­
ния будет приводить к другим точным решениям 
рассматриваемого класса ОДУ, чем использова­
ние этого принципа к уравнению (4).
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Для иллюстрации вышесказанного вернемся к 
дифференциальному уравнению (46). Как и ра­
нее, его реш ения ищем в виде (1). Подставляя 
производные (3) в (46), получим уравнение (47). 
Вместо этого уравнения рассмотрим более слож­
ное уравнение

зависящему от двух произвольных функций f  (у) 
и g(y) и двух свободных параметров а  и в, кото­
рое допускает точное решение в неявной форме

№  )'x f  + )2 \ f 1 + bVxg + chZ^ -  = 0,IZ J у  n ( z ) (61)

Z  = J Z( y)dy,

где r|(fl) — произвольная функция. Уравнение (61) 
эквивалентно уравнению (47) в силу (1).

Уравнение (61) можно представить в билиней­
ном виде

4X Ф«*« = 0,
n=1

где использованы обозначения

Ф 1 = (aft'x  )X, Ф 2 = a($ 'x )2,

(62)

Ф 3 = M X, Ф 4 = cn(fl);

*  1 = f , *  2 = ( f / Z)y,
*  3 = g, *  4 = hZ/ n(Z).

Уравнению (62) можно удовлетворить, если 
положить

Ф1 = -Ф 4, Ф2 = "Ф 3; *  1 = *4 , *2  = *3- (64)
Подставив (63) в (64), приходим к  системе урав­
нений

(a-d-'x )X = -cp(fl), a-d-'x = -b;
(65)

f  = hZ/ n(Z), ( f / Z)y = g ,
реш ение которой можно представить в виде 

b = - aflx, c = - (afl'x )x/n (fl);

Z = f , h = Gp (  ̂ у ) , G = J  gdy + Q , (66)

где a = a(x), fl = fl(x), f  = f (y ) ,  g = g(y), n (fl) -  
произвольные функции, С1 — произвольная по­
стоянная. Рассмотрим конкретные примеры. 

Пример 6. Положим в (66):

a = 1, b = - ( a e x + ве- x), c = - 1,

fl = a e x -  в e~x, n(fl) = fl, C1 = 0.
В результате приходим к  нелинейному уравне­
нию

При f (у) = у2, g(у) = у  уравнение (67) прини­
мает вид

(у 2У'x )x -  (ae x + ве_x )yyX -  у3 = 0,
а его точное решение точное решение (68) может 
быть представлено в явной форме

у  = 2 (a ex -  в e~x).

Пример 7. Положим в (66):
a = 1, b = - k  cos x, c = 1, 

fl = k  sin x, n(fl) = fl, C1 = 0.
В результате приходим к  уравнению

[ f  ( у К ]x -  k  cos x g ^ x  + G(у) J ^  dy = 0,
J G(у) (69)

G (у) = J  g( у Му,

которое допускает точное решение в неявном виде

k  sin x = f dy. (70)
J G(у) '  V 2

В (69) и (70) подставим функции f  (у) = у  , 
g( у) = у . Получим уравнение

(у2у'х)x -  k  cos xyy'x + у3 = 0, 
которое допускает точное решение в явном виде

у  = 1 k  sin x.
2

6. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (1) 
ДЛЯ УП РО Щ ЕН И Я УРАВНЕНИЙ

Покажем, что преобразование (1) может ис­
пользоваться также для упрощения уравнений. 

Пример 8. Рассмотрим уравнение

у ^  + f t i W x  )2 + b ^ g ^ x  + c(x)h^) = 0. (71)
Преобразование (1) приводит (71) к  виду

flxx + (fl'x)2 Z f  (у) - ^ +
(72)

[f ^ b ' x  ]'x -  (aex + в e x Ш у Ы  -

-  G (у )Г dy = 0,
J G(у) '  ’

G (у) = J gOOd ^

+ b( x)g(y)flX + c( x)h^)Z  = 0.
В (72) положим

f 0 0  -^т  = 0, g(у) = 1, h(y)Z = 1, (73)
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что дает

Z = exp [ J f  (y )d y \, h(y) = exp [ - J f ( y ) d y ] . (74)

В результате имеем нелинейное уравнение

УУ + f  (y )( Ух  )2 + b(  x )y 'x  +
+ c(x)exp - J f(y )d y = 0, (75)

где b( x), c( x), f  (y) — произвольные функции, ко­
торое с помощью преобразования

« = J exp J f  (y)dy dy, (76)

Для построения точных решений уравнения (81) 
на начальном этапе используем нелинейное пре­
образование [20—22]

«  = J Z(u)du, (82)

где «  = « (х, t) и Z = Z(u) — функции, которые 
ищутся в ходе дальнейшего анализа. После того, 
как эти функции будут определены, интегральное 
соотношение (82) будет задавать точное решение 
рассматриваемого уравнения в неявной форме.

Дифференцируя (82) по независимым пере­
менным, находим частные производные

приводится к линейному уравнению

« Хх + b( х)« х + c(x) = 0. (77)
Это уравнение легко интегрируется с помощью 
подстановки и = « х.

Пример 9. Автономное уравнение второго по­
рядка общего вида

У»  + F  (y , Ух ) = 0 (78)

преобразованием (1) при « х ) = х + С1, где С1 — 
произвольная постоянная, приводится к уравне­
нию первого порядка

zy = Z 3F  (y,1/Z). (79)
Аналогичным образом понижается порядок 

автономного уравнения любого порядка.
Замечание 5. Решение более общего, чем (78), 

нелинейного уравнения

УУ - — Ух  + v 2F  (y, Ух /V) = 0, (80)
V

где v = к(х) и F  (y, z) — произвольные функции, 
можно представить в неявной форме (38), где 
функция Z = Z(y) удовлетворяет обыкновенному 
диф ф еренциальном у уравнению  первого п о ­
рядка (79).

Замечание 6. Уравнение (21) является частным 
случаем уравнения (80) при

у(х ) = exp - J а(хd ], F (y, z) = -g(y). 

Замечание 7 Уравнение (37) является частным
случаем уравнения (80) при F  (y, z ) = g(y) + h( y)z -1

7. Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 
С ЧАСТНЫ М И ПРОИЗВОДНЫ М И.

МЕТОД ПОИСКА ТОЧНЫ Х РЕШ ЕН И Й
Описанный в разд. 2 метод построения точных 

реш ений допускает обобщение на случай нели­
нейных уравнений с частными производными. 
Для простоты будем рассматривать уравнения с 
двумя независимыми переменными

F ^ , t, их, ut, ихх, иха, Utt,...) = 0, (81)
где и = и( х, t) — искомая функция.

и х
« х = « t и = « хх’ и хх

z

« x« tZU
и х1 — z

z3 ,

(83)

Будем считать, что после подстановки выра­
жений (83) в (81) полученное уравнение можно 
преобразовать к  билинейному виду (4), где

ф п = Ф п(хА « х , « t ,« хх - "Х

у  п = у  п(и, z, zu, z uu ,•••)•
(84)

Дальнейшая процедура построения точных реш е­
ний основана на использовании метода расщ еп­
ления к  уравнению (4), в которое подставляются 
функции (84), и полностью аналогична процеду­
ре, изложенной в разд. 2 .

Применяя описанный метод в [20, 22] был полу­
чен ряд точных решений нелинейных уравнений 
диффузионного типа. Ниже этим методом будут 
построены несколько новых точных решений.

Рассмотрим класс нелинейных уравнений ре­
акционно-диффузионного типа с переменными 
коэффициентами

и, = [а( x)f(u)U x  ]х + b( x)g(u) + с(х )к(и). (85)
Далее для краткости аргументы функций, входя­
щих в преобразование (82) и уравнение (85), часто 
будут опускаться.

Сделав замену (82), подставим производные (83) 
в (85). После элементарных преобразований по­
лучим

- « t + (а«х )xf  + а « 2 f J + bg z + chz = 0. (86)

При z = 1 уравнение (86) совпадает с исход­
ным уравнением (85), где и = « . Поэтому на дан­
ном этапе никакие реш ения не теряются.

Введем обозначения:

Ф 1 = - « t, Ф 2 = (а « х )х, Ф 3 = а « ,
Ф 4 = b, Ф 5 = c;

4 5 (87)
У 1 = 1, у  2 = f ,  У 3 = ( f  / z)U,

У  4 = g  z, У  5 = hz.
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В результате уравнение (86) можно представить в 
билинейном виде (4) при N  = 5:

5
X  Ф «^ n = 0. (88)
n=1

Пример 10. Уравнению (88) можно тожде­
ственно удовлетворить, если использовать ли­
нейные соотношения

ф 1 = —ф 4, ф 2 = 0, ф 3 = —Ф5;
^1 = ^ 3  = ^5-

Подставляя (87) в (89), приходим к  уравнениям 

= b, (abx )x = 0, a fy  = -c;

g Z = 1, ( f/Z ) 'u = К
Общее решение переопределенной системы, со­

стоящей из первых трех уравнений (90), имеет вид

(89)

(90)

b( x) = в, c(x) = X2
a(x) ’

x , t) = P t + X J + C1,
J a( x)

(91)

где a(x) — произвольная функция, C1, P, X — про­
извольные постоянные. Общее решение систе­
мы, состоящей из двух последних уравнений (90), 
записывается так (берутся одновременно либо 
верхние, либо нижние знаки):

g
= +3/2 В Д  + С2 h = +- f

f  ' V 2 E (m) + C2 (92)
E  (u) = J f  (u)h(u)du,

где f  (u) и g(u) — произвольные функции. Из фор­
мул (91) и (92) получим два уравнения

u  = [a(x )f (u)ux]x + P ^ 2E(u) + C"1 -  h(u), (93)
f (u )  a(x)

которые допускают точные реш ения типа обоб­
щ енной бегущей волны в неявной форме

+ J _ f u ) d u _  
K j  2E  (u) + C2

P, + xJ d L  + C ,.
J a(x)

(94)

Сделав переобозначения P ^  + P , C1 ^  +C1, 
h(u) ^  h(u)/2 в (93) и (94), приходим к  одному 
уравнению

ut = [a(x ) f  (u)ux ]x + 7 ^  VE(u) + C2 - ~ ^ ~  h(u),
f(u )  2a( x) (95)

E  (u) = J  f  (u)h(u)du,

которое допускает два точных реш ения

f f  (u)du 
E  (u) + C2

Pt + x J -d^  + C1. 
J a(x)

(96)

Отметим, что уравнение (95) содержит три 
произвольные функции a(x), f  (u), h(u) и три про­
извольные постоянные C2, P, X.

В частном случае h(u) = 1 уравнение (95) и его 
точные реш ения (96) были получены в [45].

Замечание 8. Более общее, чем (95), уравнение

ut = [a(x ) f (u)ux]x + E (u) + C2 -  ,
f (u )  2a( x)

E  (u) = J f  (u)h(u)du,

зависящее от четырех произвольных функций 
a( x), f  (u), h(u), P(t), допускает два точных реш е­
ния

J f(u)du  = J P(t)dt + X f —  + C1. 
j Ve (u) + C2 J J a(x) 1

Опуская промежуточные выкладки, приведем 
еще два новых точных реш ения нелинейных 
уравнений диффузионного типа достаточно об­
щего вида, которые зависят от пяти произволь­
ных функций.

Пример 11. Нелинейное уравнение параболи­
ческого типа

ut = [a( x ) f  (u)ux  ]x  + b( x)g(u)ux  +

+ bx( x)G(u) + X(t)G (u), G (u) = J g(u)du 
f (u )  J

допускает точное решение с функциональным 
разделением переменных в неявной форме

J X(t)dt -  J dx + C = J du,
a( x) G(u)

где a(x), b(x), X(t), f (u ) , g(u) — произвольные 
функции, C — произвольная постоянная.

Пример 12. Уравнение

ut = [a( x)f(u )u x  ]x  + b(x )f(u)u x  + c( x)F  (u) +

+ X / F f , F  (u) = J f  (u)du

имеет точное решение с функциональным разде­
лением переменных в неявном виде

exp (J X(t)dt ) q>(x) = J f  (u)du,

где a(x), b(x), c(x), f  (u), X(t) — произвольные 
функции, а функция ф = ф( x) удовлетворяет ли­
нейному ОДУ второго порядка

[a(x )фX ]x + b( x)фX + c(x )ф = 0.

8. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Описаны различные классы нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений с 
переменными коэффициентами, которые допус­
кают построение точных реш ений методом рас­
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щепления. Реш ения ищутся в виде неявной зави­
симости, которая содержит несколько свободных 
функций (эти функции определяются в ходе 
дальнейшего анализа). Особое внимание уделено 
нелинейным уравнениям общего вида, которые 
зависят от одной или нескольких произвольных 
функций. Получен ряд новых точных решений 
нелинейных ОДУ. Показано, что используемый 
подход допускает обобщение на нелинейные 
уравнения с частными производными. Построе­
ны  новые точные реш ения с функциональным 
разделением переменных для уравнений реакци­
онно-диффузионного типа.

Работа выполнена по теме государственного зада­
ния (№ госрегистрации AAAA-AA20-120011690135-5) 
и при частичной финансовой поддержке Россий­
ского фонда фундаментальных исследований 
(проект №  18-29-10025).
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