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Для описания распространения уединенных волн в оптических средах в настоящее время использу
ется ряд нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. В данной работе ис
следуется нелинейная динамика, описываемая уравнением Радхакришнана—Кунду—Лаксманана 
для нелинейных дисперсионных волн в сохраняющих поляризацию оптических волокнах с нели
нейностью Керра. С целью исследования динамических процессов в исходном уравнении исполь
зованы безразмерные переменные. Введены переменные бегущей волны, которые позволили запи
сать его в виде системы из двух обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка. 
Для векторного поля нормального вида этой системы в шестимерном фазовом пространстве рас
считана дивергенция. Установлено, что изучаемая система уравнений не является диссипативной. 
По алгоритму Беннетина проведен расчет старших ляпуновских показателей исследуемой системы 
уравнений при различных значениях одного из параметров модели. Установлено, что несмотря на 
то, что при некоторых значениях параметра в системе присутствует положительный старший ляпу- 
новский показатель, существование аттрактора и хаотического режима динамики не реализуется, 
поскольку по одной из переменных решение неограниченно убывает, а алгоритм Беннетина требует 
выбор начальной точки на аттракторе.

Ключевые слова: оптические солитоны, уравнения в частных производных, ляпуновские показатели, 
хаос
DOI: 10.1134/S2304487X20010058

1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование распространения импульсов в 

оптических средах является важной проблемой и 
в настоящее время интенсивно изучается [1—5]. 
Как правило динамика таких процессов описыва
ется с помощью целого ряда нелинейных дифф е
ренциальных уравнений в частных производных, 
таких как нелинейное уравнение Ш редингера [6], 
уравнение Ф окаса—Леннелса [7].

Одним из важных факторов, определяющих 
динамику оптических солитонов, является учет 
дисперсионных выражений. Они возникают то
гда, когда дисперсионный член в оптическом 
уравнении доминирует, что ведет к существова
нию уединенных волн солитонного типа. В дан
ной работе рассматривается уравнение Радхак- 
риш нана—Кунду—Лаксманана, которое было ис
пользовано ранее в ряде работ, в которых были 
получены его точные реш ения [8—13].

Уравнение Радхакришнана—Кунду—Л аксма- 
нана, описывающее дисперсивные нелинейные

волны в сохраняющих поляризацию волокнах с 
нелинейностью Керра, имеет вид

Щ + auxx + b\u\2u = ia(\u\2u)x -  ф u^x, (1.1)
где a, b, a , в — параметры уравнения. Здесь 
u(x, t) — комплекснозначный профиль волны с 
независимыми переменными x  и t , учитывающи
ми пространственную и временную компоненты. 
Параметр a отвечает за дисперсию групповой 
скорости, b — коэффициент Керра, параметр a  
устраняет возможность появления ударных волн, 
в характеризует дисперсию третьего порядка, 
приводящую к  оптическим импульсам.

Нелинейные динамические процессы, описы
ваемые уравнением (1.1), до настоящего времени 
практически не изучались. Уравнение (1.1) имеет 
определенное применение в медицине [14], по
этому интерес представляет изучение его дина
мики и выявление в нем хаотического поведения, 
так как  на практике его присутствие неж ела
тельно.
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2. ДИ НА М ИКА СИСТЕМ Ы  УРАВНЕНИИ 
В ПЕРЕМ ЕНН Ы Х БЕГУЩ ЕЙ ВОЛНЫ, 
ПОЛУЧЕННОЙ ИЗ УРАВНЕНИЯ RKL

Для исследования нелинейной динамики, 
описываемой уравнением (1.1), удобно ввести 
безразмерные переменные. Введем переменные

u = Au', x  = Xx', t = Tt,
где A, Х и  T  — постоянные, тогда для удобства сра
зу пренебрегая штрихами, получим, что уравне
ние (1.1) примет вид

iut + aTr uxx + b\A\2T\u\2u = 
X

= > M L  (\u\2u), -  2 1
(2.1)

3 uxxx-

A\2 x  = a= b!e T  = a
a 3 ’ b3(3 b

(2.2)

Пусть a a  = к . С учетом (2.2) уравнение (2.1) име-
bP

ет вид

iut + Kuxx + \u\2u = i(\u\2u)x -  uxxx. (2.3)

i ( -C0y z + 2Ky zy z + w «  -  3y2y z + У,,, -z z z zz z zzz

-  3Уz ¥ z 2 -  3y¥z¥zz) + C°УУz + гоУ +

+ KVzz -  кУУz2 + У3 + y 3Vz -  3yzz¥z -
3

(2.5)

-  yV zzz -  ^ У «  + y ^ z = °
Приравнивая к  нулю действительную и ком 

плексную части уравнения (2.5), получим следу
ющую систему уравнений

- C°yz + 2кУ,У , + W z z  -  3y2yz + yzzz -

-  3yz¥ z 2 -  3y¥z¥zz = °  (2 6 )
гоУ + C°y y  z + KVzz -  к у у z2 + y 3 + У3Уz -

-  3yzzVz -  УУzzz -  ^ У «  + y ^ z3 = °- 
В нормальной форме она выглядит следую

щим образом

vz = C°u -  2кuф -  куц + 3y 2u + 3uф2 + 3уфц,

цz = го + С°ф + к —  кф + у  +
У

. 2, 3кф 3un 3
У У

yz = u  uz = V У z = ф фz = M-

(2.7)

Векторное поле системы (2.7) в шестимерном 
фазовом пространстве имеет вид

L(v, ц, у, u, у , ф) = {C°u -  2^ ф -  куц +

+ 3y u + 3uф + 3уфц, го + С°ф + к — -  к ф + (2.8)
y

+ У2 + у2ф - -  3^м + ф3, u,v ,ф,ц}.
У У J

Дивергенция этого поля

X  X  3
В (2.1) приравняем к  единице коэффициенты при 
третьем члене левой части и членах правой части. 
В результате имеем

div(L) = ^  + dL i + dLy + ^Lu + 
dv дц Эу du

+ dZy + д Д ф

(2.9)

Будем искать решение уравнения (2.3) в виде

u(x, t) = y(z)eiy(z)-rot, z  = x -  C°t, (2.4)
подставляя (2.4) в (2.3), получаем следующее 
уравнение

= _ 3u 
д у  дф у '

На рис. 1 приведены зависимости перем ен
ных y и u  от z . Из них видно, что ансамбль на
чальных условий, занимающий объем AV°, не 
концентрируется на аттракторе, так как объем из

меняется по закону Л V = Л V° exp (— ), а знак вы

ражения под экспонентой не является постоянно 
отрицательным.

Динамику уравнений (2.7) исследуем при по
мощи вычисления старшего ляпуновского пока
зателя при варьировании параметра к. Старший 
ляпуновский показатель вычислялся по алгорит
му Беннетина [15].

Ляпуновские показатели качественно описы
вают степень расхождения близких траекторий 
системы. Для обнаружения хаотического поведе
ния достаточно рассчитать старший ляпуновский 
показатель.

Алгоритм его вычисления следующий. После 
достаточного времени для выхода системы на ат
трактор выбирается начальная точка фазового 
пространства v °. Затем рассматриваются выходя
щ ая из точки v ° невозмущенная траектория и вы
ходящая из точки v ° + 5v ° возмущенная траекто
рия. При расчетах использован вектор начально
го возмущения с единичной нормой 5v ° =  (°, °, 1, 
°, °, °). Выбирая интервал времени T  = 1 и одно
временно решая численно систему уравнений (2.7) 
и систему уравнений, описывающую эволюцию 
малого возмущения 5v = (5v, 5ц, 5y, 5u, 5у, 5ф)

5vz = C°5u -  2к5uф -  2ки5ф -  к5уц -  

-  ку5ц + 6y5yu + 3y25u + 3uф2 + 6uф5ф +
+ 35уфц + 3у5фц + 3уф5ц,

5 ц  = C05ф + к —  -  -  2ф5ф + 2у5у +
У У

+ 2у5уф + У25 ф - ^  + ^ - Д М -
(2.1°)

y
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Рис. 1. Зависимость переменных у  и и от z  при Cq = 1, ю = 1, к = -79.5.

2
у у у

5yz = 5u, 5uz = 5v, 5 y z = 5ф, 5фz = 5ц,

получаем вектор состояния и его возмущение в 
момент T : v(T) = vb 5v(T) = 5v^ Величина ||5v1|| 
описывает изменение нормы вектора возмуще
ния за время T . Переопределив вектор возмуще
ния так, чтобы у него была единичная норма: 
5v1 = 5v1/ ||5v1||, продолжим численно решать си
стемы уравнений (2.7) и (2.10) с начальными 
условиями v1 и v1 + 5v1. Затем снова переопреде
лим вектор возмущения в момент времени 2T  и 
продолжим решать рассматриваемые системы 
уравнений с меняю щ имися на каждом шаге на
чальными условиями в течение M  шагов. Эволю
ция амплитуды возмущения системы характери
зуется старшим ляпуновским показателем, так 
как начальное условие v0 взято на аттракторе, а 
начальное возмущение траектории выбрано на
угад. Фактор изменения амплитуды за M  шагов 
определяется в соответствии с нормой

P =
м

м  І Г
(2.11)

Старший ляпуновский показатель оценивает
ся по формуле

Количество шагов, используемое при проведе
нии рассчетов, M  =  10000.

График зависимости старшего ляпуновского 
показателя от параматра к  представлен на рис. 3. 
Из графика видно, что при некоторых значениях 
к  старший ляпуновский показатель положите
лен, но информации о хаотическом режиме в си 
стеме это не дает, так как в алгоритме Беннетина 
начальная точка должна выбираться на аттракто
ре, а аттрактора в системе нет, потому что пере
менная у  неограниченно убывает (рис. 2).

Л = £ l n ( P ) = 1  £  1п(||5Ш  
м  M n=1

(2.12) Рис. 2. Фазовый портрет при С0 = 1, ю = 1, к = -79.5.
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Рис. 3. Зависимость ляпуновских показателей от к при Cq =  1, га = 1.

3. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В работе рассмотрена система дифференци
альных уравнений в нормальном виде, получен
ная из уравнения в частных производных Радхак
ришнана-Кунду-Л аксманана путем перехода к 
переменным бегущей волны. Показано, что си
стема уравнений не является диссипативной. 
Описан алгоритм вычисления старшего ляпунов- 
ского показателя исследуемой системы и по нему 
рассчитаны старшие ляпуновские показатели для 
большого числа различных значений параметра к 
при фиксированных параметрах бегущей волны 
га и С0. Несмотря на то, что при некоторых к  стар
ш ий ляпуновский показатель положителен, на
личие хаотического поведения в системе не под
тверждается, так как решение системы по пере
менной у  неограниченно убывает.

Исследование выполнено за счет средств гран
та Российского научного фонда (проект 18-11
00209).
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Abstract—The propagation of solitary waves through optical media is described by a variety of nonlinear par
tial differential equations. In this work, the nonlinear dynamics of dispersive nonlinear waves in polariza
tion-preserving fibers having Kerr nonlinearity has been described by the Radhakrishnan-Kundu-Laksh- 
manan equation. Dimensionless variables are used in the initial equation to study of dynamic processes. The 
introduction of the traveling wave variables reduces the equation to the system of two third order ordinary dif
ferential equations. The divergence is calculated for the normal form vector field of this system. It has been 
found that this system of equations is not dissipative. The largest Lyapunov exponents are computed by the 
Bennetin algorithm for the different values of one of the model parameters. Despite the presence of a positive 
largest Lyapunov exponent for some parameter values, there are no attractors or chaotic dynamical regimes 
in this system, since the solution unboundedly decreases in one variable and the initial point in the algorithm 
has to be chosen on the attractor.
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