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Описаны новые методы построения точных решений нелинейных уравнений математической фи
зики с запаздыванием, основанные на использовании решений специального вида вспомогатель
ных более простых уравнений математической физики без запаздывания. Возможности предложен
ных методов иллюстрируются на нелинейных реакционно-диффузионных и волновых уравнениях 
с запаздыванием и переменными коэффициентами, которые содержат от трех до семи произволь
ных функций, зависящих от пространственной переменной или искомой величины. Получены но
вые решения типа обобщенной бегущей волны и решения с функциональным разделением пере
менных, допускающие представление в неявной форме. Приведены также примеры точных реше
ний более сложных нелинейных уравнений с переменным запаздыванием, которое произвольным 
образом зависит от времени. Рассмотренные уравнения и их точные решения могут быть использо
ваны для формулировки тестовых задач, предназначенных для проверки адекватности и оценки 
точности численных и приближенных аналитических методов решения соответствующих нелиней
ных начально-краевых задач для уравнений в частных производных с запаздыванием.
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фузионные уравнения с переменными коэффициентами, волновые уравнения с переменными ко
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1. ВВЕДЕНИЕ
Точные реш ения дифференциальных уравне

ний математической физики с частными произ
водными всегда играли и продолжают играть 
огромную роль в формировании правильного по
нимания качественных особенностей многих яв 
лений и процессов в различных областях есте
ствознания. Точные реш ения нелинейных урав
нений наглядно демонстрируют и  позволяют 
лучше понять механизмы таких сложных эф ф ек
тов, как пространственная локализация процес
сов переноса, множественность или отсутствие 
стационарных состояний при определенных 
условиях, существование режимов с обострени
ем, возможная негладкость или разрывность ис
комых величин и др. Простые реш ения линейных 
и нелинейных уравнений широко используются 
для иллюстрации теоретического материала и  не
которых приложений в учебных курсах универси
тетов и технических вузов (по теории тепло- и

массопереноса, гидродинамике, газовой динами
ке, теории волн, нелинейной оптике и др.). Даже 
те точные реш ения дифференциальных уравне
ний, которые не имеют ясного физического 
смысла, могут быть использованы в качестве те
стовых задач, позволяя анализировать область 
применимости и  точность различных численных 
и приближенных аналитических методов.

Методы поиска точных реш ений нелинейных 
уравнений с частными производными излагают
ся, например, в [1—9]. В [2—4, 6, 8—33] описаны 
точные реш ения нелинейных уравнений тепло
проводности, диффузии, теории волн, гидроди
намики и  некоторых других уравнений.

Для математического моделирования слож
ных явлений и процессов, состояние которых за
висит не только от данного момента времени, но 
и от одного или нескольких моментов времени в 
прошлом, используются дифференциальные 
уравнения с запаздыванием. К  подобным уравне
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ниям относятся, например, нелинейные уравне
ния реакционно-диффузионного типа с запазды
ванием

Ut = [a(u)ux ]x + f  (u, w)
и нелинейные уравнения волнового типа с запаз
дыванием

Utt = [a(u)ux ]x + f(u , w),
где u = u(x, t), w = u(x, t -  t), t = const > 0 — время 
запаздывания. Такие дифференциальные уравне
ния обладают рядом специфических качествен
ных особенностей [34—38], которые не присущи 
уравнениям без запаздывания.

В данной статье термин “точное реш ение” для 
нелинейных уравнений в частных производных с 
запаздыванием будем применять в случаях, когда 
решение выражается:

(i) через элементарные функции и неопреде
ленные или /и  определенные интегралы;

(ii) через реш ения обыкновенных дифф ерен
циальных уравнений без запаздывания или си
стем таких уравнений;

(iii) через решения обыкновенных дифф ерен
циальных уравнений с запаздыванием или систем 
таких уравнений.

Допустимы комбинации реш ений из пп. (i)— 
(iii).

Замечание 1. Если уравнение зависит от специ
альных или произвольных функций, то в п. (i) к 
элементарным функциям надо добавить также 
функции, входящие в уравнение.

Устойчивость реш ений типа бегущей волны 
реакционно-диффузионных уравнений с запаз
дыванием исследовалась в работах [39—44]. Н еко
торые точные решения этого типа, допускающие 
представление в элементарных функциях, полу
чены в [45].

Точным реш ениям нелинейных уравнений в 
частных производных с запаздыванием, отлич
ным от реш ений типа бегущей волны, посвящено 
сравнительно немного публикаций. В [46—57] 
описаны точные реш ения широкого класса нели
нейных уравнений и систем уравнений реакци
онно-диффузионного типа с запаздыванием. 
Точные реш ения нелинейных уравнений и си
стем уравнений гиперболического типа с запаз
дыванием получены в работах [37, 55, 58—61]. В 
[62] приведены некоторые точные реш ения урав
нения гидродинамического типа с запаздывани
ем (релаксацией) типа Каттанео—Вернотте. О 
специфических методах построения точных ре
ш ений нелинейных дифференциальных уравне
ний с запаздыванием см. [48, 53, 54]. Важно отме
тить, что методы группового анализа, которые хо
рошо зарекомендовали себя для уравнений 
математической физики без запаздывания [1, 2], 
малоэффективны для уравнений с запаздывани

ем (сравните, например, результаты работ [58] и 
[59], где рассматривались нелинейные уравнения 
типа К лейна-Гордона с запаздыванием).

В данной статье описаны два новых метода по
строения точных реш ений нелинейных уравне
ний в частных производных с запаздыванием, ко
торые основаны на использовании реш ений спе
циального вида вспомогательных более простых 
уравнений в частных производных без запаздыва
ния. Ш ирокие возможности предложенных м е
тодов демонстрируются на нелинейных реакци
онно-диффузионных и волновых уравнениях с 
запаздыванием и переменными коэф фициента
ми, которые содержат от трех до семи произволь
ных функций. Впервые получены точные реш е
ния в неявной форме нелинейных уравнений в 
частных производных с запаздыванием.

2. П ЕРВЫ Й М ЕТОД ПО СТРОЕНИЯ ТОЧНЫ Х 
РЕШ ЕН И Й  УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫ Х С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

2.1. Общее описание метода
Рассмотрим нелинейные уравнения в частных 

производных с двумя независимыми переменны
ми вида

Ф(х , Ux, Ut, Uxx, Uxt, Utt, ... ;«1, - , a m) = 0, (1)

где u = u( x , t) — искомая функция, a 1, . , a  m — сво
бодные параметры.

Покажем, что в некоторых случаях точные ре
ш ения уравнения (1) можно использовать для по
строения точных реш ений более сложных нели
нейных уравнений с запаздыванием. Справедли
во следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть уравнение (1) имеет ре
шение типа обобщенной бегущей волны, которое 
можно представить в неявном виде

F  (u) = k t + 0( x ), (2)
где константа k  определяется из алгебраического 
(трансцендентного) уравнения

P (k , a b... ,a m) = 0, (3)
а функция 0 = 0(x) удовлетворяет обыкновенно
му дифференциальному уравнению

Q( x, 0,0'x ,0''xx , ..;a 1 , ..,a m) = 0. (4)
Тогда более сложное нелинейное уравнение с за
паздыванием, которое получается из (1) фор
мальной заменой свободных параметров a 1, . , am 
на функции по правилу

a,. ^  ф,-(F(u) -  F (w)), i = 1,..., m, (5)

где w = u(x, t -  t), а ф, (z) — заданные (достаточно 
произвольно) функции, также допускает точное 
решение вида (2), причем константа к  и функция
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0 = 0(x) определяются из уравнений (3) и (4), в 
которых следует положить

а, = ф i (к т), i = 1, m. (6)
Доказательство. На решениях вида (2) имеем 

F (w) = k(t -  т) + 0(x) = F (и) -  к т, т. е.
F (u) -  F (w) = кт = const. (7)

Поэтому любое уравнение с запаздыванием, по
лученное из (1) заменой параметров а 1;. . . ,а т на 
функции по правилу (5), на решениях вида (2) в 
силу (7) эквивалентно уравнению  (1) при усло
вии (6).

Утверждение 1 можно использовать для по
строения точных реш ений в явном и неявном ви
де некоторых уравнений в частных производных с 
запаздыванием.

Замечание 2. В вырожденных случаях уравне
ние (4) может быть алгебраическим или транс
цендентным (т.е. не содержать производных 
функции 0) или даже задавать функцию 0 в явной 
форме. В частности, любое решение типа бегу
щей волны можно представить в виде (2) при 
0( x) = в x , где в — произвольная постоянная.

2.2. Методические примеры практического 
применения метода

Пример 1. Для иллюстрации практического 
применения утверждения 1 возьмем линейное 
уравнение диффузионного типа без запаздывания

Ц = uxx + a, (8)
где a — свободный параметр.

Уравнение (8) допускает простое точное реш е
ние с разделяющимися переменными, которое 
записывается в явном виде

и = k t + Xx2 + С1 x + C2, (9)

где C1, C2, X — произвольные постоянные, а пара
метр к  следующим образом выражается через а и X:

k  = 2X + а. (10)
Решение (9) является частным случаем реш е

ния (2) при F  (и) = и . Подставляя эту функцию в (7), 
имеем F (u) -  F (w) = и -  w = кт. Используя утвер
ждение 1, заменим в уравнении (8) параметр а на 
ф(и -  w), где ф(Д — произвольная функция. В ре
зультате приходим к нелинейному уравнению с 
запаздыванием

и  = Uxx + Ф(и -  w),
которое допускает точное решение (9), где кон 
станта к  определяется из алгебраического (транс
цендентного) уравнения

к  = 2X + ф(к т)
(получено из (10) при а = ф(к т)).

Пример 2. Рассмотрим нелинейное реакцион
но-диффузионное уравнение с запаздыванием

и, = (unUx  )x  + au~ n , (11)
где а — свободный параметр.

Уравнение (11) допускает решение типа бегу
щей волны в явном виде

и = (к, + Xx  + C1)1/ n, (12)

где C1, X — произвольные постоянные, а параметр 
к  выражается через а , X и n следующим образом:

X2
к  = ап + — . (13)

п
Решение (12) является частным случаем реш е

ни я (2) при F (и) = ип . П одставляя эту функцию
в (7), имеем F (u) -  F (w) = ип -  wn = к т. Исполь
зуя утверждение 1, заменим в уравнении (11) па
раметр а на ф(ип -  wn), где ф(г) — произвольная 
функция. В результате приходим к  нелинейному 
уравнению с запаздыванием

и, = (и Ux )x + и ф(и -  w ), 
которое допускает точное решение вида (12), где 
константа к  определяется из алгебраического 
(трансцендентного) уравнения

X2
к  = пф(к т) + — 

п
(получено из (13) при а = ф(кт)).

2.3. Построение нелинейных уравнений 
с запаздыванием и их точных решений

Уравнение 1. Нелинейное уравнение реакци
онно-диффузионного типа без запаздывания

и, = [а( x)f(u )u x  ]x + а  + - ^ - , (14)
f  (u)

которое содержит две произвольные функции 
а( x) и f  (и) и два свободных параметра а  и в, до
пускает решение типа обобщенной бегущей вол
ны в неявном виде [30]:

J f  (u)du = к t - a J а(Х) + с J - g -  + C2 , (15)

где C1 и C2 — произвольные постоянные, а кон 
станта к  связана с параметром в линейным соот
ношением

к  = в- (16)
Решение (15) является решением вида (2) при 

F  (u) = J f  (u)du.

Используя утверждение 1, заменим в уравне
нии (14) параметры а  и в соответственно на
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фСР(u) -  F (w)) и y ( F (u) -  F (w)), где ф(г) и y(z) — 
произвольные функции. В результате приходим к 
новому нелинейному уравнению реакционно
диффузионного типа с запаздыванием

Ut = [a(x)f(u)ux]х + 9 (F(u) -  F (w)) +

+ - ^  v(F (u) -  F (w)), (17)
f  (u)
F  (u) = I  f  (u)du,

которое зависит от четырех произвольных функ
ций и имеет точное решение

I  f  (u)du = k t -  9(kT)Jах(Х) + C1 f - g .  + C2 , (18)

где постоянная k  определяется из алгебраическо
го (трансцендентного) уравнения

k  = y (k  т) (19)

(получено из (16) при в = y(kx)).

Пример 3. Полагая F(u) = u"+1, f  (u) = (n + 1)un, 
a(x) = a0 / (n +1) = const, y(z) = (n + 1)y(z) в (17)— 
(19), приходим к  нелинейному уравнению с за
паздыванием

/ П \  . / n+1 n+1\ , -n  —  / n+1 n+1 \ut = a0(u ux )x + 9 (u -  w ) + u y(u  -  w ),

зависящему от двух произвольных функций 9(z) и 
y (z), точное решение которого допускает пред
ставление в явном виде

u = k t  -  —  ф(кт)х2 + C1 х + С2
2ao

n+1
(20)

где константа k  определяется из алгебраического 
(трансцендентного) уравнения k  = (n + 1)y(k т).

Пример 4. Полагая F (u) = eXu, f  (u) = XeXu, 
a(x) = a0 / X = const, y(z) = Xy(z) в (17)—(19), по
лучим нелинейное уравнение с запаздыванием

z Xu 4 , / X u  Xw4 . -Xu —  / Xu Xw4u  = ao(e ux )x  + ф(е -  e ) + e y(e -  e ), 
которое имеет точное решение

u = — ln 
X

k t  -  —  9 (kt)x2 + C1 x + C2 
2ao

(21)

где постоянная k  определяется из алгебраическо
го (трансцендентного) уравнения k  = Xy(k т).

Уравнение 2. Более общее, чем (17), нелиней
ное уравнение с запаздыванием

щ = [a( x)f(u )ux ]x + b( x)9 (F  (u) -  F  (w)) +

+ t K  V(F(u) -  F (w)), 
f  (u)

зависящее от пяти произвольных функций a( x), 
b(x), f  (u), 9(z), y (z), имеет точное решение

|  f  (u )d u  = k t  -

-  9 (kT)f O x) (  b( x )d x ) d x  + C1 1 O x- + C2 ,

где константа k  является корнем алгебраического 
(трансцендентного) уравнения (19).

Далее, опуская подробности, приведем еще 
несколько нелинейных уравнений в частных про
изводных без запаздывания, допускающих точ
ные реш ения вида (2), и порождаемые ими более 
сложные нелинейные уравнения с запаздывани
ем и их точные решения.

Уравнение 3. Рассмотрим другое нелинейное 
уравнение без запаздывания

u  = [a(x )f  (u)ux ]x -  M x )f  (u)ux + a  + - ^ ,
f  (u)

которое допускает точное решение [9]:

f f  (u )d u  = k t  + a  f + C1 f d x  + C2 , (22)
J  J  a (x ) J a(x)

где константа k  связана с параметром в линей
ным соотношением (16).

Рассуждая также, как и в примере 1, получим 
нелинейное уравнение с запаздыванием

u t = [a(x )f  (u )u x  ]x  -  |ia(x )f  (u )u x  +

+ 9 (F(u) -  F (w)) + - ^  V(F(u) -  F (w)), 
f  (u)

точное решение которого определяется форму
лой (22) при a  = 9 (kT), а постоянная k  является 
корнем алгебраического (трансцендентного) 
уравнения (19).

Уравнение 4. Нелинейное волновое уравнение 
типа К лейна-Гордона без запаздывания

Щ = [a(x ) f  (u)ux ]x + a  -  в ^ г т : ,
f  (u)

которое содержит две произвольные функции 
a( x) и f  (u) и два свободных параметра в и a , до
пускает решение типа обобщенной бегущей вол
ны [31]:

I  f(u )du  = k t  - a |  a g  + C1 f - d L  + C2 , (23)

где C1 и C2 — произвольные постоянные, а кон
станта k  связана с параметром в соотношением

k 2 =в-
При в > 0 имеем два действительных реш ения

k  = ± / в .
Решение (23) является решением вида (2) при 

F  (u) = I  f  (u)du.
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Рассуждая аналогично тому, как это делалось 
ранее в примере 1, приходим к  нелинейному урав
нению типа Клейна-Гордона с запаздыванием

Щ = [a(x)f(u)ux ]х  + 9 (F(u) -  F (w)) -

f '(u )  (24)-  f U  ¥ (f (u) -  F (w)),
f  (u)

точное решение которого можно представить в 
неявной форме (23) при а  = ф(к т ) , а константа к  
определяется из алгебраического (трансцендент
ного) уравнения к 2 = у (к  т).

Пример 5. Полагая F(u) = u”+\ f  (u) = (n + 1)un,
a( x) = a0/(n  + 1) = const, y(z) = n_1(n + 1)2 y(z) в 
(24), приходим к  нелинейному уравнению с за
паздыванием

utt = a0(u ux  )x  + 9(u -  w ) -  

u y (u  -  w ),

точное решение которого описывается формулой (20), 
где константа к  определяется из алгебраического
(трансцендентного) уравнения n k 2 = (n + 1)2 ў(кт).

Пример 6. Полагая F (u) = eKu, f  (u) = XeKu, 
a(x) = a0/X = const, y(z) = Xy(z) в (24), получим 
нелинейное уравнение с запаздыванием

utt = ao(e ux )x  + ф(е -  e ) -  e y(e -  e ),

которое имеет точное решение (21), где постоян
ная к  определяется из алгебраического (транс
цендентного) уравнения к 2 = X^(kT).

Уравнение 5. Нелинейное волновое уравнение 
типа Клейна-Гордона без запаздывания

точные реш ения которого определяются форму
лой (26), где константа к  находится из алгебраи
ческого (трансцендентного) уравнения к  = у (к  т ) .

3. ВТОРОЙ МЕТОД ПО СТРОЕН ИЯ ТОЧНЫ Х 
РЕШ ЕН И Й  УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫ Х С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

3.1. Общее описание метода

Утверждение 2. Пусть уравнение (1) имеет ре
шение с функциональным разделением перемен
ных специального вида

F  (u) = ekt 0( x), (27)

где константа к  определяется из алгебраического 
(трансцендентного) уравнения (3), а функция 
0 = 0(x) удовлетворяет обыкновенному дифф е
ренциальному уравнению (4). Тогда более слож
ное нелинейное уравнение с запаздыванием, ко
торое получается из (1) формальной заменой сво
бодных параметров a 1, . . . ,а т на функции по 
правилу

а,- ^  ф,.(F(w)/F(u)), i = 1 , m,  (28)

где w = u(x, t -  т), а ф, (z) — заданные (достаточно 
произвольно) функции, также допускает точное 
решение вида (27), причем константа к  и функ
ция 0 = 0( x) определяются из уравнений (3) и (4), 
в которых следует положить

а, =ф, (e~lcx), i = 1 , m. (29)

Доказательство. На решениях вида (27) имеем 
F  (w) = ek{t-т)0( x) = e~k XF  (u), т. е.

utt = [a( x)ux + e  O r )  f  (u),Va( x)
(25)

содержащее две произвольные функции a(x) и 
g(u), допускает два точных реш ения [31]:

* du 
f  (u)

= ± 2 ^  -  2к dx
4a(x)

+ C, (26)

где константа к  связана с параметром в линей
ным соотношением (16). Решение (26) является
решением вида (2) при F  (u) = J [du /f (u)].

Уравнение (25) порождает более сложное 
уравнение с запаздыванием

utt = [a( x)ux ]x + a'x  (x)
4a(x)

F (u) = J du

f  (u)v(F(u) -  F (w)),

f  (u)

F(w )/F(u) = e кт = const. (30)

Поэтому любое уравнение с запаздыванием, по
лученное из (1) заменой параметров a 1, . . . ,а т на 
функции по правилу (28), на решениях вида (27) в 
силу (30) эквивалентно уравнению (1) при усло
вии (29).

Утверждение 2 можно использовать для по
строения точных реш ений в явном и неявном ви
де некоторых уравнений в частных производных с 
запаздыванием.

Замечание 3. Утверждение 2 можно свести к 
утверждению 1. Для этого надо, считая F (u) > 0, 
прологарифмировать решение (27), а затем сде
лать переобозначения ln  F (u) ^  F (u) и ln  0 ^  0 
(аналогичным образом рассматривается и случай 
F (u) < 0). Однако на практике часто встречается 
представление решения непосредственно в виде (27), 
поэтому проще и удобнее его и использовать.
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3.2. Методические примеры практического 
применения метода

Пример 7. Рассмотрим линейное уравнение 
диффузионного типа

ut = uxx  + au, (31)
где a — свободный параметр.

Уравнение (31) допускает точное решение с 
разделяющимися переменными

u = ekt0( x), (32)
где k — произвольная постоянная, а функция 
0 = 0(x) удовлетворяет линейному ОДУ второго 
порядка с постоянными коэффициентами

0'xx + (a -  k)0 = 0. (33)
Решение (32) является частным случаем реш е

ния (27) при F  (u) = u . Подставляя эту функцию в
—kT(30), имеем F (w)/F(u) = w/u  = e . Используя 

утверждение 2, заменим в уравнении (31) пара
метр a на 9 (w /u), где ф(г) — произвольная функ
ция. В результате приходим к  нелинейному урав
нению с запаздыванием

щ = uxx + u9 (w/u),
которое допускает точное решение (32), где k — 
произвольная постоянная, а функция 0 = 0(x) 
удовлетворяет линейному ОДУ

0'xx  + [9(e_kT) — k]0 = 0.
Это уравнение получено подстановкой констан-

—kTты a = ф(е ) в (33) и легко интегрируется.
Пример 8. Рассмотрим реакционно-диффузи

онное уравнение с квадратичной нелинейностью

ut = (uux )x + au + bu , (34)
где a , b — свободные параметры.

При b > 0 уравнение (34) допускает точное ре
ш ение с разделяющимися переменными в явном 
виде

которое допускает точное решение вида (35), где 
k определяется из алгебраического (трансцен
дентного) уравнения

k = ф(е kT)

(получено из (36) при a = ф(е kT)).

3.3. Построение нелинейных уравнений 
с запаздыванием и их точных решений

Уравнение 6. Рассмотрим нелинейное уравне
ние реакционно-диффузионного типа без запаз
дывания

ut = [f(u)ux ]x + b + ■
f  (u)_ 

F  (u) = I  f  (u)du,

F  (u),
(37)

зависящее от произвольной функции f  (u) и двух 
свободных параметров b и c . Это уравнение до
пускает точное решение, которое можно предста
вить в неявном виде [6]:

|  f  (u)du = ekt0( x), (38)

где

k = c, (39)

а функция 0 = 0(x) определяется из линейного 
ОДУ второго порядка

0"xx  + b0 = 0. (40)
Решение (38) является решением вида (27) при 

F  (u) = |  f  (u)du.

Используя утверждение 2, заменим в уравне
нии (37) параметры b и c соответственно на 
9 (F(w )/F(u)) и y(F(w )/F (u)), где ф(г) и y(z) -  
произвольные функции. В результате приходим к 
более сложному нелинейному уравнению реак
ционно-диффузионного типа с запаздыванием

u = ekt^l IQ cos(P x) + C2 sin(P x)|, в = V2b, (35)
которое является частным случаем реш ения (32), 
где параметр k  удовлетворяет линейному соотно
шению

k = a. (36)
Как и в примере 7, имеем F (u) = u и, следова-

kTтельно, F(w )/F(u) = w/u = e . Используя утвер
ждение 2, заменим в уравнении (34) параметры a 
и b соответственно на 9 (w/u) и y(w /u), где ф(г) и 
¥(z) — произвольные функции. В результате при
ходим к нелинейному уравнению с запаздыванием

ut = (uux )x + uф(w /u ) + u2y(w  /u),

ut = [ f  (u)ux  ]x  + F  (u) Ф
F  (w) +
F  (u) J  f (u )  

F  (u) = |  f  (u)du,

¥
F  (w) 
F  (u). ’(41)

которое зависит от трех произвольных функций и 
имеет точное решение вида (38), где константа k 
является корнем алгебраического (трансцендент
ного) уравнения

k = ¥ (e "kT) (42)
—kT

(получено из (39) при c = ¥ (e )), а функция 
0 = 0(x) определяется из линейного ОДУ второго

—kT
порядка (40) при b = 9(e ).
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Пример 9. Полагая p(z) = bz и y(z) = cz в (41), 
приходим к  уравнению

ut = [ f  (u)ux ]х + F  (w),

которое получается из (37) формальным переобо
значением F (u) ^  F (w).

Уравнение 7. Более общее, чем (41), нелиней
ное уравнение с запаздыванием

ut = [a( x)f(u)ux ]х +

+ b(x)F  (u)p F  (w) 
F  (u).

+ m  v  I F (w) i ,
f (u )T 1F  (u))

зависящее от пяти произвольных функций a( x), 
b(x), f  (u), p(z), y (z), допускает точное решение 
вида (38), где константа к  является корнем алгеб
раического (трансцендентного) уравнения (42), а 
функция 0 = 0( x) удовлетворяет линейному ОДУ 
второго порядка

[a(x)0'x]x + p(e к )b(x)0 = 0.

Уравнение 8. Нелинейное уравнение

ut =  [f(u)ux  ]x  +  i f  (u)ux +  ~X ~ F  (u),
f(u )  (43)

F  (u) = I  f  (u)du,

зависящее от произвольной функции f  (u) и двух 
свободных параметров |  и X , допускает решение 
точное решение

|  f  (u)du =  ekt (C1 + C2e~I ), (44)

где к  = X [9].
Используя утверждение 2, можно, например, 

показать, что нелинейное уравнение с запаздыва
нием

Уравнение 9. Нелинейное уравнение

ut = [f(u)ux  ]x  -  2 a f  (u)ux + a 2 + -

F  (u) = |  f  (u)du,
f  (u)_

F  (u),
(46)

зависящее от произвольной функции f  (u) и двух 
свободных параметров a  и в, допускает точное 
решение в неявном виде [9]:

|  f  (u)du = ekt+ax(C1 x + C2), (47)

где C1 и C2 — произвольные постоянные и к  = в .
Более сложное, чем (46), нелинейное уравне

ние с запаздыванием

ut = [f(u)ux  ]x  -  2af(u)ux  +

+ a 2F  (u) + ф
f  (u)

F  (w) 
F  (u).

также имеет точное решение (47), где константа к  
определяется из алгебраического (трансцендент-

—ктного) уравнения к  = ф(е ).
Уравнение 10. Рассмотрим нелинейное уравне

ние волнового типа с переменными коэф ф ици
ентами

utt = [ f  (x, a)unux ]x + g( x, b)un+l + cu, (48)
где f  (x, a), g( x, b) — произвольные функции, a, b, 
c — свободные параметры.

Уравнение (48) допускает точное решение с 
разделяющимися переменными вида (32), где па
раметр к  удовлетворяет квадратичному соотно
шению

к 2 = с, (49)
а функция 0 = 0(x) описывается нелинейным 
ОДУ второго порядка

[ f  (x, a)0n0x ]x + g(x, b)0n+1 = 0. (50)

ut =  [f(u)ux  ]x  +  I f  (u)ux +  F(u) ф [ F(w) I,
f  (u) I  F(u)J  (45)

F  (u) = |  f  (u)du,

допускает точное решение вида (44), где констан
та к  определяется из алгебраического (трансцен
дентного) уравнения к  = cp(e ).

Пример 10. Полагая p(z) = Xz в (45), приходим 
к уравнению

Xut =  [f(u)ux  ]x  +  I f  (u)ux  + ——  F  (w),
f  (u)

которое получается из (43) формальным переобо
значением F (u) ^  F (w).

В данном случае имеем F  (u) = u и
F (w)/F(u) = w /u = e~kx. Используя утверждение 2, 
заменим в уравнении (48) параметры a , b , c соот
ветственно на p(w /u), y (w /u), ro(w/u), где p(z), 
y (z ) , w(z) — произвольные функции. В результате 
приходим к  нелинейному уравнению с запазды
ванием

utt = [ f(  x,p(w /u))u nux  ]x  +

+ un+1 g( x ,y(w  /u )) + uro(w /u),

которое допускает точное решение вида (32), где 
к  определяется из алгебраического (трансцен
дентного) уравнения

к 2 = m(e~kT)
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_кт(получено из (49) при c = ю(е )), а функция 
0 = 0(x) удовлетворяет нелинейному ОДУ

[ f  (x, а)0и0Х ]Х + g(x, b)0n+1 = 0, 

a = ф(е_кт), b = y(e~kz).

Это уравнение с помощью замены ^(x) = 0n+1(х) 
сводится к  линейному ОДУ второго порядка.

Уравнение 11. Нелинейное уравнение волново
го типа (нелинейное уравнение К лейна-Гордона 
при a(x) = const, b( х) = 0)

utt = [a( x)f(u)Ux ]x + b( x)F  (u) +

+ 1 F (u) _  fu'(u) 
f  (u) f  3(u)

F 2(u) , F  = I  f  (u)du,
(51)

зависящее от трех произвольных функций a( x), 
b(x), f  (u) и свободного параметра 1 , допускает 
точное решение в неявном виде (38), где констан
та к  связана с 1  соотношением к 2 = 1 ,  а функция 
0 = 0(x) удовлетворяет линейному ОДУ второго 
порядка [31]:

[a( x)0x ]x + b( x)0 = 0. (52)
Более сложное, чем (51), нелинейное уравне

ние с запаздыванием

Щ = [a( x)f(u )u x  ]x  + b( x)F  (u) +

+ [ f W  _ Ц А  F  . J  ф ( « А ]  
f (u) f  (u) p l F(u)J

также имеет решение вида (38), где константа к  
определяется из алгебраического уравнения
к  = ф(е ), а функция 0 = 0( x) удовлетворяет л и 
нейному ОДУ второго порядка (52).

В качестве дальнейшего обобщения приведем 
уравнение

utt =  [a( x )f(u )u

+  c(x )F  (w)y ( F(w) 
l. F  (u)

- I  ? s

+ b( x)F  (u)9 

F  (u)+

F  (w) 
F  (u)

fu(u)

+

f  (u) f  (u) 

F  = |  f  (u)du,

F  2(u) x

зависящее от произвольных функций a( x), b(x), 
c(x), f  (u), ф(г), y (z), x(z), которое допускает ре
ш ение вида (38), где константа к  является корнем 
алгебраического (трансцендентного) уравнения

2 _ктк  =  Х (е ), а функция 0 = 0( x) описывается л и 
нейным ОДУ второго порядка

[a(x)0'x]x + [ф(е кт)b(x) + е к> ( е  кт)c(x)]0 = 0.

4. Н ЕЛ И Н ЕЙ Н Ы Е УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫ Х C П ЕРЕМ ЕН Н Ы М  

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
Приведем несколько нелинейных уравнений в 

частных производных c переменным запаздыва
нием, допускающих точные реш ения в неявной 
форме.

Уравнение 12. Рассмотрим нелинейное уравне
ние c переменным запаздыванием

ut = [a(x ) f  (u)ux ]x + b(x) + ~ ^ ~  ф(F(u) _  F (w)),
f  (u)

F (u) = |  f  (u)du, w = u(x, t _  T(t)),

которое содержит пять произвольных функций 
a( x ), b(x), f  (u), ф(г) и T(t). Это уравнение допуска
ет точные реш ения с функциональным разделе
нием переменных в неявном виде

|  f  (u)du = ^(t) + 0( x),

где функции 0 = 0( x) и ^ = ^(t) описываются со
ответственно линейным ОДУ второго порядка и 
нелинейным ОДУ первого порядка с запаздыва
нием:

[a( x)0'x ]'x + b( x) = 0; (53)

(t) = ф Ш  _ %(t _  т)), т = T(t). (54)
Общее решение уравнения (53) определяется 

формулой

0 = a x ) (I *  x)dx) d x + C'I  й + Сг'

где С1 и С2 — произвольные постоянные.
Если т = const, то уравнение (54) имеет част

ные реш ения вида ^(t) = Ш + С , где С — произ
вольная постоянная, а к  — корень алгебраическо
го (трансцендентного) уравнения к  = ф(к т).

Уравнение 13. Рассмотрим другое нелинейное 
уравнение с переменным запаздыванием

ut = [a( x ) f  (u)ux ]x + b( x)F  (u) + F(u) ф fF(w )^ ,
f  (u) l. F (u) J

F (u) = |  f  (u)du, w = u(x, t _  т ^ )),

где a(x), b(x), f (u), q>(z), т(t) — произвольные 
функции. Это уравнение также допускает точные 
реш ения с функциональным разделением пере
менных в неявной форме

|  f  (u)du = £(t)0( x),

где функции 0 = 0( x) и ^ = ^(t) описываются со
ответственно линейным ОДУ второго порядка и 
нелинейным ОДУ первого порядка с запаздыва
нием:
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[a( x)0X ]Х + b( x)0 = 0; (55)

£ (t) = £(t M ^(t -  T)/£(t)), Т = T(t).
Если т = const, то уравнение (55) имеет част

ные реш ения экспоненциального вида £(t) = Cekt, 
где C — произвольная постоянная, а k  — корень 
алгебраического (трансцендентного) уравнения
к  = ф(е_кТ).

Уравнение 14. Нелинейное волновое уравне
ние с переменным запаздыванием

utt = [a( x)unux ]x + b( x)un+1 + uq(w /u ) + wy(w/u), 
w = u(x, t -  T(t)),

где a(x), b(x), ф(г), y (z), T(t) — произвольные 
функции, допускает точное решение в виде про
изведения функций разных аргументов

u = £(t)0( x),
где функции 0 = 0( x) и £ = £(t) описываются со
ответственно линейным ОДУ второго порядка и 
нелинейным ОДУ с запаздыванием второго по
рядка:

[a(x)n'x]x + (n + i)b(x)n = 0, n  = 0n+1;

Sf(t) = £(t)9(£(t -  T)/£(t)) +
+ £(t -  T)y(£(t -  т)/£  (t)), Т = T(t).

Уравнение 15. Нелинейное волновое уравне
ние с переменным запаздыванием

utt = [a(x)ePuux ]x + b(x)ePu + 9 (w -  u), 
w = u(x, t -  T(t)),

где a(x), b(x), ф(г), T(t) — произвольные функции, 
допускает точное решение в виде суммы функций 
разных аргументов

u = £(t) + 0(x),
где функции 0 = 0( x) и £ = £(t) описываются со
ответственно линейным ОДУ второго порядка и 
нелинейным ОДУ с запаздыванием второго по
рядка:

[a( x)n'x ]x + в b( x )n = 0, n  = epe( x);

£ '(t)  = 9(^(t -  T)/£(t)), Т = T(t).

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Предложено два новых метода построения 

точных реш ений нелинейных уравнений в част
ных производных с запаздыванием. Методы ос
нованы на использовании реш ений специально
го вида вспомогательных более простых уравне
ний в частных производных без запаздывания. 
Описан ряд нелинейных уравнений реакционно
диффузионного и  волнового типов с переменны

м и коэффициентами, которые содержат от трех 
до семи произвольных функций и  допускают 
применение этих методов. Построены новые ре
ш ения с функциональным разделением перемен
ных в неявной форме, которые содержат свобод
ные параметры. Рассмотрены также некоторые 
уравнения с переменным по времени запаздыва
нием и построены их точные решения. Получен
ные реш ения могут быть использованы для фор
мулировки тестовых задач, предназначенных для 
оценки точности численных и  приближенных 
аналитических методов реш ения нелинейных на
чально-краевых задач с запаздыванием.

Работа выполнена по теме государственного 
задания (№ госрегистрации AAAA-A20-120011690135-5) 
и  при частичной финансовой поддержке Россий
ского фонда фундаментальных исследований 
(проект №  18-29-10025).
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Abstract-New methods for constructing exact solutions of nonlinear mathematical physics equations with 
delay have been proposed with the use of special solutions of simpler auxiliary equations of mathematical 
physics without delay. The capabilities of the proposed methods are illustrated on nonlinear reaction—diffu
sion and wave equations with delay and variable coefficients, which contain three-to-seven arbitrary func
tions depending on the spatial variable or the unknown. New generalized traveling wave solutions and func
tional separable solutions are obtained in the implicit form. Examples of exact solutions of more complex 
nonlinear equations with variable delay, which arbitrarily depends on time, are also given. The considered
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equations and their exact solutions can be used to formulate test problems intended to verify the adequacy and 
evaluate the accuracy of numerical and approximate analytical methods for solving the corresponding non
linear initial-boundary value problems with delay.

Keywords: nonlinear delay partial differential equations, reaction-diffusion equations with variable coeffi
cients, wave equations with variable coefficients, exact solutions in the implicit form, functional separable 
solutions
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