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Обобщенное уравнение Курамото—Сивашинского используется для описания большого количе
ства нелинейных физических процессов. В данной работе проведено изучение нелинейных дина
мических режимов, описываемых обобщенным уравнением Курамото—Сивашинского в перемен
ных бегущей волны. Основной задачей работы является изучение влияния дисперсионного члена 
на подавление хаотических режимов. Уравнение Курамото—Сивашинского в переменных бегущей 
волны сведено к нормальной системе уравнений и для векторного поля этой системы в трехмерном 
фазовом пространстве рассчитана дивергенция. Найдены значения параметра при которых изучае
мая система является диссипативной. Для трех различных степеней нелинейности уравнения по
строена бифуркационная диаграмма, показывающая изменение динамических режимов системы 
при варьировании параметра перед дисперсионным членом. Помимо этого для трех рассматривае
мых моделей построен график старшего ляпуновского показателя как функции бифуркационного 
параметра. Вычисление ляпуновских экспонент было проведено по алгоритму Беннетина. Установ
лено, что при некоторых значениях дисперсионного параметра в системах наблюдается хаотиче
ский режим. Анализ динамических режимов по графикам ляпуновских показателей идет в согласии 
с построенными бифуркационными диаграммами. Описаны сценарии перехода к хаосу. Приведе
ны фазовые портреты для некоторых динамических режимов трех изучаемых систем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Обобщенное уравнение Курамото—Сиваш ин
ского имеет вид

u  + «"«x + Uxx + в «ххх + Uxxxx = 0  ( 1-1)

Уравнение (1.1) при m = 1 и в = 0 было незави
симо выведено Курамото [1] для угловой фазовой 
турбулентности системы трех реакционно-диф 
фузионных уравнений, моделирующих реакцию 
Белоусова—Жаботинского и Сивашинским [2—4] 
для моделирования мелких термальных диффу
зионных нестабильностей ламинарного волново
го фронта.

Также это уравнение возникает при описании 
множества нелинейных физических процессов, 
таких как, например, стекание жидкости с на
клонных поверхностей [5] и вертикальных ко
лонн [6 ] и т.д.

При m = 1 уравнение (1.1) изучалось многими 
авторами с использованием как аналитических, 
так и численных подходов. В работах [9—11] при
ведены некоторые аналитические реш ения ( 1 .1 ). 
Пенлеве анализ исследуемого уравнения прове
ден в [12]. В работе [ 13] численно изучается сцена
рий перехода к  хаосу в (1.1) при в = 0. В [14] дина
мические режимы уравнения ( 1 .1 ) описаны ана
литически. Ляпуновские показатели изучаемой 
динамической системы при в = 0  приведены 
в [15].

При m 1 уравнение (1.1) также применяется 
для описания физических процессов. В [17] оно 
было выведено для описания нелинейных длин
ных волн в вязко-эластичной трубе.

В данной работе исследуется влияние диспер
сионного члена в«ххх на динамические режимы 
уравнения ( 1 .1 ) в переменных бегущей волны при 
различных степенях нелинейности m = 1,2,3. Во
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втором разделе уравнение ( 1 .1 ) сведено к  нор
мальной системе обыкновенных дифференци
альных уравнений в переменных бегущей волны. 
В третьем разделе для полученной системы стро
ятся бифуркационные диаграммы. Четвертая 
секция посвящена вычислению старших ляпу- 
новских показателей как функции бифуркацион
ного параметра р.

2. О БО БЩ ЕН Н О Е УРАВНЕНИЕ 
КУРА М О ТО -СИ ВА Ш И Н СКО ГО  

В ПЕРЕМ ЕНН Ы Х БЕГУЩ ЕЙ ВОЛНЫ

Уравнение (1.1) можно свести к  обыкновенно
му дифференциальному уравнению используя 
переменные бегущей волны

u(z) = y(z), z  = x  -  Vt, 

получим уравнение

yzzz + ^ z z  + yz + 1  1  y m + 1 - V y  = °- (2Л)m + 1

Тогда нормальная система уравнений, соот
ветствующая (2 .1 ), выглядит следующим образом

yz = u, Uz = r, rz = V y ---- —  y m + 1 -  u -  Pr. (2.2)
m + 1

Векторное поле системы уравнений (2.2) в 
трехмерном фазовом пространстве имеет следую
щ ий вид

L(y, u ,r) = {u,r ,V y -----—  y m+ 1 -  u -  P r]. (2.3)
L m + 1  J

Дивергенция этого векторного поля:

div(L) = dLy + ^ u  + ^  = -p, (2.4)
3y du dr

что говорит о том, что система консервативная, 
если p = 0  и диссипативная, если p > 0 .

Согласно теореме П уанкаре-Бендиксона, в 
системах обыкновенных дифференциальных 
уравнений с размерностью фазового простран
ства, большей или равной трем, осуществляется 
хаотический режим динамики. Классическими 
инструментами изучения нелинейных динамиче
ских режимов системы (2 .2 ) являются построение 
ее бифуркационной диаграммы и рассчета зави
симости старшего ляпуновского показателя от 
параметра.

3. БИФ У РКА Ц И О Н Н Ы Е ДИАГРАММЫ 
УРАВНЕНИЯ КУ РА М О ТО - 

СИВАШ ИНСКОГО В П ЕРЕМ ЕНН Ы Х 
БЕГУЩ ЕЙ ВОЛНЫ

Построение бифуркационной диаграммы поз
воляет качественно определить характер нели
нейной динамики системы [16, 2 0 ].

В данной работе бифуркационная диаграмма 
строилась следующим образом. Значения y  из се
чения Пуанкаре откладывались по оси ординат, а 
величины варьируемого параметра в — по оси 
абсцисс. Сечение решения было проведено плос
костью u = 0  в положительном направлении из
менения переменной y .

Для m = 1 при скорости бегущей волны V  = 0.8 
бифуркационная диаграмма представлена на рис. 1 . 
Такое значение скорости бегущей волны выбра
но, потому в этом случае при трех степенях нели
нейности в системах есть хаотические режимы. 
При в >  0.8 решение является стационарной точ
кой (рис. 1a). При уменьшении бифуркационно
го параметра режим динамики несет сначала од
нопериодический характер, затем двупериодиче
ский, затем имеет период четыре. После в 
системе возникает хаос с промежутками квазипе
риодического поведения (рис. 1b—c). Некоторые 
фазовые портреты описанных динамических ре
жимов представлены на рис. 2—7.

Для m = 2 при скорости бегущей волны V  = 0.8 
бифуркационная диаграмма представлена на рис. 8 . 
При значениях в ~  1.6 решение выходит на ста
ционарную точку. Затем однопериодический ре
жим сменяется двупериодическим с кратким ок
ном режима периода четыре, который с уменьше
нием снова переходит в режим с периодом два, а 
затем с периодом 5. При в ~  0.7 в системе начи
нается хаотический режим с краткими вставками 
периодических режимов. Примеры фазовых 
портретов для этого случая представлены на 
рис. 9—14.

Для m = 3 при скорости бегущей волны V  = 0.8 
бифуркационная диаграмма представлена на 
рис. 15. При значениях в ~  2.4 решение является 
стационарной точкой. Уменьшение бифуркаци
онного параметра ведет к бифуркациям удвоения 
периода и последующему промежутку хаотиче
ских режимов с квазипериодическими окнами. 
Примеры фазовых портретов для этого случая 
представлены на рис. 16—21.

Таким образом, в рассмотренных ситуациях 
при одинаковой скорости бегущей волны умень
шение параметра в ведет к  появлению хаотиче
ского поведения в системе через бифуркации 
удвоения периода при m = 1 и m = 3. При m = 2 
переход к хаосу осуществляется также через ква-
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Рис. 1. Бифуркационная диаграмма системы уравне
ний (2.2) при V = 0.5, m = 1 в плоскости в -  у .
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Рис. 2. Хаотический однополосный аттрактор 
в = 0.36, m = 1.

У

Рис. 3. Аттрактор периода 3 в = 0.3645, m = 1.
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Рис. 4. Хаотический двуполосный аттрактор в = 0.41, 
m = 1.

зипериодические режимы, но с более сложным в т° время как при m = 1 и m = 3 их: ширина при- 
образом изменяю щимся периодом. Также при мерно одинакова, однако квазипериодические 
m = 2 хаотическое окно имеет большую ширину, вставки при m = 3 шире, чем при m = 1.
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У

Рис. 5. Аттрактор периода 8 в = 0.415, m = 1.

У

Рис. 6. Аттрактор периода 4 в = 0.423, m = 1.
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Рис. 7. Аттрактор периода 2 в = 0.44, m = 1.

4. СТАРШ ИЕ ЛЯПУНОВСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ 
УРАВНЕНИЯ КУ РА М О ТО - 

СИВАШ ИНСКОГО В П ЕРЕМ ЕНН Ы Х 
БЕГУЩ ЕЙ ВОЛНЫ
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Рис. 8. Бифуркационная диаграмма системы уравне
ний (2.2) при V = 0.8, m = 2 в плоскости в -  у.

Старший ляпуновский показатель является го динамического режима поведения в динамиче- 
количественным критерием наличия хаотическо- ской системе. Если старший ляпуновский пока-
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Рис. 9. Хаотический аттрактор в = 0.5, m = 2. Рис. 10. Аттрактор периода 3 в = 0.515, m = 2.
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Рис. 11. Хаотический аттрактор в = 0.6, m = 2. Рис. 12. Аттрактор периода 5 в = 0.725, m = 2.

Рис. 13. Аттрактор периода 4 в = 0.85, m = 2. Рис. 14. Аттрактор периода 2 в = 0.9, m = 2.

затель X аттрактора положительный, то аттрактор 
является хаотическим, если X = 0 , то квазиперио
дическим или периодическим, если X < 0 , то при
тягивающее множество — стационарная точка.

Ляпуновские показатели качественно описы
вают степень расхождения близких траекторий

системы. Для обнаружения хаотического поведе
ния достаточно рассчитать старший ляпуновский 
показатель. Алгоритм его вычисления следую
щий. После достаточного для выхождения систе
мы на аттрактор времени выбирается начальная 
точка фазового пространства у 0 . Затем рассмат-
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Рис. 16. Хаотический однополосный аттрактор 
в = 0.95, m = 3.

У

Рис. 17. Аттрактор периода 6 в = 0.966, m = 3.

У

Рис. 18. Аттрактор периода 5 в = 0.1, m = 3.

Рис. 15. Бифуркационная диаграмма системы уравне
ний (2.2) при V = 0.8, m = 3 в плоскости в -  у. щ енная траектория. В данной работе выбран век

тор начального возмущения с единичной нормой 
риваются выходящая из точки у0 невозмущенная 5у0 = (1,0, 0). Выбрав интервал времени T  = 1 и 
траектория и выходящая из точки у 0 + 5v 0 возму- одновременно решая численно систему уравне-
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ний (2 .2 ) и систему уравнений, описывающую 
эволюцию малого возмущения 5v = (5y, 5м, 5 r)

Г 5у
5 u z

=

, 5 r z J

0  1 0 л
0  0  1

V  -  у т -1  - в ,

'  5у л 
5м (4.1)

получаем вектор состояния и его возмущение в 
момент T : v(T) = v1 , 5v(T) = 5v1 . ||5'V1 || описывает 
изменение нормы вектора возмущения за время T . 
Переопределив вектор возмущения так, чтобы у 
него была единичная норма: 5v1 = 5v 1/||5v1 ||, про
должим численно решать системы уравнений (2 .2 ) 
и (4.1) с начальными условиями v1 и v1 + 5v1 . За
тем снова переопределим вектор возмущения в 
момент времени 2T  и продолжим решать рас
сматриваемые системы уравнений с меняю щ и
мися на каждом шаге начальными условиями в 
течение M  шагов. Эволюция амплитуды возму
щ ения системы характеризуется старшим ляпу- 
новским показателем, так как начальное условие 
v0 взято на аттракторе, а начальное возмущение 
траектории выбрано наугад. Фактор изменения 
амплитуды за M  шагов определяется как

а старший ляпуновский показатель оценивается 
как

0 .8

0 .6

0.4
0 . 2

( 0  

0 . 2

0.4
0 .6

0 .8

- 1

- 1 . 2
0 . 5  0 0.5 1.51 2

У

Рис. 19. Хаотический двуполосный аттрактор 
в = 1.025, т = 3.

У

м

Л = -1 ln (P ) = 1  £  ln(||5v J ). (4.3)
м  Mn=1

Рис. 20. Аттрактор периода 8 в = 1.04, т = 3.

При проведении рассчетов взято количество 
шагов M  =  15000.

Старший ляпуновский показатель как функ
ция бифуркационного параметра в для трех изоб
ражен на рис. 22—24. Из них отчетливо видно как 
при уменьшении параметра в происходит пере
ход к  хаотическу динамическому режиму. Полу
ченный результат идет в согласии с бифуркаци
онными диаграммами, обсуждаемыми в предыду
щем разделе.

5. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Проведен анализ нелинейных динамических 

режимов обобщенного уравнения К урам ото-С и- 
вашинского в переменных бегущей волны. Для 
трех различных степеней нелинейности уравне
ния построены бифуркационные диаграммы и 
графики зависимости старшего ляпуновского по
казателя от дисперсионного параметра. Обнару
жено, что увеличение бифуркационного парамет-

Рис. 21. Аттрактор периода 2 в = 1.1, т = 3.

ра ведет к подавлению хаотического поведения в 
системе. Описаны сценарии перехода к хаосу при 
уменьшении параметра в.
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Р

Рис. 22. Зависимость старшего ляпуновского показателя от параметра в, V = 0.8, m = 1.

Р

Рис. 23. Зависимость старшего ляпуновского показателя от параметра в, V = 0.8, m = 2.

Р

Рис. 24. Зависимость старшего ляпуновского показателя от параметра в, V = 0.8, m = 3.
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Abstract—The generalized Kuramoto-Sivashinsky equation is used to describe a lot of nonlinear physical 
processes. In this work, dynamical regimes described by the traveling wave reduction of the generalized Ku
ramoto-Sivashinsky equation are examined. The main goal of this work is to study how the dispersive term 
suppresses chaotic regimes in the system. The traveling wave reduction of the Kuramoto-Sivashinsky equa
tion is written in the normal form. The divergence of the vector field this system has been calculated. The pa
rameters for which the studied system is dissipative have been determined. The bifurcation diagram is plotted 
for three different nonlinearity degrees of the generalized Kuramoto-Sivashinsky equation. The dispersion 
term coefficient is chosen as the bifurcation parameter. The largest Lyapunov exponent is plotted as a func
tion of the dispersion parameter for the three studied cases. The Benettin algorithm is employed to compute 
largest Lyapunov exponents. It has been found that a chaotic regime is observed in the system at some values 
of the dispersion parameter. Routes to chaos are described. Phase portraits for some of the dynamical regimes 
are presented.
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