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При попытке рассмотрения системы двух и более уравнений коинтеграции с одинаковыми пере­
менными встал вопрос об исследовании свойств отношения коинтеграции, а именно о наличии у 
такого отношения стандартных свойств: рефлексивности, симметричности, транзитивности. В дан­
ной работе рассмотрено свойство транзитивности отношения коинтеграции. Приведено теоретиче­
ское обоснование транзитивности коинтеграции. Проведен вычислительный эксперимент с ис­
пользованием теста Энгла-Грэнджера для проверки свойства транзитивности отношения коинте- 
грации. Было показано, что статистические тесты не всегда подтверждают теоретические выкладки: 
тест Энгла-Грэнджера отвергал нулевую гипотезу для пар (Z, Y ) и (Y, X ) в пользу коинтеграции, но 
не всегда отвергал ее для пары (Z, X ). Приведена возможная интерпретация данного результата: 
низкая мощность и высокая вероятность ошибки второго рода теста Дики-Фуллера, на котором ос­
нован тест Энгла-Грэнджера. Предложена новая методология выявления коинтегрированных пар 
активов: тестировать остатки от регрессии, полученные с помощью теста Энгла-Грэнджера, на ста­
ционарность с помощью теста KPSS, и объединять результаты данных тестов. Приведены результа­
ты бэктестов предложенной методологии на данных Московской биржи 2017 года. По результатам 
бэктестов, среднегодовая доходность при использовании предложенной методологии идентифика­
ции коинтегрированных пар акций составила 19.67%. По сравнению с идентификацией коинтегри- 
рованных пар акций с помощью теста Энгла-Грэнджера, удалось увеличить среднегодовую доход­
ность на 7.05%.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Актуальность данной работы определяется 

ш ироким применением коинтегрированных пар 
активов для построения рыночно-нейтральной 
стратегии и алгоритмической торговли в хедж- 
фондах [ 1 ].

В работе [2] доказано, что если X  и Y  коинте- 
грированы и Y  и W  коинтегрированы, то должна 
существовать коинтеграция в рядах X , Y  и W  и в 
рядах X и W  .

Так как X  и Y  коинтегрированы, то существу­
ют такие a, b и c , что aX  + bY  + c является I (0). 
Поскольку коинтегрированы Y  и W , то существу­
ют такие p , q и r , что p Y  + q W  + r  является I(0).

Сложение дает aX  + (p  + b)Y + q W  + (c + r ) , 
что является I  (0), отсюда существует коинтегра­
ция X , Y  и W . Умножение на p  и b соответствен­
но и вычитание дают ряд apX -  bqW  + (cp -  br),

который также является I (0), а значит между X  и 
W  существует коинтеграция.

В работе [3] дается возможное объяснение, по­
чему иногда каждая из двух переменных Y  и Z  ко- 
интегрирована с другой переменной X , но Y  и Z  
не коинтегрированы друг с другом (подробнее 
см. п. 4).

При попытке рассмотрения системы двух и 
более уравнений коинтеграции с одинаковыми 
переменными встал вопрос об исследовании 
свойств отнош ения коинтеграции, а именно о на­
личии у такого отношения стандартных свойств: 
рефлексивности, симметричности, транзитив­
ности.

Целью данной работы является исследование 
свойства транзитивности отношения коинтегра- 
ции. Для достижения указанной цели были по­
ставлены следующие задачи.
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1. Теоретическое обоснование свойства тран­
зитивности отношения коинтеграции.

2. Проведение вычислительного эксперимента 
с использованием теста Энгла-Грэндж ера [4] для 
проверки свойства транзитивности отношения 
коинтеграции.

3. Интерпретация полученного результата.
4. Разработка новой методологии идентифика­

ции коинтегрированных пар активов.
5. Проведение бэктестов полученной методо­

логии.
Тесты, описанные в данной статье, были про­

ведены на данных М осковской биржи за 2017 год. 
Всего в исследовании участвовало 295 акций, 
представленных временными рядами.

2. КОИНТЕГРАЦИЯ

Рассмотрим нестационарный ряд xt . Возьмем 
его первые разности Axt = xt -  x t-1. Если ряд Axt 
является стационарным, то xt называется инте­
грируемым порядка 1, x t ~ /(1). Соответственно, 
стационарный ряд Axt называется /(0 ). Вообще, 
ряд называется интегрируемым порядка к , 
xt ~ / (к ), если он и его разности до порядка к  - 1  

включительно нестационарны, а к  -я  разность 
стационарна [5].

Пусть есть два / (1) ряда, xt и y t . Пусть, кроме 
того, их линейная комбинация yt -  $xt является 
стационарной, / (0). В этом случае ряды xt и y t н а­
зываются коинтегрированными:

yt = $ xt + £t >
2 (1) £t ~ i.i.d.(0 , c  ), t = 1 , . . . ,n.

Другими словами, x t , yt коинтегрированы 
^ з р ,  такое что

£t = yt -  Pa  ~ / ( 0 ). (2)
Коинтеграция означает, что, хотя многие со­

бытия могут вызывать необратимые изм енения 
в xt и  yt , существует некоторое долгосрочное ди­
намическое равновесие, которое связывает x t и  yt 
вместе и  которое представлено их линейной ком ­
бинацией yt - P x t [5]. 3

3. ТРА Н ЗИ ТИВНО СТЬ
Отношение A  называется транзитивным, если

2 2A  с  A , где A  — его композиция с самим собой. 
Раскрывая алгебраическое условие, приходим к 
следующему: если xAy и yAz, то выполнено xAz [6 ].

Положим, что есть три / (1) ряда x t , yt и zt , 
t = 0, . . . ,T . Коинтеграция транзитивна, если
Zt = Р1 yt + e1t и yt = P2 xt + £* влечет zt = Рзxt + £3t .

Рассмотрим уравнения:

Zt = PlT + £1t, (3)

y t = p2 xt + £2t. (4)
Подставим уравнение 4 в уравнение 3:

Zt = p 1 (p2 xt + £2t) + £1t = P1P2 xt + p 1£2t + £1t. (5)
Заменим P1P2 на P3 , а P1£2t + £1t на £3t, получим 

zt = P3 xt + £3t. Следовательно, отношение коинте- 
грации является транзитивным.

Из теоретических выкладок можно ожидать, 
что если переменная Z  коинтегрирована с пере­
менной Y , а переменная Y  коинтегрирована с пе­
ременной X , то переменная Z  должна быть коин­
тегрирована с переменной X . Однако тест 
Энгла—Грэнджера для коинтеграции не всегда 
подтверждает это свойство транзитивности, по­
скольку иногда переменная Z  не будет коинте- 
грирована с переменной X  в соответствии с этим 
тестом.

Протестируем свойство транзитивности:
1. С помощью теста Д ики—Фуллера [5] было 

выявлено 245 акций, которые представляют со­
бой интегрирумый ряд 1-го порядка. Из исследо­
вания были исключены акции с нулевым объе­
мом сделок и  со структурными разрывами.

2. Из акций, выявленных в п. 1, было составле­
но 29890 пар.

3. С помощью теста Энгла—Грэнджера было 
выявлено 7253 коинтегрированные пары вида (z, y ) . 
Тест проводился без лагов при уровне значим о­
сти 0.05.

4. С помощью операции соединения (реляци­
онная алгебра) было составлено 237692 тройки:
<z, y) X < y, x) = <z, y, x ) .

5. Было проверено, присутствует ли пара (z, x) 
в исходном массиве из п. 3. Для 146124 из 237692 
(62%) троек свойство транзитивности выполни­
лось, для 91568 из 237692 (38%) троек свойство 
транзитивности не выполнилось.

4. И Н ТЕРП РЕТА ЦИ Я
В [3] данный парадокс интерпретируется взаи­

модействием остатков регрессии между Z  и  Y  с 
одной стороны и  между Y  и  X  с другой, что может 
объяснить различное поведение теста при анали­
зе взаимосвязи между Z  и  X .

М ы предлагаем интерпретировать данный па­
радокс низкой мощностью и высокой вероятно­
стью ош ибки второго рода теста Д ики—Фуллера, 
на котором основан тест Энгла—Грэнджера. Как 
описано в [7], тест Д ики—Фуллера не способен 
различить нестационарные и  около-нестацио- 
нарные временные ряды.
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Рассмотрим временной ряд xt = фх(-1 + et. Ста­
ционарным временным рядом называется такой 
ряд, в котором 0 < ф < 1. Нестационарным вре­
менным рядом называется такой ряд, в котором 
ф = 1. Около-нестационарным временным рядом 
называется такой ряд, в котором значение ф близ­
ко к  единице [8 ].

В случае около-нестационарных временных 
рядов мы часто не способны отклонить нулевую 
гипотезу нестационарности. Это означает, что у 
теста Д ики-Ф уллера высокий риск ошибки вто­
рого рода, то есть вероятность не отклонить лож ­
ную нулевую гипотезу.

Если с помощью тестов были выявлены коин- 
тегрированные пары (г, у) и (y, х ) , но не была вы­
явлена коинтегрированная пара {z, х ) , то есть ес­
ли  мы не наблюдаем транзитивность отношения 
коинтеграции, мы можем заключить, что одна из 
пар {z, у) или (у, х) была ошибочно выявлена как 
коинтегрированная.

5. ТЕСТ KPSS
Возможным ответом на слабость теста Д и к и -  

Фуллера является тест KPSS, который обязан 
своим названием инициалам ученых Квятков- 
ского, Филлипса, Ш мидта и Ш ина [9]. Хотя ме­
тодический подход этого теста полностью отли­
чается от подхода Д ики-Ф уллера, главное разли­
чие следует понимать в перестановке нулевой и 
альтернативной гипотез.

В тесте KPSS нулевая гипотеза утверждает, что 
временной ряд является стационарным, против 
альтернативной о наличии нестационарности. 
Около-нестационарные временные ряды, кото­
рые с помощью теста Д ики-Ф уллера часто выяв­
лялись как нестационарные, с помощью теста 
KPSS могут быть корректно выявлены как стаци­
онарные.

Однако мы должны сознавать, что любые ре­
зультаты статистического тестирования являются 
всего лиш ь теоретико-вероятностными, и их не 
следует путать с неким истинным суждением. 
Всегда существует ненулевая вероятность, что мы 
ошибаемся. По этой причине в [7] в качестве иде­
ального тестирования на нестационарность пред­
лагается объединение результатов тестов Д и к и -  
Фуллера и KPSS.

И з-за низкой мощности тест Д ики-Ф уллера 
часто ошибочно выявляет ряд как нестационар­
ный, поэтому результирующее множество вре­
менных рядов, выявленных тестом Д и ки-Ф улле­
ра как нестационарные, оказывается больше по 
сравнению с множеством временных рядов, вы ­
явленных как нестационарные с помощью теста 
KPSS. Следовательно, порядок тестирования ва­
жен.

Если временной ряд выявлен как стационар­
ный с помощью теста Д ики-Ф уллера, то он, ско­
рее всего, будет также выявлен как стационарный 
и с помощью теста KPSS; в таком случае мы м о­
жем предполагать, что ряд и в самом деле стацио­
нарный.

Если временной ряд был выявлен как нестаци­
онарный с помощью теста KPSS, то он, скорее 
всего, будет также выявлен как нестационарный 
и с помощью теста Д ики-Ф уллера; в таком слу­
чае мы можем предполагать, что ряд и в самом де­
ле нестационарный.

Однако, часто случается, что временной ряд, 
который был выявлен как нестационарный с по­
мощью теста Д ики-Ф уллера, будет отмечен как 
стационарный с помощью теста KPSS. В таком 
случае мы должны быть очень осторожны с на­
шим окончательным заключением. М ы можем- 
проверить, насколько сильно основание для ста­
ционарности в случае теста KPSS и для нестацио­
нарности в случае теста Д ики-Ф уллера и принять 
соответствующее решение. Конечно, мы также 
можем оставить вопрос о стационарности такого 
временного ряда нерешенным.

6 . О БЪЕДИ Н ЕН И Е РЕЗУЛЬТАТОВ ТЕСТОВ

Уточним результаты тестирования, получен­
ные ранее в разделе 3.

1. Количество интегрируемых рядов 1-го по­
рядка, выявленных ранее с помощью теста Д и к и - 
Фуллера (245 акций), было уточнено с помощью 
теста KPSS. В результате было получено 244 инте­
грируемых ряда 1 -го порядка.

2. Из интегрируемых рядов 1-го порядка, по­
лученных в п. 1, было составлено 29646 пар.

3. Пары акций, составленные в п. 2, были про­
тестированы на коинтеграцию с помощью теста 
Энгла-Грэнджера. В результате было выявлено 
7128 коинтегрированных пар.

М ы предлагаем в качестве новой методологии 
выявления коинтегрированных пар активов те­
стировать остатки от регрессии, полученные с по­
мощью теста Энгла-Грэнджера, на стационар­
ность с помощью теста KPSS, и объединять ре­
зультаты трех данных тестов [ 1 0 , 1 1 ].

4. Остатки от регрессии, полученные в резуль­
тате тестирования в п. 3, были протестированы на 
стационарность с помощью теста KPSS. Объеди­
нив результаты двух тестов, было получено 9 ко­
интегрированных пар.

Предложенная методология в автоматическом 
режиме из достаточно большого количества пар 
(29646 пар) очень аккуратно выбрала 9 коинте­
грированных пар.
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Таблица 1. Результаты бэктестов

Критерии Тест Энгла- 
Грэнжера + тест KPSS

Количество пар 6034 173
Максимальная прибыль 287.35% 287.35%
Максимальный убыток -53.28% -37.29%
Пар торговалось в плюс 2701 89
Пар торговалось в ноль 259 2

Пар торговалось в минус 3074 82
Среднегодовая доходность 12.62% 19.67%

Таким образом, пары из раздела 3, для которых 
не подтвердилась транзитивность, были ошибоч­
но выявлены как коинтегрированные.

7. П РАКТИЧЕСКОЕ П РИ М ЕН ЕН И Е
Предложенная нами новая методология может 

быть использована для построения рыночно­
нейтральной стратегии и алгоритмической тор­
говли в хедж-фондах. Мы провели так называе­
мые бэктесты — имитационное моделирование 
прибыльности торговой стратегии на историче­
ских данных.

Торговая стратегия, которая применялась в 
данных бэктестах, была взята из работ [12, 13]. 
Данные взяты с М осковской биржи за 2017 год. 
Результаты бэктестов, основанных на примене­
ния двух методологий, представлены в таблице 1 .

Как можно видеть из таблицы 1, благодаря бо­
лее точной идентификации коинтегрированных 
пар акций, удалось увеличить среднегодовую до­
ходность при торговле отдельной коинтегриро- 
ванной парой на 7.05%. Таким образом, предло­
женная методология может увеличить прибыль­
ность алгоритмической торговли при 
использовании рыночно-нейтральных стратегий.

8 . ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В данной статье было приведено теоретиче­

ское обоснование свойства транзитивности отно­
ш ения коинтеграции, а также проведен вычисли­
тельный эксперимент с использованием теста 
Энгла—Грэнджера и для проверки свойства тран­
зитивности отношения коинтеграции.

Было показано, что хотя свойство транзитив­
ности отношения коинтеграции, теоретически, 
должно выполняться, экспериментальные дан­
ные расходятся с теоретическими выкладками. 
Мы рассмотрели парадоксальный результат теста 
Энгла-Грэнджера: коинтеграция была выявлена 
для пар (X , Y ) и (Y , Z ), но не всегда была выявлена 
для пары (X , Z ). Мы интерпретировали данный 
результат низкой мощностью теста Дики-Ф уллера.

В качестве новой методологии выявления ко- 
интегрированных пар активов было предложено 
тестировать остатки от регрессии, полученные с 
помощью теста Энгла-Грэнджера, на стационар­
ность с помощью теста KPSS, и объединять ре­
зультаты данных тестов.

Были проведены бэктесты на данных М осков­
ской биржи за 2017 год. По результатам бэктестов, 
среднегодовая доходность при использовании 
предложенной выше методологии идентифика­
ции коинтегрированных пар акций составила 
19.67%. Таким образом, по сравнению с иденти­
фикацией коинтегрированных пар акций с помо­
щью теста Энгла-Грэндж ера, удалось увеличить 
среднегодовую доходность на 7.05%.

Полученные результаты могут быть использо­
ваны в инвестиционных компания и хедж-фон­
дах для более корректного выявления коинтегри- 
рованных пар активов, построения более при­
быльной рыночно-нейтральной стратегии и 
увеличения эффективности алгоритмической 
торговли на фондовых рынках.
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Abstract—To consider the system of two or more cointegration equations with the same variables, it appears 
necessary to reveal whether the cointegration relationship has the standard properties of reflexivity, symme­
try, and transitivity. In this work, the transitivity property of the cointegration relationship is analyzed. The 
theoretical substantiation for the transitivity of cointegration is presented. The computational experiment 
with the use of the Engle-Granger test to check the transitivity property of the cointegration relationship is 
carried out. It has shown that statistical tests do not necessarily confirm the theoretical calculations: the En­
gle-Granger test rejects the null hypothesis for the (Z; Y) and (Y; X) pairs in favor of cointegration, but does 
not necessarily reject it for the (Z; X) pair. A possible interpretation of this result has been proposed: low pow­
er and high probability of type II error of the Dickey-Fuller test underlying the Engle-Granger test. A new 
methodology for identifying cointegrated asset pairs has been proposed: to test the regression residuals ob­
tained with the Engle-Granger test for stationarity using the KPSS test and combine the results of these tests.
The results of the backtests of the proposed methodology on the Moscow Exchange 2017 data are presented. 
According to the results of the backtests, the average annual return on the proposed methodology for identi­
fying cointegrated pairs of shares was 19.67%. Compared to identifying cointegrated pairs of shares using the 
Engle-Granger test, the average annual return increased by 7.05%.
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