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В настоящее время при решении задач нелинейной оптики большое внимание уделяется анализу
нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих распространение уединенных волн в
оптических средах. В данной работе изучается система уравнений в частных производных шестого
порядка, использующаяся для описания распространения двух волн в брэгговской решетке. В изу-
чаемой системе уравнений присутствует нелинейность третьей, пятой и седьмой степени. Задачей,
которая решается в данной работе, является применение варианта метода простейших уравнений
для поиска решений в виде уединенных волн. На первом этапе метода осуществляется переход к си-
стеме обыкновенных дифференциальных уравнений, записанных с учетом переменных бегущей
волны. В результате подстановки исходная система уравнений приводится к переопределенной си-
стеме, состоящей из четырех уравнений, соответствующих действительной и мнимой частям исход-
ных уравнений. Из уравнений, соответствующих мнимым частям, получены ограничения на пара-
метры исходных уравнений в частных производных. Определен порядок полюса общих решений
дифференциальных уравнений, соответствующих действительным частям. Найденный порядок
полюса позволил перейти непосредственно к методу простейших уравнений построения решений в
виде уединенных волн. В работе построены аналитические решения и проанализированы графики
при различных значениях параметров математической модели.

Ключевые слова: брэгговская решетка, уединенные волны, нелинейные дифференциальные уравне-
ния, распространение импульсов, оптическое волокно
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время большой интерес представ-
ляет собой изучение такого явления, как распро-
странение импульсов в нелинейных средах. Ис-
пользуя дифференциальные уравнения, описываю-
щие математические модели, можно исследовать
явление распространения импульсов в оптиче-
ском волокне.

Одним из важных уравнений, описывающих
распространение импульсов в оптическом волок-
не, является следующее:

(1)

Ранее уравнение (1) рассматривалось в ряде
работ (см., например, [6, 7]). Следует отметить,
что при ,  ( ) и  уравне-

ние (1) является широко используемым нелиней-
ным уравнением Шредингера:

(2)
В работе [1] рассмотрена обобщенная модель

распространения импульсов в оптической среде.
В [2] представлены некоторые дифференциаль-
ные уравнения, которые могут быть использова-
ны для описания данного явления. В статье [3]
найдены решения в форме уединенных и перио-
дических волн для иерархии уравнений рассмат-
риваемого типа.

Помимо этого, следует отметить, что процесс
распространения волн нередко наблюдается в
рамках волоконной брэгговской решетки, пред-
ставляющей собой участок оптического волокна,
в сердцевине которого показатель преломления
периодически изменяется в продольном направ-
лении [4].
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В [5] рассматриваются уравнения с третьей и
пятой степенями нелинейности в виде систем из
двух уравнений, каждое из которых описывает
распространение волны в двулучепреломляющем
волокне. Двойным лучепреломлением называет-
ся эффект, при котором луч света в анизотропной
среде расщепляется на две составляющих.

По аналогии с этой работой уравнению (1) со-
ответствует следующая система:

(3)

(4)

однако, в (3)–(4) учтены добавочные слагаемые
 и , отвечающие за отражательные свойства

волн.
Уравнения, входящие в систему (3)–(4), явля-

ются нелинейными дифференциальными урав-
нениями 6-го порядка, учитывающими высокий
уровень дисперсии. Уравнения с высокой дис-
персией ранее также рассматривались в работах
[7–12].

В данной работе ищутся точные решения си-
стемы (3)–(4) после ее первоначального перехода
к переменным бегущей волны.
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2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ (3)–(4) 
ПРИ 

Используя переменные бегущей волны

(5)

преобразуем уравнения в частных производных
системы (3)–(4) в систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Подставляя (5) в систему (3)–(4), получаем си-
стему из четырех уравнений, представляющих со-
бой действительную и мнимую части исходных
уравнений:

(6)

(7)

(8)

≠3 0b

− −ω − −ω, = , , = ,
= − ,

v
0 0( ) ( )

1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )i kx kx t i kx kx tu x t y z e x t y z e
z x C t

, ,

,

+ − − + + +
+ − − + + +

2 4
1 6 6 5 4 1 6

3 2 7
5 4 3 2 1 1 12

( 15 5 ) (15

10 6 3 )
zzzzzz zzzz

zz

y c k c kc c y k c

k c k c kc c y y c

+ + + + + +2 5 4 2 3
13 2 9 1 14 2 10 2 7 1(3 ) (3 )c y c y c y c y c y

+ − + − + + + −
− + − + ω + = ,

6 6 5 4 4 3
6 15 2 5 4 11 2 3

2 2
2 8 2 1 1 2

(

) 0

k c c y k c k c c y k c

k c c y kc y sy

,

,

+ + − − + +
+ + + − − +

+ − + = ,

3 2
6 5 1 6 5 4

5 4 3 2
3 1 6 5 4 3

2 0 1 1

(6 ) ( 20 10 4

) (6 5 4 3
2 ) 0

zzzz

zz

kc c y k c k c kc

c y k c k c k c k c
kc C c y

, ,

,

+ − − + + +
+ − − + + +

2 4
2 6 6 5 4 6

3 2 7
5 4 3 2 2 2 15

( 15 5 ) (15

10 6 3 )
zzzzzz d zzzz

zz

y d k d kd d y k d

k d k d kd d y y d

+ + + + + +2 5 4 2 3
14 1 11 2 13 1 10 1 8 2(3 ) (3 )d y d y d y d y d y

Рис. 1. Графики уединенных волн (40) (a) и вещественной части решения (41) (б) при t = 10, a = 1.5, α = 0.7, χ = 0.1,
k = 4.5, b1 = 1.0, b2 = 1.0, b3 = 1.0, θ0 = 1.0, z0 = 40.0, c1 = 0.1.
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(9)

Система уравнений (6)–(9) является пере-
определенной для функций  и , при этом
уравнения (6)–(7) получены из первого уравне-
ния исходной системы (3)–(4), а (8)–(9) – из вто-
рого. Полагая коэффициенты мономов уравне-
ний (7) и (9) равными нулю, получим, что любые
функции  и  будут удовлетворять уравне-
ниям (7) и (9) соответственно. Далее рассматри-
ваем уравнения (6) и (8), с учетом ограничений,
полученных из уравнения (7), которые имеют
вид:

(10)

и ограничений, полученных аналогично из ра-
венства нулю коэффициентов мономов уравне-
ния (9):

(11)

Тогда, с учетом (10) и (11), уравнения (6) и (8)
принимают вид:

(12)

(13)

Уравнения в системе (12)–(13) также являются
нелинейными дифференциальными уравнения-
ми 6-го порядка. В полученной системе (12)–(13)
воспользуемся заменой:

(14)
Далее, без ограничения общности полагаем,

что .
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Тогда после подстановки (14) в (12)–(13) полу-
чаем переопределенную систему уравнений отно-
сительно функции 

(15)

(16)

В полученной системе (15)–(16) умножим пер-
вое уравнение на , второе – на , и вычтем
из первого уравнения (15) второе (16):

(17)
где

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Решая уравнения  находим иско-
мые условия совместности для системы уравне-
ний (15)–(16):
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(26)

(27)

где

С учетом найденных условий, далее можно
рассматривать любое уравнение из системы (15)–
(16). Ниже приводится решение уравнения (15).

Решение будем искать в виде:

(28)

где  – решение уравнения  и
имеет вид:
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Без ограничения общности полагаем .
Тогда, подставляя (28) в уравнение (15), имеем:
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где
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где

Таким образом, решение первого уравнения
из системы уравнений (15)–(16) в форме уеди-
ненной волны имеет вид:

(39)

соответственно,

(40)

Тогда решение исходной системы уравнений (3)–
(4) можем записать в форме:

(41)

Ниже представлены графики уединенных волн
 и  и вещественной части  и .

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассматривается система двух нели-

нейных дифференциальных уравнений в частных
производных 6-го порядка, описывающая рас-
пространение двух волн с учетом брэгговской ре-
шетки. Показано существование высокодисперс-
ных оптических солитонов, являющихся реше-
нием системы (3)–(4). Определены условия
совместности исследуемой системы уравнений и,
с учетом найденных ограничений получены точ-
ные решения системы дифференциальных урав-
нений (3)–(4) при условии, что .
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Abstract—In nonlinear optics, great attention is currently paid to the analysis of nonlinear differential equa-
tions describing the propagation of solitary waves in optical media. In this work, the system of partial differ-
ential equations of the sixth order is studied to describe the propagation of two waves in a Bragg grating. This
system includes nonlinearities of the third, fifth, and seventh degrees. To solve the problem, we apply the sim-
plest equation method variance for finding solitary wave solutions. At the first step, the system is transformed
to a system of ordinary differential equations by using the traveling wave variables. The resulting system is an
overdetermined system consisting of four equations corresponding to the real and imaginary parts of the ini-
tial equations. From the equations corresponding to the imaginary parts, some restrictions for the parameters
of initial partial differential equations are obtained. The pole order of the general solutions for the differential
equations corresponding to the real parts is determined. This pole order allows us to use the simplest equa-
tions method to construct solutions in the form of solitary waves. Thus, the analytical solutions are construct-
ed and graphs with different values of the mathematical model parameters are analyzed.

Keywords: Bragg grating, solitary waves, nonlinear differential equations, pulse propagation, optical fiber
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