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Исследуются нелинейные уравнения в частных производных с переменным запаздыванием типа
пантографа, которые помимо искомой функции  содержат также функции с растяжением
одной или нескольких независимых переменных вида ,  или , где  и  – пара-
метры масштабирования ( , ). Впервые описаны точные решения различных клас-
сов таких уравнений. Приведены примеры нелинейных уравнений в частных производных с пере-
менным запаздыванием типа пантографа, которые допускают автомодельные решения (отметим,
что уравнения в частных производных с постоянным запаздыванием не имеют автомодельных ре-
шений). Получены точные решения с аддитивным, мультипликативным и обобщенным разделени-
ем переменных, а также решения более сложного вида. Особое внимание уделяется нелинейным
уравнениям в частных производных типа пантографа достаточно общего вида, которые содержат
произвольные функции. В целом рассмотрено более сорока нелинейных уравнений с переменным
запаздыванием типа пантографа, допускающих точные решения. Показано, что некоторые уравне-
ния допускают обобщение на случай запаздывания, которое произвольным образом зависит от времени.
Описанные уравнения и их точные решения могут быть использованы для формулировки тестовых
задач, предназначенных для проверки адекватности и оценки точности численных и приближен-
ных аналитических методов решения соответствующих нелинейных начально-краевых задач для
уравнений в частных производных с переменным запаздыванием типа пантографа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнения с постоянным запаздыванием. В есте-
ствознании важную роль играет изучение наслед-
ственных свойств нелинейных систем различной
природы, скорость изменения искомых величин
которых зависит не только от состояния в данный
момент времени, но и от предыдущей эволюции
процесса. В частном случае состояние системы
может определяться не всей ее историей, а только
каким-то моментом в прошлом. Такие системы
называют системами с запаздыванием. При мате-
матическом моделировании подобных систем в
простейшем случае в дифференциальные уравне-
ния помимо искомой функции  входит также
функция , где  – время,  – время за-
паздывания [1–3]. Обычно считается, что время
запаздывания постоянно.

При моделировании нелинейных систем с по-
стоянным запаздыванием и двумя независимыми
переменными , , где  – пространственная ко-
ордината, чаще всего встречаются реакционно-
диффузионные уравнения вида [4]:

(1)
Наличие запаздывания значительно затрудня-

ет анализ уравнений вида (1). Такие уравнения
допускают решения типа бегущей волны ,
где  (см., например, [4–7]), но не допус-
кают автомодельных решений вида ,
которые часто имеют уравнения с частными про-
изводными без запаздывания.

Более сложные, чем решения типа бегущей
волны, точные решения нелинейных уравнений с
запаздыванием реакционно-диффузионного ти-

= ,( )u u x t
,( )u px t ,( )u x qt ,( )u px qt p q

< <0 1p < <0 1q

( )u t
− τ( )u t t τ > 0
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па были получены в работах [8–19]. Точные ре-
шения нелинейных уравнений типа Клейна–
Гордона с запаздыванием и других нелинейных
уравнений гиперболического типа приведены в
[20–28]. Некоторые точные решения дифферен-
циально-разностных уравнений вязкой несжима-
емой жидкости (которые обобщают уравнения
Навье–Стокса) описаны в [29].

Важно отметить, что дифференциальные урав-
нения с запаздыванием обладают рядом специ-
фических качественных особенностей [4, 21, 23,
30], которые не присущи уравнениям без запаз-
дывания.

Уравнение пантографа и родственные уравне-
ния. В некоторых случаях запаздывание может за-
висеть от времени, т.е. , где  – за-
данная функция [2].

Для иллюстрации сказанного рассмотрим ли-
нейное обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка с переменным запаздыва-
нием, пропорциональным независимой пере-
менной:

(2)

которое при  называется уравнением пан-
тографа. Это уравнение описывает динамику
контактного токоприемника (пантографа) элек-
тровоза [31] и является частным случаем ОДУ с
переменным запаздыванием при .
Функция , входящая в уравнение пантогра-
фа (2), отличается от функции  растяжением
вдоль оси  в  раз.

Уравнение пантографа и более сложные род-
ственные дифференциальные уравнения, кото-
рые содержат искомые функции с растяжением
аргумента, используются для математического
моделирования различных процессов в биологии
[32, 33], астрофизике [34], электродинамике [35],
теории популяций [36], теории чисел [37], стоха-
стических играх [38], теории графов [39], теории
риска и очередей [40]. Анализу и решению таких
уравнений посвящены также, например, работы
[31, 41–47].

Нам неизвестны публикации, в которых были
бы приведены точные решения нелинейных
уравнений с частными производными типа пан-
тографа. В [9, 11, 15] были описаны несколько
классов точных решений нелинейных уравнений
с частными производными с произвольным за-
паздыванием. Эти результаты использованы в
данной статье для получения точных решений со-
ответствующих уравнений типа пантографа. Кро-
ме того, рассмотрено много других нелинейных
уравнений с частными производными типа пан-
тографа второго и более высоких порядков, кото-
рые допускают точные решения, включая и авто-
модельные решения. Некоторые точные решения

τ = τ( )t τ >( ) 0t

= + , = ,' ( )tu au bw w u pt

< <0 1p

τ = −( ) (1 )t p t
( )u pt

( )u t
t 1/p

были получены с помощью различных модифи-
каций метода функциональных связей [10, 15].

В данной статье термин “точное решение” для
нелинейных уравнений в частных производных
типа пантографа (с растяжением одного или не-
скольких независимых переменных) и других
уравнений с переменным запаздыванием будем
применять в случаях, когда решение выражается:

(i) через элементарные функции, функции,
входящие в уравнение (это необходимо, когда
уравнение содержит произвольные функции), и
неопределенные или/и определенные интегралы;

(ii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений без запаздывания или си-
стем таких уравнений;

(iii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений типа пантографа и других
уравнений с переменным запаздыванием или си-
стем таких уравнений.

Допустимы комбинации решений из пп. (i)–
(iii). В случае (i) точное решение может быть
представлено в явной, неявной или параметриче-
ской форме. Данное определение обобщает тер-
мин “точное решение”, который использовался в
[10, 12] для нелинейных уравнений в частных
производных с постоянным запаздыванием и в
[48] – для уравнений без запаздывания.

Далее, если специально не оговаривается, в
нелинейных уравнениях с частными производ-
ными типа пантографа считается, что  и

,  и  – произвольные функции.
Искомая функция обозначается , а искомая
функция с растяжением одного или нескольких
аргументов – .

2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
РЕАКЦИОННО-ДИФФУЗИОННЫХ 
УРАВНЕНИЙ ТИПА ПАНТОГРАФА

2.1. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие свободные параметры

Уравнение 1. Уравнение со степенной нели-
нейностью

(3)

при  допускает автомодельное решение

(4)

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

(5)
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Замечание 1. Интересно отметить, что нели-
нейное уравнение (3) с переменным запаздыва-
нием при   в частном случае 
имеет точное решение, которое выражается через
решение ОДУ без запаздывания (5) при , при

 уравнение (3) сводится к ОДУ с запазды-
ванием при , а при  – к ОДУ с опере-
жением при . Более того, решение уравнения
(3) с опережением при  при подходящих
значениях параметров  и  также может выра-
жаться через решение ОДУ с запаздыванием
( ), без запаздывания ( ) и с опережением
( ).

Уравнение 2. Уравнение со степенной нели-
нейностью

при  допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 3. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  описываются не-
линейными ОДУ типа пантографа

Уравнение 4. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

(6)

допускает точное решение вида

где функции  описываются нелиней-
ной системой ОДУ типа пантографа
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Уравнение 5. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

(7)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ции  описываются нелинейной систе-
мой ОДУ типа пантографа

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ции  описываются нелинейной систе-
мой ОДУ типа пантографа

При  имеем . В этом случае
второе уравнение системы становится независи-
мым, а первое – линейным для .

Замечание 2. Уравнения (6) и (7) и их решения
допускают обобщения на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9].

2.2. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие произвольные функции вида 

Уравнение 6. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа
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Уравнение 7. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 8. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

(8)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ первого

порядка типа пантографа
(9)

2°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ первого

порядка типа пантографа (9).
Отметим, что уравнение (8) и его решения до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9, 11].

Уравнение 9. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

2.3. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие произвольные функции вида 

Уравнение 10. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

= + − , = , ,( ) ( )t xxu au f u w w u px t

, = + ϕ ,( ) ( )u x t Ct x

C
ϕ = ϕ( )x
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ψ = ψ( )t

ψ = ψ + ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t b f qt

> 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = ,( ) cos( ) sin( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + + − , = , ,( ) ( )t xxu au bu f u w w u px t

, = + ϕ ,( ) ( )btu x t Ce x

C
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ + ϕ − ϕ = , ϕ = ϕ .'' ( ) 0 ( )xxa b f px

( / )f w u

= + , = , ,( / ) ( )t xxu au uf w u w u px t

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 11. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает несколько точных решений с мульти-
пликативным разделением переменных, приве-
денных ниже.

1°. Решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

2°. Решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

3°. Вырожденное решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

Уравнение 12. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

(10)
допускает точное решение с мультипликативным
разделением переменных

где функции  и  описываются не-
линейным ОДУ второго порядка и ОДУ первого
порядка типа пантографа

(11)

где  – произвольная постоянная.
Первое уравнение (11) является автономным,

его общее решение может быть получено в неяв-

λ, = ϕ ,( ) ( )tu x t e x

λ
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ ϕ − λ = , ϕ = ϕ .'' [ ( / ) ] 0 ( )xxa f px

= + , = , ,( / ) ( )t xxu au uf w u w u x qt

, = λ + λ ψ ,( ) [ ch( ) sh( )] ( )u x t A x B x t

A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = λ ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .2' ( / ) ( )t a f qt

, = λ + λ ψ ,( ) [ cos( ) sin( )] ( )u x t A x B x t

A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = − λ ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .2' ( / ) ( )t a f qt

, = + ψ ,( ) ( ) ( )u x t Ax B t
A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ ψ , ψ = ψ .' ( / ) ( )t f qt

= + + , = , ,ln ( / ) ( )t xxu au bu u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

ϕ = ϕ − ϕ ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ + ψ ψ, ψ = ψ ,
1

1

'' ln

' ( / ) ln ( )

xx

t

a C b

C f b qt

1C
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ной форме. Частное однопараметрическое реше-
ние этого уравнения имеет вид

где  – произвольная постоянная.
Отметим, что уравнение (10) и его решение до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9, 11].

Уравнение 13. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с мультипликативным
разделением переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ типа

пантографа

2.4. Нелинейные уравнения более сложного вида
Уравнение 14. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса степенного вида

(12)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная.
Уравнение 15. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса степенного вида

(13)

допускает три решения с мультипликативным
разделением переменных, которые приведены
ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(14)

 ϕ = − + + + ,
  

2 1
2

1exp ( )
4 2

Cb x C
a b

2C

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + + , = ,ln ( / ) ( ),t xxu au bu u uf w u w u px t

, = ϕ ,( ) exp( ) ( )btu x t Ce x

C
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ = , ϕ = ϕ .'' ln ( / ) 0 ( )xxa b f px

= + , = ,( ) ( / ) ( ),k
t x xu a u u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

+

ϕ ϕ = ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ ,1

' '( )

' ( / ) ( )

k
x x

k
t

a b

b f qt

b

+= + + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
t x xu a u u uf w u bu w u x qt

+ >( 1) 0b k
/ +, = β + β ψ ,

β = + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ / ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

3°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

Уравнение 16. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса степенного вида

допускает точное решение

где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ второго порядка с

постоянным запаздыванием

Уравнение 17. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса степенного вида

(15)

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 18. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(16)
допускает решение с аддитивным разделением
переменных

где ,  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

+ <( 1) 0b k
/ +, = −β + β ψ ,

β = − + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= −1k

( ), = − + ψ ,2
1 2( ) exp ( )

2
bu x t C x C x t
a

1C 2C
ψ = ψ( )t

+= + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
t x xu a u u u f w u w u x qt

− /, = ϕ , = + λ ,1( ) ( ) lnku x t t z z x t

λ
ϕ = ϕ( )z

+ − /ϕ ϕ − λϕ + ϕ + ϕ ϕ ϕ = ,

ϕ = ϕ + λ .

1 11' ' '( ) ( / ) 0

( ln )

k k k
z z za f q

k
z q

− + += + + − ,
= , ,

1 1( ) ( )
( )

k k k k
t x xu a u u b u f u w

w u x qt

/ ++ , = ψ − + + ,
  

1 ( 1)
2

1 2
( 1)( ) ( )

2

kb ku x t t x C x C
a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = + ψ − ψ , ψ = ψ .' ( 1) ( ) ( )t k f qt

λ= + − , = , ,( ) ( ) ( )u
t x xu a e u f u w w u x qt

= + + + ψ ,
λ

21 ln( ) ( )u Ax Bx C t

A B C
ψ( )t

λψψ = λ + ψ − ψ , ψ = ψ .' 2 ( / ) ( ) ( )a A e f qt
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Уравнение 19. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(17)
допускает два решения с аддитивным разделени-
ем переменных.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(18)

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (18).

Уравнение 20. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(19)

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 21. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса логарифмического вида

(20)

допускает решения

где функция  описывается ОДУ типа пан-
тографа

Уравнение 22. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(21)

λ λ= + − + , = , ,( ) ( ) ( )u u
t x xu a e u f u w be w u x qt

λ > 0b

, = β + β + ψ ,
λ

β = λ ,

1 2
1( ) ln[ cos( ) sin( )] ( )

/

u x t C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

λ < 0b

, = −β + β + ψ ,
λ

β = − λ ,

1 2
1( ) ln[ exp( ) exp( )] ( )

/

u x t C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

λ −λ λ λ= + + − ,
= , ,

( ) ( )
( )

u u u w
t x xu a e u b e f e e

w u x qt

λ , = ψ − + + ,
  λ

2
1 2

1( ) ln ( )
2
bu x t t x C x C

a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = λ ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

= + − + ,
= , ,

[( ln ) ] ln ( / )
( )

t x xu a u b u cu u uf w u
w u x qt

, = ± ψ ,( ) exp( / ) ( )u x t c ax t

ψ = ψ( )t

ψ = + ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .' (1 / ) ( / ) ( )t c b a f qt

= + + + ,

= , ,

1'[ ( ) ] [ ( ) ( ) ]
'( )

( )

t u x x
u

u uf u u af u bf w c
f u

w u x qt

допускает решение в неявной форме

где функции  и  удовлетворяют
ОДУ типа пантографа

Уравнение 23. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(22)

допускает решение в неявной форме

где функция  описывается ОДУ типа пан-
тографа (18).

Уравнение 24. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(23)

допускает два решения с разделением перемен-
ных в неявной форме.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (14).

Замечание 3. Уравнения (12), (13), (15), (16),
(17), (19), (20), (21), (22), (23) и их решения допус-
кают обобщения на случай переменного запаз-
дывания общего вида, когда , где

 – произвольная функция [15].
Уравнение 25. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса общего вида

допускает автомодельное решение

= ϕ + ψ ,( ) ( ) ( )f u t x t

ϕ = ϕ( )t ψ = ψ( )t

ϕ = ϕ + ϕ, ϕ = ϕ ,

ψ = ψ + ψ + + ϕ , ψ = ψ .2

' ( )

' ( )

t

t

a b qt

a b c qt

= + + − ,

= , ,

1'[ ( ) ] ( ( ) ( ))
' ( )

( )

t u x x

u

u a g u u b f g u g w
g u

w u x qt

= ψ − + + ,2
1 2( ) ( )

2
bg u t x C x C
a

ψ = ψ( )t

= + + ,

= , ,

( )'[ ( ) ] ( ) ( ( )/ ( ))
' ( )

( )

t u x x
u

g uu a g u u bg u f g w g u
g u

w u x qt

> 0ab

= λ + λ ψ , λ = ,1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( ) /g u C x C x t b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

< 0ab

= −λ + λ ψ ,
λ = − ,

1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

/

g u C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= , = , ,[ ( ) ] ( )t x xu f w u w u px qt

− /, = , = ,1 2( ) ( )u x t U z z xt
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где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 26. Эволюционное уравнение вто-
рого порядка общего вида

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА 

ПАНТОГРАФА
3.1. Уравнения, линейные по производным

Уравнение 27. Уравнение типа Клейна–Гордо-
на со степенной нелинейностью

при  допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 28. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  описываются не-
линейными ОДУ второго порядка типа пантогра-
фа

Уравнение 29. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

= ( )U U z

− /

+ = ,

= , = ≤ .1 2

1' ' '[ ( ) ] 0
2

( ) 1

z z zf W U zU

W U sz s pq

= , , , , = , ,( ) ( )t x xxu F u w u u w u px pt

, = , = − λ ,( ) ( )u x t U z z kx t

= ( )U U z

, , , + λ = , = .2' '' '( ) 0 ( )z zz zF U W kU k U U W U pz

= + , = , ,( )k
tt xxu au bw w u px qt

≠ 1k

−, = , = ,
2

1( ) ( ) /ku x t t U z z x t

= ( )U U z

−+ +− + = + ,
−−
= , = ≤ .

2
2 1

2
2(1 ) 2(1 ) ' '' ''

1(1 )
( ) / 1

k
kk

z zz zz
k kU zU z U aU bq W

kk
W U sz s p q

= + + , = , ,( ln ln ) ( )tt xxu au u b u c w w u px qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

ϕ + ϕ ϕ + ϕ = , ϕ = ϕ ;

ψ = ψ ψ + ψ , ψ = ψ .

'' ( ln ln ) 0 ( )

'' ( ln ln ) ( )

xx

tt

a b c px

b c qt

= + − , = , ,( ) ( )tt xxu au f u w w u x qt

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ вто-
рого порядка типа пантографа

Уравнение 30. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

(24)

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 31. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

(25)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

(26)

2°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа (26).
Отметим, что уравнение (25) и его решение до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

Уравнение 32. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

(27)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

, = + + ψ ,2
1 2( ) ( )u x t C x C x t

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = + ψ − ψ , ψ = ψ .1'' 2 ( ) ( )tt aC f qt

= + − , = , ,( ) ( )tt xxu au f u w w u px t

, = + + ϕ ,2
1 2( ) ( )u x t C t C t x

1C 2C
ϕ = ϕ( )x

ϕ − + ϕ − ϕ = , ϕ = ϕ .1'' 2 ( ) 0 ( )xxa C f px

= + + − , = , ,( ) ( )tt xxu au bu f u w w u x qt

ab

< 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = − ,( ) ch( ) sh( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

ψ = ψ + ψ − ψ , ψ = ψ .'' ( ) ( )tt b f qt

> 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = ,( ) cos( ) sin( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + , = , ,( / ) ( )tt xxu au uf w u w u px t

λ, = ϕ ,( ) ( )tu x t e x
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где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Замечание 4. Уравнения (24) и (27) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

3.2. Нелинейные уравнения более сложного вида

Уравнение 33. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

(28)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  определяются из ОДУ и
ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная.
Уравнение 34. Нелинейное волновое уравне-

ние типа пантографа

(29)

допускает три решения с мультипликативным
разделением переменных, которые приведены
ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(30)

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ с запаздыванием (30).

3°. Решение при :

λ
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ ϕ − λ = , ϕ = ϕ .2'' [ ( / ) ] 0 ( )xxa f px

= − τ ,( ( ) )w u x x t
τ( )x

= + , = , ,( ) ( / ) ( )k
tt x xu a u u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ( )x ψ( )t

+

ϕ ϕ = ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ ,1

' '( )

'' ( / ) ( )

k
x x

k
tt

a b

b f qt

b

+= + + ,
= , ,

1( ) ( / )
( )

k k
tt x xu a u u uf w u bu

w u x qt

+ >( 1) 0b k
/ +, = β + β ψ ,

β = + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ ψ , ψ = ψ .'' ( / ) ( )tt f qt

+ <( 1) 0b k
/ +, = −β + β ψ ,

β = − + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= −1k

( ), = − + ψ ,2
1 2( ) exp ( )

2
bu x t C x C x t
a

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (30).

Замечание 5. Уравнения (28) и (29) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

Уравнение 35. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

допускает точное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ второго порядка с

постоянным запаздыванием

Уравнение 36. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

допускает решение с аддитивным разделением
переменных

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 37. Нелинейное волновое уравне-
ние

(31)
допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Это уравнение допускает первый интеграл

(32)
где  – произвольная постоянная. В специаль-
ном случае  уравнение (32) вырождается в
трансцендентное уравнение и приводит к реше-
нию , которое порождает точное реше-
ние исходного уравнения (31), заданное в неяв-
ной форме:

1C 2C
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

+= + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
tt x xu a u u u f w u w u x qt

− /, = ϕ , = + λ ,2( ) ( ) lnku x t t z z x t

λ
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+ − /

+ +ϕ − λ ϕ + λ ϕ =

= ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ ,
ϕ = ϕ + λ .

2
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z q
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21( ) ln( ) ( )u x t Ax Bx C t

A B C
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= , = , ,[ ( ) ] ( )tt x xu f w u w u px qt
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Это решение можно представить в виде
, где  – функция, обратная к .

Уравнение 38. Уравнение второго порядка, со-
держащее , общего вида

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

4. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
СТАРШИХ ПОРЯДКОВ

4.1. Уравнения, линейные по производным
Уравнение 39. Уравнение типа пантографа

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.
Уравнение 40. Уравнение типа пантографа

допускает решение с аддитивным разделением
переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.
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Уравнение 41. Уравнение типа пантографа

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.

4.2. Нелинейные уравнения более сложного вида
Уравнение 42. Уравнение типа пантографа

допускает точное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается ОДУ с постоянным запаз-

дыванием

Уравнение 43. Уравнение типа пантографа

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 44. Уравнение типа пантографа

(33)

допускает точное решение в виде суммы функций
разных аргументов

= =
= + + , ,

= , ,

 
( ) ( )

1 1
( ) ( ) ln ( / )

( )

k m
i i

i t i x
i i

b t u a x u bu u uf t w u

w u x qt

, = ϕ ψ .( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

=

=

ϕ = ϕ − ϕ ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ + ψ , ψ ψ ,

ψ = ψ ,





( )

1

( )

1

( ) ln

( ) ( ) ( ) ln ( ) ( / )

( )

m
i

i x
i

k
i

i t
i

a x c b

b t c t b t t f t

qt
c

 
= , , , , , = , , 

 

( )

( )
n

k x xx x
t

u u u wu u F … w u x qt
u u u u

−, = ϕ , = + λ ,
1

1( ) ( ) lnku x t t z z x t

λ
ϕ = ϕ( )z

−
 ϕ ϕ ϕ ϕϕ + λϕ = ϕ , , , , , 
 − ϕ ϕ ϕ ϕ 

ϕ = ϕ + λ .

( ) 1
1' ''1 '

1

( ln )

n
k z zz z k

z F … q
k

z q

, , , , , , , , , = ,( ) ( ),t x tt xt xx tttF u w u u u u u u … w u px pt

, = , = − λ ,( ) ( )u x t U z z kx t

= ( )U U z

, −λ , ,λ − λ , −λ , =, , ,
= .

2 2 3( , ) 0' ' '' '' '' '''
( )

z z zz zz zz zzzF U W U kU U k U k U U …

W U pz

, , , , − = + , , , ,
= , ,

( ) ( )( ) ( )
( )

k n
t t x xG t u … u u w au F x u … u

w u x qt

, = ϕ + ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t



324

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 4  2020

ПОЛЯНИН, СОРОКИН

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная. Без ограничения
общности можно положить  (соответствует
замене  и ).

Уравнение 45. Уравнение типа пантографа

(34)

допускает точное решение в виде произведения
функций разных аргументов

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная. Без ограничения
общности можно положить .

Замечание 6. Уравнения (33) и (34) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Впервые представлены точные решения раз-

личных классов нелинейных уравнений в част-
ных производных с переменным запаздыванием
типа пантографа, которые помимо искомой
функции  содержат также функции с
растяжением одной или нескольких независимых
переменных вида ,  или .
Приведены примеры нелинейных уравнений в
частных производных типа пантографа, которые
допускают автомодельные решения, решения с
аддитивным, мультипликативным и обобщен-
ным разделением переменных, а также решения
более сложного вида. Особое внимание уделяется
нелинейным уравнениям типа пантографа доста-
точно общего вида, которые содержат произволь-
ные функции. Рассмотренные уравнения и их
точные решения могут быть использованы для
формулировки тестовых задач, предназначенных
для оценки точности численных и приближен-
ных аналитических методов решения соответ-
ствующих нелинейных начально-краевых задач
для уравнений в частных производных с перемен-
ным запаздыванием типа пантографа.

Работа выполнена по теме государственного за-
дания (№ госрегистрации AAAA-A20-120011690135-5)
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и при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований
(проект № 18-29-10025).
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Abstract—Nonlinear partial differential equations with variable delay of pantograph type are studied. These
equations, in addition to the unknown function u = u(x, t), also contain functions with stretching of one or
several independent variables of the form u(px, t), u(x, qt), or u(px, qt), where p and q are the scaling param-
eters (0 < p < 1, 0 < q < 1). Exact solutions of various classes of such equations are described for the first time.
Examples of nonlinear partial differential equations with variable delay of pantograph type that allow self-
similar solutions are given (note that partial differential equations with constant delay do not have self-similar
solutions). Additive, multiplicative, and generalized separable solutions, as well as solutions of a more com-
plex form, are obtained. Special attention is paid to nonlinear partial differential equations of pantograph type
of a fairly general form that contain arbitrary functions. In total, more than 40 nonlinear equations with vari-
able delay of pantograph type, admitting exact solutions, are considered. It is shown that some equations can
be generalized to the case of delay, which arbitrarily depends on time. The described equations and their exact
solutions can be used to formulate test problems designed to check the adequacy and assess the accuracy of
numerical and approximate analytical methods for solving the corresponding nonlinear initial-boundary val-
ue problems for partial differential equations with variable delay of pantograph type.
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reaction-diffusion equations, wave equations, exact solutions, self-similar solutions
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