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При влете заряженной частицы в монокристалл происходит перестройка плоской волновой функции 
свободного электрона в суперпозицию локализованных волновых функций дискретных состояний движения 
в режиме каналирования.  Перестройка волновой функции электрона из свободного в каналированное со-
стояние может произойти упруго, но может и сопровождаться квазихарактеристическим переходным элек-
тромагнитным излучением, возникающим на границе кристалла. Это переходное излучение дополняет хо-
рошо известный тип излучения, возникающий в глубине кристалла при переходах каналированных частиц 
между дискретными состояниями квазисвязанного поперечного движения. Цель статьи – сравнение интен-
сивностей этих двух типов излучения.    

 

Ключевые слова: когерентное взаимодействие, каналирование, монокристалл, электромагнитное излуче-
ние, квазихарактеристическое излучение, квантовая механика, гамма-излучение. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
При движении релятивистского электрона в 

ориентированном монокристалле в режиме ка-
налирования [1] возникает достаточно мощное 
жесткое электромагнитное излучение, что давно 
известно как экспериментаторам [2–6], так и 
теоретикам [7–13]. Процессы излучения, возни-
кающего при каналировании (рис. 1), исследо-
вались теоретически как в классическом [12], 
так и в квантовом [7] приближениях. Классиче-
ское приближение позволяет адекватно оценить 
интенсивность возникающего излучения, но не 
отражает его важных, характерных особенно-
стей, связанных с дискретностью энергетиче-
ского спектра квантовых каналированных со-
стояний. В квантовом приближении эти осо-
бенности учитываются автоматически есте-
ственным образом, однако математические 
трудности квантового описания позволяют рас-
считать спектральные и энергетические харак-
теристики возникающего излучения только 
численно.  

В недавнем цикле статей авторов [14–17] для 
исследования электромагнитных процессов, 
возникающих при каналировании, был приме-
нен квантово-классический подход, сочетаю-
щий преимущества обоих приближений. Этот 

подход позволяет сохранить физическую про-
зрачность описания и использовать простые 
аналитические расчетные методы для получе-
ния количественных результатов. При квантово-
классическом подходе авторы без особых мате-
матических трудностей смогли количественно 
оценить спектральные характеристики и интен-
сивность излучения, возникающего при плос-
костном [16] и осевом [17] каналировании как 
отрицательно заряженных частиц (электронов), 
так и частиц, заряженных положительно (пози-
тронов). За пределами рассмотрения, однако, 
пока осталась важная переходная компонента 
излучения, которая возникает при перестройке 
волновой функции свободного электрона в ка-
налированное состояние на влете в кристалл [7, 
18–20]. 

 

 
Рис. 1. Диаграмма перехода частицы из состояния 
непрерывного спектра в квазисвязанное каналиро-

ванное состояние дискретного спектра 
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Понятно, что для тонких кристаллических 
мишеней, когда излучение из объема кристалла 
невелико, эта переходная компонента может 
играть определяющую роль. Здесь авторы пред-
лагают оценку интенсивности переходной ком-
поненты излучения при перестройке электрона 
в каналированное состояние, основанную на 
уже зарекомендовавшем себя упрощенном 
квантово-классическом подходе. 

 
ВЫБОР УСРЕДНЕННОГО ПОТЕНЦИАЛА 

ПОПЕРЕЧНОГО ДВИЖЕНИЯ 
 
Если частица влетает в кристалл под углом к 

кристаллографической оси, меньшим, чем угол 
Линдхарда 2 ,L U E  /  [1], она начинает дви-
гаться в режиме каналирования и пролетает 
внутри каналов, образованных кристаллографи-
ческими осями, довольно большие расстояния. 
Движение поперек таких каналов ограничено 
расстояниями порядка радиуса атома (для отри-
цательно заряженной частицы) или порядка 
межатомного расстояния (для частицы положи-
тельно заряженной). В любом случае попереч-
ное движение будет финитным, и по законам 
квантовой механики будет характеризоваться 

дискретным набором возможных уровней энер-
гии поперечного движения. Основная идея, су-
щественно упрощающая теоретическое описа-
ние эффекта каналирования, заключается в за-
мене истинного сложно устроенного потенциа-
ла осей (атомных цепочек) некоторым усред-
ненным и потому гладким и непрерывным в 
осевом направлении.  

В общем случае периодический потенциал 
кристаллической решетки можно представить в 
виде 

    exp ,V V i  g

g

R gR               (1) 

где g – вектор обратной решетки; R – радиус-
вектор каналированной частицы в лабораторной 
системе отсчета (ЛСО), который можно пред-
ставить в виде суммы R = vt + r, где r – радиус-
вектор частицы в сопутствующей системе от-
счета (ССО), движущейся вдоль направления 
каналирования со скоростью v, равной про-
дольной скорости каналированной частицы. 
Обозначая поперечную и продольную компо-
ненты  вектора  обратной  решетки,  соответ-
ственно, через g и gz (𝑔𝑧 = l/d, l = 0, 1, 2, …),    
получаем 

 
      , exp 2 2 exp 2 ,

z

z

l
g z z

g l

V V i ig vt i F ig vt        g

g

grR                        (2) 

где 

  ,2 /
1 exp 2 2 / , 0,1, 2, ... l

l dF V i ilz d l
i

      g

g

gr                                    (3) 

 
Целочисленный коэффициент l = 0, 1, 2, 3, … 

определяет номера разрешенных в периодиче-
ской структуре компонент векторов обратной 
решетки gz = l/d, где d – расстояние между ато-
мами в кристалле вдоль оси каналирования. 
Слагаемое с l = 0 в сумме (3) соответствует 
усредненному, не зависящему от z потенциалу, 
обусловливающему каналированное движение 
[1, 7]. 

Если предположить, что взаимодействие за-
ряженной частицы с изолированным атомом 
описывается экранированным кулоновским по-
тенциалом 

      2
0 1 2 0/ exp / ,U Z Z e r r R r           (4) 

где Z1 – заряд ядра атома; Z2  – заряд налетаю-
щей частицы (–е для электрона или +е для пози-

трона), 
 

1/22 2/3 2/3
1 21

0 2

me Z Z
R


  – обратный 

радиус экранирования. Усредненный потенциал 
изолированной цепочки U(ρ) будет иметь вид 
[7] 

〈𝑈(ρ)〉 = 2𝑍1𝑍2𝑒
2

𝑑
 𝐾0 ( ρ

𝑅0
) .               (5) 

После усреднения потенциал цепочки  
〈𝑈(ρ)〉 зависит только от расстояния ρ между 
частицей и осью этой цепочки. Функция K0 (ρ) в 
(5) – нулевая специальная функция МакДоналда 
[7]. Дальнейшая работа с потенциалом (5) воз-
можна только численно, а для аналитического 
исследования разумно аппроксимировать его 
более простыми математическими функциями, 
как это и делалось, например, в работах [14–17, 
19–20]. 



Н.П.  Калашников, А.С. Ольчак 
 

– 283 – 

Ненулевые слагаемые в сумме (3) можно 
рассматривать как возмущения на фоне непре-
рывного потенциала каналирования (5). Они 
могут служить причиной индуцированных пе-
реходов между уровнями квантованного попе-
речного движения каналированных частиц.  

Волновая функция релятивистского электро-
на, движущегося в усредненном потенциале 
〈𝑈(ρ)〉 (потенциал типа (5) или его упрощенная 
аппроксимация), удовлетворяет квадрирован-
ному уравнению Дирака, которое, в пренебре-
жении градиентными и квадратичными по по-
тенциалу слагаемыми, имеет вид [7] 

    
2

( ) .
2 r U r E r

 
        

 
   (6) 

Как уже упоминалось в этой статье и в 
предшествующих работах [14–17], найти в ана-
литическом виде волновые функции, удовле-
творяющие уравнению (6), весьма затрудни-
тельно не только с усредненным потенциалом 
(5), но и даже со многими его упрощенными 
аппроксимациями. Относительно несложно, 
используя квазиклассическое приближение, 
оценить число допустимых уровней энергии для 
электрона в усредненном потенциале. Для по-
тенциала (5) расчет [7] дает значение 

 

 
2 1/3 2

1 1
max 02 2 2

00 0

2 2( ) .Z e Z
N U d K d

Rd de

 
  

         
 

                                   (7) 

 
Для ультрарелятивистского электрона нужно 

еще умножить выражение (7) на лоренц-фактор 
γ. Похожие выражения получаются и для мно-
гих реалистических аппроксимаций усреднен-
ного потенциала [7, 14–17, 19].  

Явно решить уравнение (6) и найти его ана-
литические решения хотя бы в специальных 
функциях удается только для не очень реали-
стичного, но очень простого потенциала  

0 , ;
( )

0, .
V a

U
a

  
  

 
                     (8) 

 

Решения уравнения (6) с потенциалом (8) 
имеют вид 

   

 
 

 

1

2

, exp ,

, ;

, ,

z
nm

m nim
nm

m n

ip z
z

C J k a
e

C K a



 
   

 

  
  

   

ρ ρ

ρ
        (9) 

где m = 0, ±1, ±2,…,  – азимутальное квантовое 

число; 0
2 2

2 2 ;n
n

V E
k  

   2
2 ,n

n

E 
   а 

постоянные нормировки имеют вид 
 

 
     

     

 

 

1 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

;

.

n n

n n n m n m n

m nn n

m n
n n n m n m n

k
C

k a k J k a m J k a

J k ak
C

K ak a k J k a m J k a




    
 




    
 

                     (10) 

 
Из условия сшивки волновой функции (8) на 

окружности ρ = a получается трансцендентное 
уравнение для определения собственных значе-
ний энергии 

 
   

    0.
m m

m m

kJ ka K a

J ka K a

  

  
              (11) 

Стоит отметить, что при любой сколь угодно 
малой глубине  0V   в двумерной яме всегда 
имеется, по крайней мере, один дискретный 
уровень энергии [19–23]. Например, для моно-
кристалла вольфрама (Z = 74, d = 3,16 Å) чис-
ленный расчет дает следующие два уровня 
энергии в нерелятивистском случае: 

1 102,80   эВ, 1 3,74   эВ. 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ЗАСЕЛЕННОСТИ  
УРОВНЕЙ ЭНЕРГИИ 

 
Волновая функция электрона до влета в кри-

сталл имеет вид плоской волны 

 
cos( ), exp exp ,zizp ip

z     
     

   
ρ     (12) 

где  𝑝⊥– поперечная оси каналирования состав-
ляющая импульса частицы, а полярный угол 
отсчитывается от направления вектора 𝒑⊥⃗⃗⃗⃗  ⃗. Рас-
кладывая плоскую волну (13) по набору волно-
вых функций внутри кристалла (9) 

   
,

cos( )exp ,nm nm

n m

ip
Q p



  
  

 
 ρ    (13) 

можно найти коэффициенты заселенности 
уровней энергии, которые сформируются после 
перестройки падающей плоской волны в кана-
лированное состояние (в сумму (13)). По сути, 
это будут квадраты модулей коэффициентов 
разложения из выражения (13) 
 

 

 *cos( )exp .

nm

nm

Q p

ip
d d







  
     

 
 ρ

   (14) 

 

Учитывая, что    
2

cos

0

2 ,i x m m
me d i J x


 

      

вычисление интеграла (14) дает результат 
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        (15) 

где 2 0
0 2

2 ,V
k


  а zp p p      (при zp p ). 

Подчеркнем, что приведенные квантово-
механические вычисления проделаны для мате-
матически самой простой из всех, что могут 
быть аппроксимации усредненного потенциала 
(8) – и тем не менее, они уже имеют столь ма-
ловразумительный и громоздкий вид, что даль-
нейшая аналитическая работа с ними почти ли-
шена практического смысла.  Для рассмотрения 
эффекта переходного излучения, возникающего 
при перестройке волновой функции первона-
чально свободного электрона в квантовую су-
перпозицию волновых функций каналирован-
ных состояний типа (13), необходимо еще вве-
сти в вычисляемые матричные элементы волно-
вые функции испускаемых фотонов, определяе-
мые их энергиями и импульсами, и, соответ-
ственно, проводить интегрирования и по этим 
дополнительным переменным. Запутанность 
подобных вычислений и сложно выразимые ре-
зультаты совсем лишают их практического 
смысла. Разумнее рассмотреть задачу в упро-
щенном квантово-классическом приближении. 

 

КЛАССИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА  
ИНТЕНСИВНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ  

ПРИ ПЕРЕСТРОЙКЕ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ 
 

Перестройка волновой функции электрона из 
свободного состояния, описываемого плоской 

волной (12), в каналированное состояние, опи-
сываемое суперпозицией волновых функций 
типа (13), происходит не мгновенно на границе 
кристалла, но в некоторой переходной области, 
толщиной Lпер (см., например, [7]). Только в 
глубине кристалла, на расстояниях z > Lпер от 
границы влета электрона, состояние электрона 
можно считать вполне каналированным и опи-
сывать волновой функцией типа (13).  

Энергия движения, поперечного направле-
нию каналирования, у свободного электрона 
при влете в кристалл или равна нулю (электрон 
влетает строго параллельно оси каналирования), 
или положительна и не превышает величины 
глубины усредненного потенциала каналирова-
ния U0 при влете под углами, не превышающи-
ми критического угла Линдхарда [1]. В пере-
ходной области 0 < z < Lпер энергия поперечно-
го движения электрона εtr меняется от положи-
тельного значения 0 < εtr < U0  до некоторого 
нового, отрицательного –U0 < εtr < 0, соответ-
ствующего отрицательным значениям попереч-
ной энергии в каналированном  состоянии.      
Характерное изменение поперечной энергии 
при  такой  перестройке,  очевидно,  будет   по-
рядка  глубины  потенциала  каналирования  
Δεtr ~ U0.  
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Перестройка волновой функции из исходно-
го состояния (12) в каналированное (13) может 
произойти упруго, как это рассматривалось в 
предыдущем разделе статьи, но  может сопро-
вождаться и сбросом части энергии электрона в 
форме кванта электромагнитного излучения – 
фотона с энергией ћω. Хорошо известно (см., 
например, [3, 6–9, 11–13, 14–17], что в случае 
когда релятивистская энергия свободного элек-
трона E много больше его энергии покоя 
mс2 (E >> mc2), релятивистский эффект Доплера 
приводит к тому, что характерные энергии фо-
тонов, испускаемых даже при небольшом изме-
нении поперечной энергии электрона Δεtr, будут 
весьма значительны, превышая изменения по-
перечной энергии в гамма-фактор (γ = E/m𝑐2) в 
квадрате раз:     

ћω ~  (E/mc2)2 < |Δεtr | > ~ (E/mc2)2 U0.   (16) 

При всем разнообразии выбора химического 
состава и кристаллографических направлений в 
кристаллах средние значения внутрикристалли-
ческого потенциала для неметаллических кри-
сталлов разнообразием не отличаются и состав-
ляют величины, близкие к значениям работы 
выхода электрона из данного материала (как 
правило, порядка десятка или нескольких де-
сятков эВ, смотри оценку (7), а также оценки в 
работах [3–5, 7, 14–17]).  

Интегральную интенсивность электромаг-
нитного излучения, возникающего при измене-
нии потенциальной энергии электрона на вели-
чину Δεtr ~ U0 на участке движения длины Lпер 
можно приближенно оценить с помощью клас-
сической электродинамической формулы для 
интенсивности дипольного излучения заряжен-
ной частицы, движущейся с ускорением 
w = F/m ~ U0/mLпер. С учетом большого ло-
ренц-фактора (γ = E/m𝑐2 ≫ 1) ультрареляти-
вистского электрона интенсивность [Вт] ди-
польного излучения составит: 

I  = (e2/2π ε0c
3)(F/m)2 ~ 

~ (e2/2π ε0c
3)(∆UЕ/m2с2Lпер)2.         (17) 

Умножая на время движения в переходном 
режиме t ~ Lпер/c, можно ценить интегральную 
энергию излучения, возникающего при перехо-
де электрона в каналированное состояние:  

W [Дж] ~ (e2/2πε0)(Е/mc
2)2
 

(∆U/mc2)2(1/Lпер).                 (18) 

Поделив (18) на типичную энергию одного 
излучаемого кванта (16), оценим среднее число 
испускаемых квантов переходного излучения в 
расчете на один перестраивающийся в канали-
рованное состояние электрон:  

N ~ W/ ћω ~ (e2/2πε0) (∆U/m2c4) (1/Lпер) ~ 

~ 3  10–15м / Lпер.  (19) 
 

 
ВЫВОДЫ  

И ЗАВЕРШАЮЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Какие выводы можно сделать из численной 

оценки (19)?  
1. Значение 3  10–15 м в числителе выражения 

(19), полученное при подстановке оценочного 
значения ∆U ~ 10 эВ и стандартных табличных 
значений остальных физических констант, заве-
домо много меньше межатомных расстояний в 
любом кристалле и тем более меньше ожидае-
мого значения длины перестройки волновой 
функции влетающего в кристалл электрона 
Lпер. Как следствие, число испускаемых при 
неупругой перестройке фотонов будет много 
меньше числа испытывающих перестройку вол-
новой функции электронов. Таким образом, да-
леко не каждый электрон перестраивается в не-
упругом процессе. Подавляющее большинство 
электронов переходит в каналированное состо-
яние упругим образом без сброса энергии. 

2. При движении электрона внутри кристал-
ла в каналированном состоянии количество ис-
пускаемых фотонов, очевидно, пропорциональ-
но толщине кристалла L (т.е. расстоянию, прой-
денному электроном в каналированном состоя-
нии). В случае переходного излучения число 
фотонов (19) обратно пропорционально длине 
Lпер, на которой происходит процесс. Для тон-
ких кристаллов переходное излучение должно 
быть преобладающим. 

3. Интенсивность переходного излучения 
(18) и число испускаемых фотонов (19) зависят 
от характерной длины перестройки волновой 
функции Lпер, оценка которой требует суще-
ственно квантового рассмотрения.  
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When a fast charged particle enters a single crystal, the plane wave function of the free particle is rearranged into 

a superposition of the localized wave functions, associated with bound transversal motion in channeling states. 
Transition of a free particle into the channeling state of bound transversal motion can be accompanied with quasi-
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characteristic electromagnetic radiation. This type of radiation, emitted when a particle enters the crystal, amends 
the known radiation, associated with transitions between discrete levels of transversal motion, generated in the depth 
of the single crystal.  Comparison of intensities of the two types of radiation is the objective of this note.   
 

Keywords: coherent interaction, channeling, single crystal, electromagnetic radiation, quantum mechanics, 
gamma radiation. 
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Изучается поведение акустических волн в разреженной высокотемпературной плазме, в качестве приме-
ра которой рассматривается плазма солнечной короны. Учитываются эффекты теплопроводности и нагре-
ва/радиационных потерь, используются данные о температурном распределении интенсивности излучения. 
Для функции излучения построено аналитическое представление в виде интерполяции кубическими сплай-
нами. В приближении газовой динамики получено дисперсионное соотношение для акустических волн, из 
которого найдены частота, фазовая скорость и коэффициент затухания. Показано в целом превосходство в 
дисперсии и затухании эффекта теплопроводности, нагрев и радиационные потери проявляют себя при 
больших длинах волны.  

 

Ключевые слова: плазма, теплопроводность и излучение плазмы, акустические волны, затухание и дис-
персия волн, квазипериодические колебания.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В разреженной и сильно ионизованной плаз-
ме крайне незначительную роль в физических 
процессах играет вязкая и омическая диссипа-
ция, она существенна в исключительных ситуа-
циях, например в токовых слоях. При изучении 
волновых явлений в высокотемпературной 
плазме солнечной короны обычно рассматри-
вают такие эффекты, как теплопроводность и 
радиационные потери [1–3]. Волны сжатия 
наблюдаются повсеместно в нижней короне и 
рассматриваются как возможный источник ее 
нагрева [1, 4]. Диссипация волновой энергии 
сопровождается дисперсией, которая ведет к 
распаду волнового пакета и образованию квази-
периодических колебаний [5–6].  Происхожде-
ние дисперсии в природной плазме может быть 
связано с потерей энергии волны, например, в 
оптически тонкой высокотемпературной плаз-
ме – вследствие ее излучения [7–8]. С этих по-
зиций мы рассматриваем поведение акустиче-
ских волн в разреженной плазме. Для волн, рас-
пространяющихся от основания солнечной ко-
роны, характерны периоды в 2–16 мин и скоро-
сти в 70–200 км ∙ с−1 [1, 4]. Температура плаз-
мы оценивается здесь в 1–1.5 МК, а концентра-
ция частиц – в 109 см−3. Эти значения парамет-
ров мы берем в качестве ориентиров в своих 
расчетах. Нашей задачей является уточнение 

роли упомянутых эффектов в затухании и дис-
персии акустических волн. Работа направлена 
на развитие теоретических основ исследований 
космической плазмы, разработку методов фор-
мулирования и решения обратных задач для 
нахождения параметров плазмы.  

 
ИЗЛУЧЕНИЕ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ  

РАЗРЕЖЕННОЙ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ 
ПЛАЗМЫ 

 
Для коэффициента теплопроводности высо-

котемпературной плазмы используем классиче-
ское выражение с кулоновским логарифмом 
ΛС = 19.3 [9]  

𝜅(𝑇) ≈ 2.28 ∙ 10−6 𝑇5/2 эрг ∙см−1 ∙ с−1 ∙ моль−1. 

Далее температура берется в масштабе 
𝑚(𝑇) = 106 K, �̃� есть ее безразмерное значение: 
𝑇 = 𝑚(𝑇)�̃�. Аналогично через соответствую-
щие масштабы определяются все остальные 
безразмерные величины, обозначенные знаком 
«тильда». Безразмерный коэффициент тепло-
проводности равен 

�̃�(�̃�) = 2.16 �̃�5/2      (1) 

с масштабом 𝑚(𝜅) = 109 эрг ∙ см−1 ∙ с−1 ∙моль–1. 
По этой формуле рассчитаны его значения, 
представленные в табл. 1.  
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Удельные энергетические потери на излуче-
ние разреженной высокотемпературной плазмы 
определяются выражением ρΛሺ𝑇ሻ, где ρ есть 
плотность [3, 4]. Для нахождения функции из-

лучения Λሺ𝑇ሻ плазмы солнечной короны имеет-
ся код CHIANTI с последней версией 10 [10]. 
Значения функции излучения приведены в 
табл. 1 (www.chiantidatabase.org).  

 
Таблица 1. Значения коэффициента теплопроводности, функции излучения и ее производной  

в безразмерных величинах для ряда значений температуры от 0.5 до 3 МК 
 𝑖 𝑇෨௜ �̃�൫𝑇෨௜൯ Λ෩′൫𝑇෨௜൯ Λ෩൫𝑇෨௜൯/𝑇෨௜ ሺγ − 1ሻΛ෩′൫𝑇෨௜൯ + Λ෩൫𝑇෨௜൯/𝑇෨௜ 

0 0.5011872 0.3841083 1.6944206 3.9338643 5.0634780 
1 0.5623413 0.5122167 0.9185398 3.6493067 4.2616666 
2 0.6309573 0.6830520 0.5562137 3.3221151 3.6929243 
3 0.7079457 0.9108644 0.8366417 3.0359288 3.5936899 
4 0.7943282 1.2146573 0.9091272 2.8058128 3.4118976 
5 0.8912509 1.6197715 0.4869861 2.5799847 2.9046421 
6 1.0000000 2.1600000 –0.1518774 2.3168278 2.2155762 
7 1.1220185 2.8804063 –0.5436842 2.0220692 1.6596131 
8 1.2589254 3.8410835 –0.6187563 1.7379498 1.3254456 
9 1.4125375 5.1221672 –0.7373520 1.4769723 0.9854043 

10 1.5848932 6.8305197 –1.0297757 1.2211791 0.5346619 
11 1.7782794 9.1086445 –1.3967444 0.9561163 0.0249533 
12 1.9952623 12.146573 –1.5824227 0.6864101 –0.3685384 
13 2.2387211 16.197715 –1.3081071 0.4500393 –0.4220322 
14 2.5118864 21.600000 –0.7839322 0.2885310 –0.2340905 
15 2.8183829 28.804063 –0.4002056 0.1951398 –0.0716638 
16 3.1622777 38.410835 –0.1912866 0.1431106 0.0155862 
17 3.5481339 51.221672 –0.0801279 0.1135040 0.0600854 
18 3.9810717 68.305197 –0.0204270 0.0960697 0.0824517 
19 4.4668359 91.086445 0.0110652 0.0853337 0.0927105 
20 5.0118723 121.46573 0.0259607 0.0781900 0.0954971 
21 5.6234133 161.97715 0.0307181 0.0728475 0.0933263 
22 6.3095734 216.00000 0.0281228 0.0681803 0.0869288 
23 7.0794578 288.04063 0.0198320 0.0634087 0.0766299 
24 7.9432823 384.10835 0.0077292 0.0580227 0.0631755 
25 8.9125094 512.21672 –0.0061839 0.0517903 0.0476678 
26 10.000000 683.05197 –0.0200044 0.0447091 0.0313728 
27 11.220185 910.86445 –0.0320510 0.0369820 0.0156147 
28 12.589254 1214.6573 –0.0383280 0.0290409 0.0034890 
29 14.125375 – – 0.0218213 – 

 
Ее аналитическое представление получено посредством интерполяции кубическими сплайнами 

(рис. 1)   Λ෩൫𝑇෨൯ = 𝐴ሚ௜൫𝑇෨ − 𝑇෨௜൯ଷ + 𝐵෨௜൫𝑇෨ − 𝑇෨௜൯ଶ + 𝐶ሚ௜൫𝑇෨ − 𝑇෨௜൯ + 𝐷෩௜,    (2) 𝑇෨௜ < 𝑇෨ < 𝑇෨௜ାଵ, 𝑖 = 0, … , 15. 
Функция Λ෩ и коэффициенты 𝐷෩௜ даны в масштабе 𝑚ሺΛሻ = 10ଶ଺ эрг∙гିଶ ∙ смଷ ∙ сିଵ, другие коэффици-

енты – масштабах 𝑚ሺ𝐴௜ሻ = 10଼ эрг∙гିଶ ∙ смଷ ∙ сିଵ ∙ Kିଷ, 𝑚ሺ𝐵௜ሻ = 10ଵସ эрг∙гିଶ ∙ смଷ ∙ сିଵ ∙ Kିଶ, 𝑚ሺ𝐶௜ሻ == 10ଶ଴ эрг ∙ гିଶ ∙ смଷ ∙ сିଵ ∙ Kିଵ. Коэффициенты приведены в табл. 2, где под Λ෩′ понимается производ-
ная Λ෩ по 𝑇෨ . 

http://www.chiantidatabase.org/
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Рис. 1. Функция излучения, заданная по точкам, и ее интерполяция 

 
Таблица 2. Значения безразмерных коэффициентов интерполяционных полиномов 

 𝑖 𝐴ሚ௜ 𝐵෨௜ 𝐶ሚ௜ 𝐷෩௜ 
0 –5.7435271 –5.8167934 1.6944206 1.9716026 
1 41.100896 –6.8705139 0.9185399 2.0521560 
2 2.0021047 1.5900257 0.5562138 2.0961129 
3 –12.601951 2.0524425 0.8366417 2.1492730 
4 –6.6334681 –1.2133198 0.9091272 2.2287364 
5 1.2554399 –3.1421208 0.4869861 2.2994138 
6 6.1576166 –2.7325371 –0.1518774 2.3168278 
7 0.9950140 –0.4785085 –0.5436842 2.2687990 
8 –1.3722335 –0.0698355 –0.6187563 2.1879492 
9 –0.5651278 –0.7022106 –0.7373520 2.0862789 

10 0.1572747 –0.9944195 –1.0297758 1.9354384 
11 1.4603648 –0.9031752 –1.3967444 1.7002419 
12 1.4127626 0.0474473 –1.5824227 1.3695682 
13 –0.2924959 1.0792959 –1.3081071 1.0075124 
14 –0.4646233 0.8395968 –0.7839323 0.7247572 
15 –0.2105807 0.4123806 –0.4002056 0.5499789 
16 –0.0882646 0.1951278 –0.1912866 0.4525556 
17 –0.0369673 0.0929554 –0.0801279 0.4027274 
18 –0.0171918 0.0449418 –0.0204270 0.3824603 
19 –0.0076125 0.0198883 0.0110652 0.3811718 
20 –0.0038714 0.0074410 0.0259607 0.3918783 
21 –0.0021663 0.0003385 0.0307181 0.4096517 
22 –0.0010942 –0.0041209 0.0281228 0.4301887 
23 –0.0002758 –0.0066481 0.0198320 0.4488982 
24 0.0001275 –0.0073627 0.0077292 0.4608911 
25 0.0003910 –0.0069921 –0.0061839 0.4615819 
26 0.0004262 –0.0057165 –0.0200044 0.4470908 
27 0.0009076 –0.0041563 –0.0320510 0.4149451 
28 0.0006945 –0.0004285 –0.0383280 0.3656036 
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ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

Невозмущенная плазма имеет однородные 
плотность ρ0 и температуру 𝑇0, 𝐶𝑠 = √γ𝑅𝑇0/𝑀– 
звуковая скорость. Она рассматривается как 
идеальный газ с показателем адиабаты 𝛾 = 5/3 
и молярной массой 𝑀, в рассматриваемом при-
мере  высокоионизованной  водородной  плаз-
мы с гелиевой добавкой 𝑀 = 0,62𝑚𝑝𝑁𝐴 ≈                    
≈ 0,62 g ∙ моль−1. Исходные уравнения записы-
ваем через плотность и температуру, считая их 
базовыми термодинамическими параметрами,  

𝜕𝑣𝑥
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+ 𝑣𝑥

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
= −

𝑅

𝑀
(

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+

𝑇

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑥
), 

𝜕ρ

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕ρ

𝜕𝑥
+ ρ

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
= 0, 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ (γ − 1)𝑇

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
= 

= −
(γ − 1)𝑀

𝑅ρ

𝜕

𝜕𝑥
(𝜅(𝑇)

𝜕𝑇
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(γ − 1)𝑀

𝑅
[ρΛ(𝑇) − 𝐻]. 

Эффект нагрева/радиационных потерь опреде-
ляется выражением ρΛ(𝑇) − 𝐻, содержащим 
функцию нагрева 𝐻. Конкретные источники 
нагрева плазмы в условиях короны звезд трудно 
установить, поэтому при изучении волновых 
процессов считаем величину 𝐻 постоянной [11], 
определяемой из условия теплового баланса в 
равновесном состоянии: ρ0Λ(𝑇0) − 𝐻 = 0. По-
добный подход оправдан, если процессы нагре-
ва имеют большие временные и пространствен-
ные масштабы.  

После линеаризации исходных уравнений 
относительно малых возмущений рассмотрим 
последние в виде монохроматических волн 
~ exp(𝑘𝑥 − ω𝑡). Для частоты и волнового числа 
введем безразмерные значения ω̃,  �̃� и соответ-
ствующие масштабы 𝑚(ω) = 0.1 s−1, 𝑚(𝑘) =
= 10−8 см−1. При этом периоды колебаний бу-
дут иметь масштаб около одной минуты, что 
соответствует данным наблюдений. Величина 
𝑚(ω)/𝑚(𝑘) =  𝑚(𝐶𝑠) =  107 см ∙ с−1 будет рас-
сматриваться как масштаб звуковой скорости, 
характерный для высокотемпературной плазмы. 
Дисперсионное соотношение в безразмерных 
величинах имеет следующий вид: 

ω̃3 + 𝑖𝐴ω̃2 − ω̃�̃�𝑠
2�̃�2 + 𝑖𝐵 = 0,    (3) 

𝐴 = 𝐴1�̃�2 + 𝐴2,  

𝐵 = [−(𝐴1�̃�2 + 𝐴2) + 𝐴3 ]�̃�𝑠
2�̃�2/γ, 

где коэффициенты 𝐴1, 𝐴2 и 𝐴3 определяются 
выражениями  

𝑆 = (γ − 1)𝑀𝑚(ρ) (𝑅𝑚(ω)),⁄  

𝐴1 = 𝑆𝑚(𝜅)𝑚(𝑘)2�̃�(�̃�0) ((𝑚(ρ))
2

ρ̃0) ≈⁄

≈ 5.01�̃�(�̃�0)/ρ̃0, 

𝐴2 = 𝑆𝑚(Λ)ρ̃0Λ̃′(�̃�0)/𝑚(𝑇) ≈ 0.005ρ̃0Λ̃′(�̃�0), 

𝐴3 = 𝑆𝑚(Λ)ρ̃0Λ̃(�̃�0) (𝑚(𝑇)�̃�0) ≈⁄

≈ 0.005ρ̃0Λ̃(�̃�0)/�̃�0. 

При выборе масштаба плотности 𝑚(ρ) =

= 10−15 г ∙ см−3 ориентируемся на значение 
концентрации частиц 𝑚(𝑛) = 109 см−3, харак-
терное для нижней части солнечной короны. 
Соотношение между безразмерными величина-
ми плотности и концентрации: ρ̃ = 1.037 �̃�. Па-
раметр 𝐴1 ≥ 0 определяет влияние теплопро-
водности, 𝐴2 и 𝐴3 ≥ 0 – нагрева/радиационных 
потерь. В пределе �̃� → ∞ асимптотическое по-
ведение частоты есть   

�̃� ≈ 𝑉∞�̃� − 𝑖𝛿∞, 

𝑉∞ = �̃�𝑠/√γ, δ∞ = (γ − 1)�̃�𝑠
2/(2γ𝐴1),     (4) 

где 𝑉∞ есть предел фазовой скорости, 𝛿∞ – пре-
дел коэффициента затухания. В отсутствие теп-
лопроводности аналогично можно найти асимп-
тотику частоты, обусловленную действием 
нагрева/радиационных потерь:  

𝑉∞ = �̃�𝑠, δ∞ = ((γ − 1)𝐴2 + 𝐴3)/2γ.      (5) 

Дисперсия локализована в области конечных 
волновых чисел. Асимптотическое значение 
коэффициента затухания уменьшается с увели-
чением 𝐴1. Конкретные распределения будут 
получены из численных решений уравнения (3), 
рассматриваемых в следующем разделе. 

  
НЕУСТОЙЧИВОСТЬ  

И ЗАТУХАНИЕ ВОЛН 
 

Выражение (5) допускает отрицательные 
значения коэффициента затухания. Это воз-
можно в интервале убывания функции излуче-
ния. Появление неустойчивости определяется 
величиной волнового числа из условия  

(γ − 1)(𝐴1�̃�2 + 𝐴2) + 𝐴3 < 0. 

Оно соответствует известному условию не-
устойчивости [12]. Поскольку  (γ − 1)𝐴2 +

+ 𝐴3~ (γ − 1)Λ̃′(�̃�𝑖) + Λ̃(�̃�𝑖)/�̃�𝑖, из табл. 1 мож-
но определить температуры, при которых она 
возможна в рассматриваемом нами примере, 
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они лежат в небольшом интервале �̃�0 = 2 −
− 2,8 MK. Здесь мы рассматриваем примеры с 
температурой �̃�0 = 1. В отличие от температу-
ры, концентрация частиц поддается нахожде-
нию труднее, и рассматриваемые значения 
обычно имеют оценочный характер. Это вносит 
неопределенность в результаты исследований и 
часто ведет к неадекватным выводам. Нашей 
задачей является уточнение ролей теплопро-
водности и нагрева/радиационных потерь в за-
тухании волны. Традиционно считается, что 

причиной затухания волн в нижней части сол-
нечной короны является теплопроводность [1]. 
Рассматриваемые примеры должны выявить 
связь этих событий с локальными свойствами 
самой плазмы. Расчеты производим при помо-
щи пакета Maple 18, сравниваем два примера с 
температурой �̃�0 = 1 и плотностями ρ̃0 = 1, 
ρ̃0 = 5. Рис. 2 и 3 показывают доминирующую 
роль теплопроводности в затухании для боль-
ших волновых чисел. 

 
 

 

 

 

 
Рис. 2. Коэффициент затухания при �̃�0 = 1 Рис. 3. Коэффициент затухания при �̃�0 = 5 

 
Эффект нагрева/радиационных потерь может 

конкурировать только в области малых волно-
вых чисел. Граничное волновое число, разделя-
ющее области влияния одного и другого эффек-
та, равно �̃�𝑠 ≈ 0,04 в случае ρ̃0 = 1 и �̃�𝑠 ≈ 0,2 в 
случае ρ̃0 = 5. Соответствующие длины волны 
равны λ ≈ 1,5 ∙ 1010 см, λ ≈ 3,0 ∙ 109 см или 
150 тыс. км и 30 тыс. км, периоды равны около 
600 и 200 с. Они близки к наблюдаемым значе-
ниям, что позволяет нам применить теоретиче-
скую модель к описанию наблюдаемых событий 
и оценивать плотность плазмы по параметрам 
наблюдаемых колебаний.  

 
ДИСПЕРСИЯ ВОЛН 

 
Дисперсия, обусловленная нагревом / радиа-

ционными потерями, эффективна только в не-
большой области малых волновых чисел �̃� [2], 
причем эта область расширяется с увеличением 
�̃�0. Для больших �̃� дисперсия обусловлена теп-
лопроводностью, это можно увидеть из рис. 4 
и 5.  

Рассматриваемые случаи различаются спек-
тральной локализацией дисперсии: для �̃�0 = 1 
она заметна только в интервалах 0 < �̃� < 0.4 и 
0 < ω̃ < 0.6, для �̃�0 = 5 она выходит в области 

�̃� > 1 и ω̃ > 1.2. Моделирование волнового па-
кета производим, рассматривая локализованный 
начальный импульс гауссовой формы  

ρ̃(�̃�, 0) =
1

6
∫ e−�̃�2/32cos

25

0
(�̃��̃�)𝑑�̃�. 

В данном случае ρ̃(�̃�, 0) есть ненормированное 
распределение, представляющее относительную 
величину возмущения. Безразмерная простран-
ственная переменная �̃� определяется из соот-
ношения масштабов 𝑚(𝑘)𝑚(𝑥) = 1 или 
𝑚(𝑥) = 108 см. Степень локализации импульса 
в данном примере – высокая, его простран-
ственная протяженность составляет Δ𝑥 ≈ 𝑚(𝑥) 
или ∆�̃� ≈ 1. При �̃� > 0 поведение волнового па-
кета определяется косинус-интегралом Фурье 

ρ̃(�̃�, �̃�) =
1

6
∫ e−�̃�2/32cos

25

0
(�̃��̃� − �̃��̃�)𝑑�̃�. 

Безразмерное время �̃� определяется из соот-
ношения 𝑚(ω)𝑚(𝑡) = 1 или 𝑚(𝑡) = 10 с. В ин-
теграле учитывается зависимость ω̃ = ω̃(�̃�), 
полученная численным решением дисперсион-
ного соотношения (3). Функция ω̃(�̃�) определе-
на массивом значений, поэтому интеграл фак-
тически вычисляется в виде суммы.  
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Рис. 4. Фазовая скорость при �̃�0 = 1 Рис. 5. Фазовая скорость при �̃�0 = 5 

 

  
Рис. 6. Волновой пакет при �̃�0 = 1 Рис. 7. Волновой пакет при �̃�0 = 5 

 
 
На рис. 6 и 7 показано поведение волнового 

пакета, во втором случае имеется разложение 
начального импульса на отдельные составляю-
щие с различными длинами волны. Наблюдение 
подобных возмущений в практике показывает 
наличие квазипериодических осцилляций ин-
тенсивности излучения плазмы, вызванных из-
менением плотности [7–8]. Знание периодов 
может дать информацию о реальной зависимо-
сти ω̃(�̃�) и физических параметрах плазмы. В 
случае  �̃�0 = 1 первоначальный импульс в тече-
ние первых 1000 с (17 мин) распространяется 
практически без изменения формы. Скорость 
его распространения близка к звуковой скоро-
сти �̃�𝑠 = 1.49. Дисперсия обусловлена, главным 
образом, действием теплопроводности. Из 
сравнения рис. 6 и 7 можно также сделать вы-
вод, что дисперсия более значительна в случае 
плотной плазмы. На первый взгляд, он противо-
речит высказанному ранее замечанию, что эф-
фект теплопроводности ослабевает с увеличе-
нием плотности.  

Для разрешения данного противоречия обра-
тимся к распределениям фазовой скорости (см. 
рис. 3 и 5). Из асимптотики частоты (4) следует, 
что предельное при �̃� → ∞ значение фазовой 
скорости не зависит от величины коэффициента 
𝐴1~�̃�(�̃�0)/ρ̃0. Фазовая скорость волны под дей-
ствием теплопроводности меняется в опреде-
ленных пределах от �̃�𝑠 при �̃� = 0 до �̃�𝑠/√γ при 
�̃� → ∞. Область волновых чисел, в которой она 
меняется, при больших 𝐴1 локализована вблизи 
нуля. С увеличением плотности коэффициент 
𝐴1, определяющий действие теплопроводности, 
действительно уменьшается, но при этом рас-
ширяется область изменения фазовой скорости, 
как видно из рис. 4 и 5. Область дисперсии за-
трагивает большие значения волнового числа �̃�. 
Это приводит к расплыванию узкого локализо-
ванного импульса, поскольку ширина его 
фурье-образа в пространстве волновых чисел 
велика. 
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ВЫВОДЫ 
 
В частном примере разреженной высокотем-

пературной плазмы солнечной короны диспер-
сия акустической волны, вызванная действием 
процессов нагрева/радиационных потерь, мала в 
сравнении с дисперсией из-за обычной спитце-
ровской теплопроводности [9]. В реальности 
она будет малозаметна на фоне гораздо более 
сильной дисперсии, вызванной теплопроводно-
стью. Речь идет о продольных волнах или вол-
нах сжатия, генерируемых локальными импуль-
сными источниками. Существование таких волн 
в нижней части солнечной короны подтвержда-
ется многочисленными наблюдениями [1, 4], их 
наиболее вероятным источником принято счи-
тать конвективные толчки в нижней атмосфере. 
Расплывание локализованного импульса или его 
распад на отдельные периодические составля-
ющие ведет к образованию наблюдаемых ква-
зипериодических осцилляций [7–8]. Нашими 
расчетами показано, что этот процесс обуслов-
лен, главным образом, действием теплопровод-
ности. Изучение спектра квазипериодических 
колебаний, генерируемых в результате диспер-
сии, позволит получать сведения о свойствах 
плазмы, используя зависимость ω̃(�̃�), которую 
можно установить с помощью фурье-раз-
ложения. Таким образом, можно формулиро-
вать обратную задачу, которая будет предметом 
нашего последующего исследования.  

Для линейного анализа звуковых волн необ-
ходимо аналитическое представление физиче-
ских характеристик, в данном случае для функ-
ции излучения оптически тонкой высокотемпе-
ратурной плазмы солнечной короны по расчет-

ным значениям построена интерполяция куби-
ческими сплайнами, дающая хорошее прибли-
жение. Результаты свидетельствуют о том, что 
и теплопроводность, и нагрев / радиационные 
потери могут играть важную роль в затухании 
звуковых волн. Конкретно, излучение может 
оказывать решающее влияние на затухание 
длинноволновых возмущений плотности. Про-
веденные расчеты позволяют установить число-
вые характеристики границы раздела влияния 
рассматриваемых физических эффектов. Можно 
утверждать, что прояснена ситуация с примене-
нием различных механизмов в описании кон-
кретных событий. Представленная модель ли-
нейных колебаний с использованием адекват-
ным аналитическим выражением функции из-
лучения позволяет производить не только рас-
чет длин волн и периодов для заданных пара-
метров равновесной плазмы, но и, наоборот, по 
длинам волн и периодам рассчитывать парамет-
ры плазмы. В солнечной физике она формули-
руется как основная задача корональной сей-
смологии. Нахождение температуры и плотно-
сти корональной плазмы важно с практической 
точки зрения для предсказания активных явле-
ний, оказывающих прямое воздействие на око-
лоземное космическое пространство. 
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The behavior of acoustic waves in a rarefied high-temperature plasma is studied, as an example of which the 
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В работе рассмотрена генерация нейтронного и жесткого рентгеновского излучений (ЖРИ) камерами 
плазменного фокуса при работе в составе субкилоджоульного нейтронного генератора ИНГ-102Э с емко-
стью накопителя 4.4 мкФ и амплитудой разрядного тока через электроды камеры в диапазоне от 100 до 
200 кА. Использована камера типа Т19-Л316, обеспечивающая выход нейтронов с энергией 2.5 МэВ на 
уровне 105–107 нейтр./имп. Проведено изменерение уровня выхода нейтронов и ЖРИ камеры Т19-Л316, 
показано наличие режимов работы с генерацией ЖРИ без нейтронного излучения при дейтериевом 
наполнении камеры. Определена длительность импульсов нейтронов камеры Т19-Л316 и изучена зависи-
мость длительности от уровня выхода нейтронов и от состава рабочего газа в камере ПФ. Эксперимен-
тально подтверждена работа камеры ПФ в безнейтронном режиме при заполнении объема камеры водо-
родом и проведено сравнение уровня выхода ЖРИ при работе с водородом, дейтерием и дейтерием с 
примесью аргона. Также предложен вариант конструкции камеры Т19-Л316 для генерации нейтронов с 
пониженным до 100 раз выходом ЖРИ, реализуемый за счет изменения конструкции камеры.   

 

Ключевые слова: плазменный фокус, генератор нейтронов, рентгеновское излучение, пинч. 
  

 
ВВЕДЕНИЕ 

 

Установки плазменного фокуса (ПФ) явля-
ются источниками проникающих излучений: 
нейтронов [1, 2] и рентгеновского излучения 
[3, 4]. Установки ПФ используются в качестве 
источников нейтронного излучения при напол-
нении камер ПФ дейтерием (D)  или дейтерий-
тритиевой (DT) смесью. Генерация нейтронов 
происходит в результате протекания ядерных 
реакций в плотной плазме пинча D(d, n)He3, 
D(t, n)He4, T(t, 2n)He4. Различные установки ПФ 
обеспечивают выход нейтронов в диапазоне 
106–1012 нейтр./имп. [5, 6]. 

Наряду с генерацией нейтронов в ПФ созда-
ются условия для генерации рентгеновского 
излучения. Рентгеновское излучение камер ПФ 
можно разделить на мягкое рентгеновское из-
лучение с энергией квантов 1–10 кэВ и жесткое 
рентгеновское излучение (ЖРИ) с энергией 
квантов до сотен кэВ. Мягкое рентгеновское 
излучение связывают с объемным излучением 
высокотемпературной плазмы пинча в камере 
ПФ, ему посвящено много исследований в рам-
ках рентгенографии, рентгеновской литографии 
и других применений [7, 8]. 

ЖРИ в основном возникает при торможении 
на аноде камеры ПФ высокоэнергетического 
электронного пучка, формирующегося в пинче. 
Максимум спектра ЖРИ приходится на диапа-
зон энергий 40–80 кэВ [12], энергия рентгенов-
ских квантов достигает 250–300 кэВ. ЖРИ при-
меняется для изучения радиационной стойкости 
электронных радиоизделий, для изучения дозо-
вых и ионизационных эффектов в КМОП-
приборах [9]. В работе были определены выход 
и длительность импульсов нейтронов и ЖРИ 
камер типа Т19-Л316. Предполагается исполь-
зование импульсов нейтронов и ЖРИ камеры 
Т19-Л316 в ходе учебного процесса и проведе-
ния научных исследований.   

 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ  

ОБОРУДОВАНИЕ 
 
Камера плазменного фокуса Т19-Л316 пред-

ставляет собой электровакуумный газонапол-
ненный прибор, изготовленный из безкисло-
родной меди, состоящий из катода и анода, со-
единенных между собой изолятором из Al2O3. 
Диаметр внешнего электрода – 40 мм, внутрен-
него – 20 мм, высота анода – 15 мм. Толщина 
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стенок анода и катода составляет 2.5 мм. Каме-
ра снабжена вакуумным клапаном для заполне-
ния объема камеры рабочим газом заданного 
состава. 

Для регистрации нейтронов применялся 
прибор СИВН61 производства ВНИИА [14], 
использующий активационный метод регистра-
ции нейтронов на основе активации нейтронами 
природной смеси изотопов серебра 107Ag 
(51.84 %) и109Ag (48.16 %). Абсолютная по-
грешность измерения выхода 2.5 МэВ нейтро-
нов составляет не более 20 % (при P = 0.95). 

Для регистрации ЖРИ использован прибор 
измерения дозы ДКС-101 [10], который позво-
ляет проводить измерение поглощенной дозы и 
мощности поглощенной дозы с относительной 
погрешностью 2.5 % (при P = 0.95). ДКС-101 
оснащен рядом ионизационных камер, в экспе-
риментах использовалась камера БМК-500 с 
диапазоном измерения интеграла мощности по-
глощенной дозы от 0.06 мкГр до 0.384 Гр. 

Генерируемое ЖРИ отчасти поглощается 
медными стенками камеры Т19-Л316 перед тем, 
как попасть на детектор, при этом происходит 
ужесточение спектра. В отличие от нейтронного 
излучения МэВ диапазона, ЖРИ достаточно 
сильно поглощается медью. Кривая пропуска-
ния меди показывает, что 2.5 мм материала 
(толщина медного корпуса камеры ПФ) пропус-
кают ЖРИ с энергиями 80 кэВ и более [11]. По-
этому регистрируемое с помощью ДКС-101 из-
лучение относится к жесткому рентгеновскому 
излучению.  

Эксперименты проведены на субкилоджо-
ульном генераторе ИНГ-102Э с емкостным 
накопителем 4.4 мкФ и камерой Т19-Л316 при 
чистом дейтериевом заполнении камеры. Сра-
батывания проводились при зарядном напряже-
нии U = 18÷20 кВ. Амплитуда разрядного тока 
через камеры достигала 200 кА. В эксперимен-
тах ДКС-101 располагался на расстоянии 7 см 
от центра камеры Т19-Л316. Дополнительно 
использовался СИВН61 для регистрации уровня 
выхода нейтронного излучения.  

Совместно с изучением уровня выхода ЖРИ 
и нейтронов проведено изучение формы им-
пульса нейтронного и рентгеновского излуче-
ний камеры Т19-Л316. Для регистрации рентге-
новского и нейтронного излучений использова-
лись импульсные сцинтилляционные детекторы 
типа ССДИ8 и ССДИ38. Детектор ССДИ8 об-
ладает большей чувствительностью, но мень-
шим временным разрешением – 10 нс. Времен-
ное разрешение ССДИ38 составляет 2.5 нс. По-

скольку чувствительности быстрого ССДИ38 не 
достаточно для регистрации выхода нейтронов 
на уровне 105 нейтр./имп., то в таких случаях 
применялся детектор ССДИ8 с более высокой  
чувствительностью. Сигналы с ССДИ8 и 
ССДИ38 регистрировались на цифровом осцил-
лографе.  

 
ИЗУЧЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ  

РЕНТГЕНОВСКОГО  
И НЕЙТРОННОГО ИЗЛУЧЕНИЙ 

 
Результаты срабатываний камеры Т19-Л316 

приведены в табл. 1. Перед срабатываниями 
проведено измерение фоновых значений пока-
заний прибора ДКС-101, которые составили 
0.84 мкГр. При зарядном напряжении 
U = 18 кВ выход нейтронов отсутствовал, а 
выход ЖРИ по показаниям ДКС-101 лежал на 
уровне фона. При увеличении U до 19 кВ 
нейтронное излучение также не наблюдалось, 
а выход ЖРИ увеличился вдвое относительно 
фоновых значений. Это говорит о том, что при 
срабатываниях камеры происходило пинчева-
ние плазмы и формирование электронного 
пучка (также это видно  по появлению осо-
бенности, время toc). Дальнейшее увеличение 
напряжения до 20 кВ привело к появлению 
импульса нейтронов с выходом на уровне не-
скольких единиц на 106 нейтр./имп., а выход 
ЖРИ не увеличился. Это подтверждает факт, 
что уровни выхода нейтронного и рентгенов-
ского излучений в камере ПФ напрямую не 
коррелируют друг с другом, поскольку гене-
рация излучений связана с различными        
физическими  процессами,  протекающими  в         
пинче.  

 

 
Таблица 1. Выход нейтронов и ЖРИ  
при срабатывании камеры Т19-Л316 

 

Uзар, кВ toc, нс (YN) ср.,  
106 нейтр./имп. 

(YЖРИ) ср., 
мкГр 

18 – – 0.83 
19 520 – 1.52 
20 490 2.94 1.08 

 

 
Достигаемые на камере Т19-Л316 значения 

выхода ЖРИ надежно регистрируются измери-
тельной аппаратурой. Поэтому ЖРИ камеры 
Т19-Л316 может применяться в составе им-
пульсного генератора ЖРИ при его использо-
вании в учебных и практических целях. Сов-
местно с изучением уровня выхода ЖРИ и 
нейтронов проведено изучение формы импуль-
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са нейтронного и рентгеновского излучений 
камеры Т19-Л316. Характерная осциллограмма, 
зарегистрированная ССДИ38, приведена на 
рис. 1. 

В серии из нескольких десятков срабатыва-
ний длительность импульсов ЖРИ лежала в 
диапазоне от 2 до 10 нс, средняя длительность 
импульсов ЖРИ составила <tЖРИ> = (3±1) нс.  

Периодически наблюдалось несколько по-
следовательных импульсов ЖРИ и/или нейтро-
нов за одно срабатывание камеры. Поскольку 
для регистрации выхода нейтронов на уровне 
105 нейтр./имп. детекторы располагаются доста-

точно близко к области генерации излучений 
(~10 см), то при формировании нескольких им-
пульсов они могут накладываться  друг на друга 
и  сливаться  с  полезным  нейтронным  импуль- 
сом. Пример такого срабатывания приведен на 
рис. 2. Для устранения искажающего влияния  
ЖРИ на форму  сцинтилляционного сигнала от 
нейтронов  детекторы закрывались свинцовым 
экраном толщиной 10 мм. Толщина свинцовой 
защиты  от  ЖРИ выбиралась из условия полно-
го поглощения рентгеновских квантов с энерги-
ей до 300 кэВ [14]. 

 
 

 
Рис. 1. Характерная осциллограмма сигнала с ССДИ38 при срабатывании камеры Т19-Л316 

с дейтериевым наполнением: 10 В/дел., 40 нс/дел. 
 

 
 

Рис. 2. Осциллограмма сигнала с ССДИ38 при наложении импульсов ЖРИ и нейтронов, 5 В/дел., 20 нс/дел. 
 
Характерная осциллограмма нейтронного 

импульса камеры Т19-Л316 с сцинтилляцион-
ных детекторов ССДИ8 и ССДИ38, закрытых 
экранами из Pb, приведена на рис. 3. 

Амплитуда сигнала с ССДИ8 составила 
25 В, а с ССДИ38 – 1.7 В. Для эксперимен-
тального определения фактического диапазона 
длительностей нейтронного импульса камеры 
проведена серия из более чем 200 срабатыва-
ний камер Т19-Л316 в составе генератора. Ре-
зультаты срабатываний обобщены на гисто-
грамме рис. 4. По рис. 4 видно, что по показа-

ниям ССДИ8 длительность импульса нейтро-
нов лежит в пределах от 7 до 21 нс, при этом в 
диапазоне от 10 до 20 нс лежит 97 % импуль-
сов. Средняя длительность импульсов нейтро-
нов по показаниям ССДИ38 <τССДИ38> = 
= 13.2±0.3 нс при p = 0.95. По показаниям с 
ССДИ8 значительная часть зарегистрирован-
ных импульсов имеет длительность больше 
20 нс, а среднее значение <τССДИ8> = 17.4± 
± 0.4 нс при p = 0.95. Это связано с недоста-
точным временным разрешением детектора 
ССДИ8, поскольку его временное разрешение 

ЖРИ 
Нейтроны 
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фактически равно длительности регистрируе-
мого нейтронного импульса.  

Собственное временное разрешение детек-
тора τ0 увеличивает истинную длительность 
импульса τист до наблюдаемой эксперимен-
тально длительности τэксп в соответствии с со-
отношением 

(τэксп)2 = (τист)2 + (τ0)2. 

Вычислим истинную длительность 
нейтронного импульса τист, используя значе-
ния τ0 = 2.5 нс для ССДИ38 и 10 нс для 
ССДИ8. Результаты расчетов приведены в 
табл. 2. 

 
 

 
 

Рис. 3. Характерная осциллограмма нейтронного импульса камеры Т19-Л316:  
ССДИ38 – слева, ССДИ8 – справа 

 

 
Рис. 4. Гистограмма распределения числа срабатываний по длительности импульса нейтронов (2.5 МэВ)  

в каждом срабатывании по сигналам с ССДИ8 и ССДИ38 
 

 
Таблица 2. Длительности нейтронного импульса 

камеры Т19-Л316 
 

Детектор τ0, нс τэксп, нс τист, нс 
ССДИ8 2.5 13.2 13.0 

ССДИ38 10.0 17.4 14.2 
 

Вычисленные значения τист для применяемых 
детекторов с различным временным разрешени-
ем отличаются всего на 1.2 нс. За истинную 
длительность τист импульса нейтронов должно 
быть принято наименьшее вычисленное значе-

ние для ССДИ38, т.е. τист = 13.0 нс. 
Такую же процедуру можно проделать и для 

коррекции измеренной длительности импульса 
ЖРИ. В этих экспериментах экспериментально 
определенная  средняя  длительность  ЖРИ  с  
помощью ССДИ38 τэксп_ЖРИ = <tЖРИ> = 3±1 нс. 
Тогда аналогичные вычисления дают τист_ЖРИ = 
= 2±1 нс. 

Поскольку представляющий интерес рабо-
чий диапазон выхода нейтронов составляет от 
105 до 107 нейтр./имп., было проведено изуче-
ние зависимости длительности импульса 

ССДИ-1    ССДИ-2    
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нейтронов по показаниям сигнала с ССДИ38 от 
уровня выхода нейтронов в каждом срабатыва-
нии (рис. 5). Видно, что средняя длительность 
нейтронного импульса в данных пределах не 
зависит от уровня выхода нейтронов. Нужно 

отметить, что зависимость длительности им-
пульса нейтронов от наличия примесей инерт-
ных газов также не обнаружена как для чистого 
D2 наполнения камер Т19-Л316, так и для 
наполнения с добавками аргона D2+Ar. 

 

 
                                     0.1                                              1                                              10 
                                                                                                                                        Y, 106 нейтр./имп. 
 

Рис. 5. Зависимость длительности импульса нейтронов по показаниям с сигнала ССДИ8  
от уровня выхода нейтронов (2.5 МэВ) в каждом срабатывании 

 
КАМЕРА ПЛАЗМЕННОГО ФОКУСА  

С ГЕНЕРАЦИЕЙ ТОЛЬКО ЖРИ  
(БЕЗНЕЙТРОННАЯ КАМЕРА) 

  
Для реализации безнейтронного режима ра-

боты камеры Т19-Л316 дейтерий был заменен 
на водород, при этом выполняются условия для 
пинчевания рабочего газа (водорода) и форми-
рования электронного пучка с последующей 
генерацией тормозного рентгеновского излуче-
ния (ЖРИ), но отсутствует ядерная реакция ге-
нерации нейтронов.  

Проведены эксперименты по замене рабоче-
го газа с дейтерия на водород. По сравнению с 
дейтерием, при использовании водорода, скоро-
сти движения фронта плазмы в ТПО меняются 
незначительно (15–25 %) [15]. Время сжатия 
ТПО в пинч остается согласованным с четвер-
тью периода разряда. Для проверки сделанных 
предположений проведены серии срабатываний 
с камерой Т19-Л316 [13], заполненной водоро-

дом. Зарядное напряжение составляло 20 кВ. На 
рис. 6 представлены результаты измерения вы-
хода ЖРИ при разных давлениях водорода. 

Как видно из представленных результатов, 
оптимум давления водорода для генерации 
ЖРИ составляет примерно 10 торр. Сравнение 
выхода ЖРИ при наполнении камеры Т19-Л316 
дейтерием и водородом показало, что выход 
ЖРИ в тех же режимах работы при наполнении 
дейтерием составил 0.18 отн.ед. и 0.3 отн.ед. 
при наполнении камеры водородом, т.е. разница 
примерно в два раза. 

Дополнительно были проведены экспери-
менты по генерации ЖРИ в камере ПФ, в кото-
рых к водороду в камере при давлении 10 торр 
был добавлен аргон в количестве 0.5 торр. Вы-
ход ЖРИ в этих экспериментах увеличился в 
три раза по сравнению с чистым водородом, 
длительность импульсов ЖРИ при этом не из-
менилась.  

 

 
 

Рис. 6. Зависимость среднего нормированного выхода YЖРИ от давления водорода в камере ПФ 
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КАМЕРА ПЛАЗМЕННОГО ФОКУСА 
С ПОНИЖЕННЫМ ВЫХОДОМ ЖРИ 

 
В задачах по генерации импульса нейтро-

нов ЖРИ камер ПФ является паразитным фак-
тором, и желательно, чтобы детекторы для 
регистрации параметров нейтронов были либо 
нечувствительны к ЖРИ, как СИВН61, либо 
защищены от ЖРИ, например свинцом, как 
ССДИ в экспериментах выше. Однако в слу-
чае использования большого набора детекто-
ров разных типов защищать материалом по-
глотителя каждый детектор может быть за-
труднительно. Поэтому была разработана кон-
струкция камеры Т19-Л316 с уменьшенным 
уровнем ЖРИ снаружи камеры.  В конструк-
ции разработанной камеры Т19-Л316 низкий 
уровень ЖРИ достигается за счет минимиза-
ции  генерации рентгена на мишени из Be и 
поглощения рентгеновского излучения в мате-
риалах: экрана из W, медного анода  и медно-
го катода. На рис. 7 приведен пример кон-
струкции камеры со встроенным поглотителем 
ЖРИ. 

 
Рис. 7.  Камера типа Т19-Л316  
с пониженным выходом ЖРИ 

 
Радиационные потери для тонкой мишени 

пропорциональны квадрату заряда ядер веще-
ства Z (формула Бете-Блоха) и увеличиваются 
с ростом энергии почти линейно. Для толстой 
мишени в результате торможения электронов 
интенсивность рентгеновского излучения про-
порциональна заряду ядра Z. Поэтому для по-
лучения наименьшего интегрального выхода 
ЖРИ камеры ПФ выбирается материал мише-
ни с небольшим атомным номером ядра Zмин, 
что позволяет ослабить исходную максималь-
ную  генерацию ЖРИ при Zмакс в отношении  
Zмакс/Zмин практически на порядок. 

Поглощение генерируемого в мишени 
рентгеновского излучения происходит цилин-
дрическим экраном. Экран, изготовленный из 

материала толщиной x с большим атомным 
номером Z, например, из W или Ta, поглощает 
рентгеновское излучение всех энергий по за-
кону  I (Е, x) = I0 (Е) ∙ exp (–μ(E) ∙ x) [16], где 
μ(E) – полный массовый коэффициент ослаб-
ления данным материалом гамма-квантов 
энергии Е, I0 (Е) – количество рентгеновских 
квантов энергии Е, попадающих на поверх-
ность материала, I (Е, x) – количество квантов 
энергии Е после прохождения материала тол-
щиной х. Так, при использовании Be с зарядом 
ядра Z = 4 при энергии рентгеновских квантов 
150 кэВ массовый коэффициент ослабления 
μ(E) = 0.0215, а для W с Z = 74 для той же 
энергии рентгеновских квантов μ(E) = 1.99 
[16]. Это означает, что для одинакового по-
глощения рентгена с энергией квантов 150 кэВ 
достаточно иметь толщину вольфрама в 92 
раза меньше толщины бериллия. На рис. 8 
приведен график, иллюстрирующий измене-
ние спектра ЖРИ камеры ПФ после прохож-
дения поглотителей из разных материалов (в 
качестве исходного спектра использован ха-
рактерный спектр ЖРИ камер ПФ). Видно, что 
достаточно толщины экрана 1 мм W для прак-
тически полного поглощения рентгена с энер-
гией рентгеновских квантов вплоть до 
250 кэВ.  

В конструкции камеры Т19-Л316 имеется 
отверстие на верхушке анода (вблизи области 
пинчевания). Электронный пучок, образую-
щийся в области над анодом, ускоряется в 
сторону отверстия и потом тормозится на ма-
териале мишени внутри анода. Поэтому в кон-
струкции разработанной камеры Т19-Л316 
ослабление ЖРИ происходит за счет поглоще-
ния рентгеновского излучения в материале 
экрана с большим Z, внутреннего медного 
электрода-анода и затем внешнего медного 
электрода-катода. 

Экспериментальные работы на макетной ка-
мере Т19-Л316 с пониженным выходом ЖРИ 
проводились с использованием ССДИ8. На ха-
рактерной осциллограмме, приведенной на 
рис. 9, видно, что импульс ЖРИ отсутствует.  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

По результатам проведенных исследований 
сделаны следующие выводы: 

- длительность импульса нейтронного из-
лучения камеры Т19-Л316 лежит в диапазоне 
от 5 до 20 нс,  в среднем 13.0 нс, и не зависит 
от уровня выхода нейтронов, и от наличия 
примеси тяжелых газов (Ar); 
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Рис. 8. Спектры рентгеновского излучения после прохождения поглотителей различных толщин 

 

 
 

Рис. 9. Осциллограмма сигнала с ССДИ38 камеры с пониженным выходом ЖРИ, 5 В/дел., 20 нс/дел 
 

 
- уровень выхода ЖРИ камеры Т19-Л316 

лежит на уровне единиц мкГр и не зависит от 
уровня выхода нейтронного излучения, дли-
тельность импульса ЖРИ составляет в сред-
нем 2.0 нс; 

- показано, что возможен безнейтронный 
режим работы камер Т19-Л316. При заполне-
нии камеры водородом возможна генерация 
ЖРИ без генерации нейтронов, добавка аргона 
в количестве 5 % от давления водорода по-
зволяет увеличивать выход ЖРИ в несколько 
раз; 

- разработана конструкция камеры ПФ ге-
нератора, с малым выходом ЖРИ, за счет ис-
пользования внутри анода диска-мишени из 
материала с низким Z и цилиндрического 
экрана из материала с большим Z вокруг дис-
ка-мишени. Предложенное решение может 
быть распространено на все типы камер ПФ.   
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The paper considers the neutron and hard X-ray (HXR) generation by plasma focus chambers operating as part 
of the ING-102Э subkilojoule neutron generator with a storage capacity of 4.4 μF and an amplitude of the dis-
charge current through the chamber electrodes in the range from 100 to 200 kA. T19-L316 type chamber was used. 
which ensures the neutron yield with an energy of 2.5 MeV at a level of 105–107 neutrons/pulse. Measurement of 
the neutron level yield and HXR of the T19-L316 chamber was carried out, the presence of operating modes with 
the generation of HXR without neutron radiation with deuterium filling of the chamber is shown. The neutron puls-
es duration of the T19-L316chamber was determined, and the dependence of the duration on the neutron yield level 
and on the composition of the working gas in the PF chamber was studied. The PF chamber operation in the regime 
wihout neutrons was experimentally confirmed when the chamber volume was filled with hydrogen, and a compar-
ison was made of the level of the HXR yield when working with hydrogen, deuterium, and deuterium with an ad-
mixture of argon. Also, a T19-L316chamber design for neutron generation with a 100-fold reduced HXR yield, im-
plemented is proposed. 

 

Keywords: plasma focus, neutron generator, hard x-ray emission, pinch. 
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В работе описана методика представлений решений нелинейного уравнения с частными производны-
ми – уравнения Бюргерса – в виде бесконечного тригонометрического ряда от пространственной перемен-
ной. Коэффициенты ряда являются искомыми функциями от времени. Описана процедура получения бес-
конечной системы обыкновенных дифференциальных уравнений, решения которой задают искомые коэф-
фициенты ряда. Благодаря конкретным свойствам решений рассмотренных бесконечных систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений доказаны теоремы о кратных частотах и сходимость бесконечного 
тригонометрического ряда в некоторой окрестности точки t = 0 и при всех значениях независимой пере-
менной x. С помощью конечных сумм построены конкретные приближенные решения уравнения Бюр-
герса. В том числе установлен факт возникновения у решения в конечный момент времени при заданных 
гладких начальных условиях больших значений производных по пространственной переменной. Что тем 
не менее не приводит к возникновению необоснованных осцилляций или к разрушению решения. 

 

Ключевые слова: нелинейные уравнения с частными производными, тригонометрические ряды, уравне-
ние Бюргерса, приближенные решения. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В настоящее время для решения очень мно-
гих важных для практики задач возникает необ-
ходимость исследования различных начально-
краевых задач для нелинейных уравнений с 
частными производными. 

На сегодняшний день основным способом 
построения решений подобных задач являются 
разностные методы, при которых численно 
определяется конечное число значений искомых 
функций в отдельных изолированных точках. 

Но, несмотря на прогресс в разработке этих 
численных методов и на все увеличивающуюся 
производительность вычислительной техники, 
очень часто под вопросом остаются надежность 
и адекватность получаемых разностными мето-
дами численных результатов. 

Среди аналитических методов получения 
решений нелинейных уравнений с частными 
производными одним из основных методов яв-
ляется использование конечных или бесконеч-
ных представлений с применением различных 
систем базисных функций в случаях разных 
функциональных пространств. 

На протяжении более чем двухсотлетней        
истории исследований уравнений с частными 
производными один из востребованных функ-
циональных базисов – предложенный 
Ж.Б.Ж. Фурье базис из тригонометрических 
функций. 

Но, к сожалению, применение как тригоно-
метрических рядов Фурье, так и более поздних 
обобщений этого подхода, имеют место только 
при решении линейных задач. В этом случае 
бесконечная система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для искомых коэффициен-
тов перед гармониками расщепляется и для 
каждого коэффициента получается одно свое 
уравнение. Оно обычно решается в явном виде, 
что позволяет построить все бесконечное раз-
ложение и доказать его сходимость. 

Чуть более десяти лет назад методика при-
менения бесконечных тригонометрических ря-
дов была эффективно применена для математи-
ческого моделирования течений сжимаемого 
вязкого теплопроводного газа при построении 
решений нелинейной системы уравнений с 
частными производными смешанного типа [1].
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И сразу выяснились как основные трудные 
моменты, так и основные положительные мо-
менты при представлении решений нелинейных 
уравнений с частными производными с помо-
щью бесконечных тригонометрических рядов. 

Во-первых, требуются достаточно громозд-
кие аналитические преобразования для получе-
ния бесконечной системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, решение которой 
задают коэффициенты тригонометрических ря-
дов. Но, тем не менее, оказалось, что проведе-
ние этих аналитических преобразований хоро-
шо алгоритмизировано и возможна автоматиза-
ция математических выкладок с помощью со-
временных компьютеров.  

Во-вторых, доказать сходимость данных 
тригонометрических рядов тогда не удалось. 

Одним из главных положительных моментов 
предложенной методики построения решения в 
виде тригонометрического ряда стало отсут-
ствие необходимости последовательного 
нахождения коэффициентов рядов с помощью 
рекуррентных соотношений. К тому же при ре-
куррентном подходе к построению коэффици-
ентов рядов практически не возможно догадать-
ся о наличии свойств кратных частот, если за-
ранее не знать об их существовании. При ис-
пользовании методики, описанной в [1] и ис-
пользуемой в данной работе, С.П. Баутиным 
предложены постановка задачи и доказатель-
ство сходимости тригонометрических рядов, а 
В.Е. Замысловым численно построены коэффи-
циенты конечных отрезков тригонометрических 
рядов при решении конечной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений для при-
ближенного описания решений уравнения Бюр-
герса. 

 
УРАВНЕНИЕ БЮРГЕРСА  

И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  
ЕГО РЕШЕНИЙ 

 
Рассматривается уравнение Бюргерса 
 

ut + uux = 0 uxx ,                        (1) 
 

где искомая функция u зависит от двух незави-
симых переменных t, x, а 0 > 0 – заданная по-
ложительная константа. 

Многими учеными полагается, что с точки 
зрения механики и физики решения уравнения 
(1) в определенном смысле (как некие прибли-
жения) моделируют распространение одномер-
ных акустических волн конечной амплитуды в 
условиях проявления диссипации. При этом 

считается, что u (t, x) задает колебательную ско-
рость гидродинамических частиц, 0 характери-
зует вязкость и теплопроводность среды [2, 3]. 
Но фактически, уравнение (1) есть следствие 
закона сохранения импульса, записанного в 
дифференциальном виде для движений сжима-
емой вязкой сплошной среды [4]: 

 

01 1 3+ ( ) + (div ) .
4 4t р

  
         

V V V V V  

 

Если в это уравнение положить: нулевое 
значение градиента давления р = 0, постоян-
ную плотность  = 1 и рассмотреть частный 
случай 

0, 0,y

z

 
   

 
   

то для u – третьей компоненты скорости – по-
лучится уравнение (1). 

С точки зрения теории нелинейных уравне-
ний с частными производными уравнение Бюр-
герса является достаточно простым и содержа-
тельным примером. Смысл этого в том, что ре-
шения уравнения (1) моделируют нелинейный 
перенос возмущений (сравни с нелинейным 
уравнением переноса ut + uux = 0) в среде с дис-
сипативными свойствами – вязкость и тепло-
проводность. Таким образом, решения этого 
уравнения передают свойства одновременно 
решений как гиперболических уравнений: бе-
гущие вправо и влево волны в случае линеари-
зованного уравнения Бюргерса и возникновение 
бесконечных градиентов (градиентная ката-
строфа). Но также решения уравнения (1) пере-
дают свойства решений и параболических урав-
нений: экспоненциальное по времени затухание 
начальных возмущений у приближенных реше-
ний уравнения Бюргерса (сравни с линейным 
уравнением теплопроводности ut = 0 uxx). 

Двумя простыми эквивалентными заменами: 
 

0 0, ,u u t t     
 

уравнение (1) после деления на 2
0

 
приводится 

к виду  
.t x xxu uu u    

 

Если решение построено в новых переменных 
t, ,u  то при малых значениях константы 0 вре-
мя процесса при старом времени t увеличится в 
1/0 раз. А значение старой искомой функции 
будет в 0 больше значения новой искомой 
функции .u  
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Далее для простоты написания штрих у бук-
вы t и знак тильды над u опускаются 

ut + uux = uxx, 
и уравнение в новых переменных переписыва-
ется в нормальной форме: 

ut = – uux + uxx.                       (2) 
Решение уравнения (2) представляется в виде 
бесконечного тригонометрического ряда [1]:  

1
( , ) ( )sin( ),k

k

u t x u t kx




                 (3) 

где uk (t) – неизвестные пока коэффициенты, 
k = 1, 2, … 

В качестве решения уравнения Бюргерса 
можно брать и конечную сумму гармоник от 
пространственной переменной с неизвестными 
коэффициентами, зависящими от времени [1]: 

),sin()(),(
1

kxtuxtu
К

k

k


               (4) 

где uk (t) – неизвестные пока коэффициенты, 
k = 1, 2, …, K, и для простоты разложения пола-
гается, что K  2. 

Подстановка ряда (3) в уравнение (2) приво-
дит к следующему равенству 

1 1

1
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 

 
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которое переписывается с использованием 
двойной суммы  

1

1 1

2

1

( )sin( )

( ) ( )sin( )cos( )

( )sin( ).

k

k

k m

k m

k

k

u t kx

mu t u t kx mx

k u t kx





 

 





 

  




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Далее полученное уравнение проецируется на 
систему базисных гармоник sin (lx), l = 1, 2, ... 
Для этого данное уравнение умножается каж-
дый раз на свою функцию sin (lx) и полученные 
при l = 1, 2, 3, ... равенства интегрируются по х 
на отрезке 0  х  . 









 







01
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Для подробной записи полученных при l = 1, 2, 
3… уравнений используются значения некото-
рых конкретных определённых интегралов [1]: 

2

0 0
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cos( )cos( ) sin( )sin( ) 0,

если ; , 1, 2, 3...;
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0, в остальных случаях.
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С учетом выписанных значений определенных 
интегралов и после умножения каждого из по-
лученных уравнений на 2/ получается следу-
ющая бесконечная система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для бесконечного 
числа искомых функций ul (t): 
 

2

1 1

1( ) ( ) ( ) ( );
2

1, 2, 3...

l klm k m l

k m

u t b mu t u t l u t

l

 

 

   


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В случае построения решения в виде конечной 
суммы (4) для конечного числа искомых коэф-
фициентов ul(t) по описанной выше процедуре 
получается своя, уже конечная система обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Если в 
системе (5) положить нулями все слагаемые с 
номерами, большими К, то остаются только 
первые К уравнений: 
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ТЕОРЕМЫ О КРАТНЫХ ЧАСТОТАХ 
 
Для системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений (5), (6) справедливы приве-
денные далее теоремы 1 и 2, являющиеся тео-
ремами о кратных частотах [1, 5]. 

Теорема 1. Пусть задано целое положитель-
ное число l0 . Если для бесконечной системы (5) 
или конечной системы (6) при t = 0 заданы ну-
левые начальные условия для коэффициентов 
ul (t) при l   l0. Тогда для индексов l, не кратных 

l0, функции ul (t)  0 являются решениями бес-
конечных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений (5) или конечной системы 
(6). 

Теорема 1 – первая теорема о кратных часто-
тах – говорит о том, что если для систем обык-
новенных дифференциальных уравнений (5) 
или (6) начальные данные соответствуют при-
сутствию в начальном условии для уравнения 
(2) гармоники только с одной частотой l0 , то в 
решении этих систем могут присутствовать ко-
эффициенты, стоящие в (3) перед гармониками 
только с частотами, кратными l0 . 

Теорема 2. Пусть задан набор целых поло-
жительных чисел 

L={ l , l1 ,…, ln} 

и число d = НОД(l0 , l1 ,…, ln) – наибольший об-
щий делитель чисел l0 , l1 ,…, ln . Пусть для бес-
конечной системы (5) или конечной системы (6) 
при t= 0 заданы нулевые начальные условия для 
коэффициентов ul (t): 

ul (0) = ul
0  0, если l  L; 

ul (0) = 0, если l  L. 

Тогда среди решений систем (5) и (6) могут 
быть отличны от тождественного нуля только те 
ul (t), у которых индекс l кратен заданному чис-
лу d . 

Теорема 2 – вторая теорема о кратных часто-
тах – говорит о том, что если для систем (5) или 
(6) ненулевые начальные данные только у ко-
эффициентов, стоящих в (3) перед гармониками 
с частотами l0, l1,…, ln., то в решении этих си-
стем могут быть коэффициенты, стоящие в (3) 
перед гармониками только с частотами, крат-
ными  

d = НОД (l0, l1,…, ln). 

Заметим, что теорема 1 есть частный случай 

теоремы 2. 
Для краткости изложения приводится дока-

зательство только теоремы 2. 

Рассмотрим множество Ld = {d, 2d, 3d,…}. Из 

начальных условий, оговоренных в теореме, 
следует, что если ul

0 = 0, когда l  Ld (L Ld). 
Далее установим, что если l  Ld , то все реше-
ния систем (5), (6) тождественно равны нулю: 
ul (t)  0. 

Для доказательства предполагаем, что l  Ld 

и для функции ul (t), l = 1, 2, … строим ломаные 
Эйлера по формуле: 

ul (ti+1) = ul (ti) +h  f (ti, ul (ti)), 
где точки ti лежат на отрезке интегрирования с 
постоянным шагом h = ti+1 – ti , t0 = 0. Из формул 

(5), (6) следует равенство: 
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где верхний индекс суммирования М в случае 
системы (5) равен бесконечности, в случае си-
стемы (6)равен К. При подстановке в получен-
ное равенство начальных значений получаем 
такое равенство: 

1

2

1 1

( ) 0

1 (0) (0) 0 .
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k m

u t h
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В двойной сумме ненулевыми остаются 
только слагаемые с произведениями uk(0)  um(0), 
где k, m  Ld, так как в противном случае эти 

произведения равны нулю в силу начальных 
условий. У коэффициента bklm индекс l Ld , так 
как k, m кратны d и, следовательно l делится на 
d. Поэтому bklm = 0 и тогда ul (t1) = 0. 

По индукции предполагаем, что если l  Ld , 
то 

ul (ti) = 0, i = 1, 2,…, n. 

При подстановке в формулу Эйлера уже 
найденных значений на предыдущих шагах по-
лучаем равенство: 

1

2

1 1

( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) .
2

l n l n

M M

k n m n klm l n

k m

u t u t h

mu t u t b l u t



 

  

 
   
 


 

При повторе предыдущих рассуждений получа-
ем, что ul (tn+1) = 0. Следовательно, при l  Ld 

ломаные Эйлера тождественно равны нулю. 
При стремлении h к нулю л оманые сходятся к 
точному решению и тогда ul (t)  0 при l  Ld . 
Значит, отличными от нуля решениями систем 
(5), (6) могут быть только те ul (t), у которых 
l  Ld. Теорема доказана. 
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Впервые теоремы о кратных частотах были 
доказаны В.Е. Замысловым [5]. Им были рас-
смотрены представления одномерных решений 
полной системы уравнений Навье–Стокса в ви-
де бесконечных тригонометрических рядов. 
Подробно эти теоремы представлены в моно-
графии [1]. В работе [6] в случае других пред-
ставлений одномерных решений полной систе-
мы уравнений Навье–Стокса доказаны теоремы 
о кратных частотах, что ранее были доказаны в 
работах [1, 5], с одним обобщением [6]: во вто-
рой теореме d определено для счетного набора 
частот 

{l0, l1, …, ln, ….}. 

Из доказанных теорем о кратных частотах 
следует, что в исследуемых решениях будут 
присутствовать гармоники только с частотами 
d, 2d, 3d, 4d, 5d, … Поэтому исследуемые в ра-
боте решения не обладают свойством «удвоения 
частот», которое иногда без основания предпо-
лагают в течениях вязкой сплошной среды [7]. 

Как природное явление давно известен факт, 
что при возбуждении гармоник с одними часто-
тами с течением времени фиксируются и новые 
гармоники, значения частот которых полностью 
согласуются с теоремами о кратных частотах. В 
музыке этим природным явлением пользуются 
давно [8]. Например, в произведении Р. Шумана 
«Карнавал», а также в произведениях М. Равеля, 
К. Дебюсса и других композиторов есть так 
называемые «немые аккорды», когда заранее 
освобождённые и покоящиеся струны начинают 
звучать поле того, как зазвучали другие струны, 
естественно, с другой частотой собственных 
колебаний. Поэтому объяснить это явление ре-
зонансом нельзя. Благодаря доказанным теоре-
мам о кратных частотах [1, 5, 6] установлено, 
что это природное явление есть следствие об-
щих законов движения воздуха как сплошной 
среды – законов сохранения массы, импульса и 
энергии, проявляющихся как соответствующие 
свойства решений нелинейных уравнений с 
частными производными. 

Если продифференцировать квадратичное 
выражение от гармоник с конкретными часто-
тами и воспользоваться формулами тригоно-
метрии, то в полученном выражении появятся 
гармоники с новыми частотами, которые будут 
иметь значения в полном соответствии с теоре-
мами о кратных частотах. Многими исследова-
телями это соображение полагается доказатель-
ством свойств кратных частот. Но данное рас-
суждение проведено при установлении свойств 
дифференциальных операторов, а не при уста-

новлении свойств решений нелинейных уравне-
ний с частными производными. Авторам дан-
ной работы неизвестны работы (за исключени-
ем работ [1, 5, 6]), в которых хотя бы для фор-
мальных решений конкретных нелинейных 
уравнений с частными производными был бы 
доказан факт, соответствующий приведенным в 
работе теоремам о кратных частотах. Заметим, 
что при доказательстве теорем о кратных часто-
тах [1, 5] принципиально использовались сле-
дующие факты: нормальная форма уравнений с 
частными производными относительно произ-
водных по времени; присутствие в уравнениях 
только квадратичных нелинейностей. И эти 
теоремы о кратных частотах доказаны благода-
ря соответствующим свойствам конкретных 
определённых интегралов от произведения трех 
гармоник, а не в результате дифференцирования 
квадратичных полиномов от гармоник.  
 

СХОДИМОСТЬ  
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО РЯДА 

 
Для уравнения (2) ставится следующее 

начальное условие 

),sin(),(
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0
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kxuxtu
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kt 




                (7) 

где числовой ряд  




1

0

k

ku                               (8) 

сходится абсолютно, и тогда данное начальное 
условие является аналитической функцией при 
всех значениях х. 

Решение поставленной задачи (2), (7) пред-
ставляется в виде ряда (3). Для доказательства 
сходимости этого ряда в системе (5) делается 
переход от двойных сумм к одинарным. 

Тогда с учетом ненулевых значений коэффи-
циентов bklm бесконечная система обыкновенных 
дифференциальных уравнений (5) переходит в 
следующую бесконечную систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с одинар-
ными суммами в правых частях: 
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С учетом вида начальных условий (7) задаем 
начальные условия для системы (9): 

...,3,2,1,)0( 0
 luu ll                 (10) 

При использовании стандартной методики 
метода мажорант [4] для доказательства сходи-
мости бесконечных рядов, решающих уравне-
ния с частными производными, «камнем пре-
ткновения» являются слагаемые из системы (9), 
содержащие в качестве сомножителя квадрат 
индекса l перед коэффициентом с номером l: 

...,3,2,1),(...)( 2  ltultu ll
 

Фактически наличие именно такого слагае-
мого позволило С.В. Ковалевской [9] построить 
свой знаменитый контрпример для задачи Коши 
в случае линейного уравнения теплопроводно-
сти: конкретные начальные данные при t = 0 
являются аналитической функцией, но фор-
мальный ряд по степеням t, единственным обра-
зом определяющий решение, расходится при 
любом t, отличном от нуля. Аналогичный 
контрпример построен для задачи Коши для 
нелинейного уравнения теплопроводности [10] 
благодаря возникновению соответствующего 
слагаемого при построении мажорантной зада-
чи. 

Далее с учетом вида задачи (2), (7) рассмат-
ривается другая задача Коши: 
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Задача (11) отличается от задачи (2), (7) в 
двух моментах: обозначением искомой функции 
и тем, что вместо слагаемого <<uxx>> в диффе-
ренциальном уравнении из задачи (2), (7) в 
уравнении  из  задачи  (11)  стоит  слагаемое      
<< –  >>, а не << хх >>. 

Поскольку уравнение в задаче (11) является 
уравнением типа Ковалевской [4], то по теореме 
Ковалевской [4, 9] задача (11) имеет в некото-
рой окрестности точки (t = 0, x = 0) единствен-
ное аналитическое решение, которое можно 
представить в виде 
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и ряд (12) абсолютно сходится в некоторой 
окрестности точки (t = 0, x = 0). 

Если решение задачи (11) строить в виде ря-
да (12), где  
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то для коэффициентов этого ряда получается 
следующая цепочка рекуррентных соотноше-
ний:  
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Эти уравнения получаются после дифференци-
рования уравнения из задачи (11) соответству-
ющее число раз по t и положении t = 0 после 
каждого дифференцирования. 

С учетом вида функции 0(х) , тригономет-
рической формулы  

    
1sin( )cos( ) sin ( ) sin ( )
2

kx mx k m x k m x     

и нечетности синуса (позволяющей сделать по-
ложительным коэффициент, стоящий перед х 
под синусом) получается, что все коэффициен-
ты ряда (12) представимы в виде 
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и являются абсолютно сходящимися рядами 
при любых значениях х. 

Поскольку в абсолютно сходящихся рядах 
можно переставлять и группировать слагаемые 
и суммы рядов от этого не меняются, то един-
ственное решение задачи (11) представимо в 
виде другого ряда:  
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                (13) 

И сам ряд (13), и его коэффициенты являются 
абсолютно сходящимися рядами в некоторой 
окрестности точки t = 0, т.е. при |t|  t1 , t1 > 0 и 
при всех значениях х. Эта окрестность |t|  t1 

определяет некоторую область  в простран-
стве R, в которой изменяются значения k , k 1 
при |t|  t1 и при которых ряд (13) сходится. 

Ряд (13) подставляем в уравнение из задачи 
(11) и полученное соотношение также проеци-
руем на функциональный базис  

 

{sin x, sin 2x, …, sin nx, …}. 



С.П. Баутин, В.Е. Замыслов 
 

– 311 – 

В результате получаем бесконечную систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
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которая отличается от системы (9) также в двух 
моментах. Обозначением искомых функций: 
вместо буквы «u» взята буква «», а также вме-
сто сомножителей 1,…, l2,… перед последними 
слагаемыми в системе (9) в системе (14) все та-
кие сомножители равны единице. 

Для системы (14) ставим соответствующие 
начальные условия: 
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Поскольку ряд (13) удовлетворяет уравне-
нию из задачи (11), то он и его коэффициенты 
удовлетворяют любым следствиям уравнения из 
задачи (11). Таким образом, коэффициенты k (t) 
удовлетворяют уравнениям системы (14) и при 
этом все ряды в системе (14), сходятся. Значе-
ния k принадлежат описанной выше области . 

Поскольку система (14) отличается от систе-
мы (9) только линейно входящими последними 
слагаемыми в соответствующих уравнениях, то 
ряды, стоящие в правых частях системы (9), то-
же сходятся, когда значения uk принадлежат 
области . В том числе и потому, что 
uk (0) = k (0) = 0

ku  

Лемма. Поскольку справедливо неравенство  
0 0(0) (0) ; 2, 3, ...,k k k ku u u k         (16) 

то при |t|  t1 для решений задачи Коши (9), (10) 
и (14) выполняются неравенства 

.2,)()(  kttu kk               (17) 

Для доказательства леммы рассмотрим по 
одному соответствующему уравнению из си-
стем (9) и (14), начальные условия для них, и 
для краткости записи введем упрощенные обо-
значения:  
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По теореме Коши у задач (18) в некоторой 
окрестности точки (t = 0, ul = l = ul

0) суще-
ствуют единственные аналитические решения и 
поэтому искомые функции из задачи (18) можно 
представить в виде 
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где f1 (t), f2 (t) – аналитические в окрестности 
точки t = 0 функции. Поэтому  
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При дальнейшем использовании равенства (19) 
принципиально то, что пока l  2. 

Пусть ul
0 > 0, тогда в некоторой окрестности 

точки t = 0 функции l (t) и иl (t) сохраняют по-
ложительные знаки, и поэтому из равенства (19) 
следует, что в некоторой окрестности точки t = 
0 при t  0 имеет место следующее неравенство 

( ) ( ),l lt u t   

и поэтому нужное соотношение  

)()( ttu ll   

установлено. 
Пусть ul

0 < 0, тогда в некоторой окрестности 
точки t = 0 функции l (t) и иl (t) будут отрица-
тельными и при t  0 из равенства (19) следует, 
что  

( ) ( ) 0,l lt u t    
и нужное неравенство  
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также установлено. Лемма доказана. 

Из леммы следует, что ряд  
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абсолютно сходится при |t|  t1 и при всех х. А 
тогда ряд (3), решающий задачу (2), (7), также 
абсолютно сходится в той же области. Что и 
требовалось доказать. 

Естественно, что построить в явном виде 
бесконечный ряд невозможно. Поэтому ниже 
при построении приближенных решений задачи 
(2), (7) будем брать конечное число слагаемых 
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(см. формулу (4)) при выборе конкретного зна-
чения константы К. Однако термин «конечный 
отрезок ряда» к данной сумме не применим, 
поскольку при изменении значения константы 
К все коэффициенты uk (t) в конечных суммах 
изменяться: измениться не только число урав-
нений в конечных системах обыкновенных 
дифференциальных уравнений для определения 
коэффициентов uk (t), 1 k  K, но и количество 
слагаемых в правых частях этих систем. 

 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ  

УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА 
 
Перед описанием построения приближенных 

решений уравнения Бюргерса сделаем замеча-
ние об использовании положительной констан-
ты 0, стоящей в правой части уравнения (1) 
перед производной uxx. Сделанные в первом 
пункте замены  

0 0,u u t t     
позволили убрать из задачи этот параметр, что в 
каком-то смысле привело к более простым ана-
литическим выкладкам. Но далее эта константа 
оставлена в исходном уравнении Бюргерса. Это 
сделано для того, чтобы лучше понимать: как 
влияет на процесс диссипации значение отве-
чающей за этот процесс константы 0 при по-
строении приближенных решений. Это приво-
дит к тому, что конечная система обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (8) стано-
вится такой: 
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(20) 

Естественно, что для системы (20) задаются 
начальные условия 

0 0
0( ) ; const; 1 .l l ll

u t u u l K

     

Приближенные решения уравнения Бюргерса 
далее строятся в виде конечных сумм (4) при 
заданном К-числе слагаемых в начальном от-
резке тригонометрического ряда. Для этого бу-
дут решаться конечные системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений (20) при задан-
ных начальных данных (21). 

При изменении значений начальных данных 
с помощью констант, входящих в начальные 
условия (21), выяснилось, что решение строится 
до достаточно больших значений времени. 

В качестве примера подобной ситуации на 
рис. 1 приведены графики коэффициентов uk (t), 
1 k  5, в случае, когда u|t=0 = sin x и 

К = 500; 0 = 0.001; 

u1| t=0 = 1.0;  ul| t=0 = 0;  2  l  K.          (22) 

Номер кривой на рис. 1 соответствует номеру 
коэффициента uk (t). 

Отметим, что коэффициента ul (t) достаточно 
быстро достигают своего локального экстрему-
ма, а затем монотонно стремятся к нулю. Это их 
отличает от поведения подобных коэффициен-
тов, задающих приближенные решения полной 
системы уравнений Навье–Стокса [1], которые 
также убывают до нуля с течением времени, но 
при этом осциллируют с конкретными частота-
ми. 

Условия (22) говорят о том, что в качестве 
начального условия в задаче (1), (7) взята сле-
дующая функция:  

u(t, x)|t=0 = sin x. 
График этой синусоиды приведён на рис. 2, а 
число слагаемых в частичной сумме (4) взято в 
количестве пятьсот. 

Изменение с течением времени рассматрива-
емого приближения решения задачи (25) пере-
дают графики на рис. 3, 4. 

Линии 1–3 на рис. 3 соответствуют момен-
там времени t = 1.0; 2.0; 3.0. На рис. 4 этим же 
силам соответствуют моменты времени t = 10.0; 
15.0; 20.0. 

Анализируя приеденные графики, отмечаем, 
что с течением времени значения функции в 
локальных экстремумах стремятся к нулю. При 
этом положительный максимум как бы «дви-
жется» вправо, отрицательный минимум – вле-
во. Поэтому значение производной ux (t, x) при 
приближении к точкам х =   становятся все 
больше, например 

ux (10, – 0.01)  31.0. 

Но при этом в решении не возникают резкие 
осцилляции и не наблюдается разрушение ре-
шения, что часто бывает при использовании 
разностных методов для решения нелинейных 
уравнений с частными производными.
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Рис. 1. Первые коэффициенты тригонометрического ряда 

 

 
Рис. 2. График функции, задающей начальное условие 

 
 

 
Рис. 3. Графики решения в моменты времени 1.0; 2.0; 3.0 

 
 

 
Рис. 4. Графики решения в моменты времени 10.0; 15.0; 20.0 

На рис. 5 приведен спектр решения при 
условиях (22) в момент времени t = 0, а на 

рис. 6 – спектр решения при t = 1.0. На этих ри-
сунках по оси абсцисс откладывается значение 
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частоты k, а по оси ординат- значения соответ-
ствующих коэффициентов в указанный момент 

времени. 

 
 

 
Рис. 5. Спектр начального условия 

 
Рис. 5, 6 иллюстрируют действие первой 

теоремы о кратных частотах. В данном примере 
в начальный момент времени присутствует 
только одна гармоника с частотой 1 (см. рис. 5), 
и поэтому в решении с течением времени появ-

ляются только обертоны (см. рис. 6): гармоники 
со всеми большими частотами, поскольку в 
данном примере единственная начальная гар-
моника имеют частоту, равную единице, и по-
этому d = 1. 

 

 
Рис. 6. Спектр решения в момент времени t =1.0 

 
 
 
На рис. 7 при t = 1 приведена разность ко-

нечных сумм с различным числом слагаемых: 
К = 400 и К = 500, что показывает «машинную 
сходимость» конечных сумм в этом примере. 
Заметим, что численное решение системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(20) проводилось с заданной точностью:  = 
= 10–4, т.е. разность этих конечных сумм прак-
тически равна погрешности вычислений. 

 
 

Рис. 7. Разность решений с K = 400 и с K = 500 
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Поведение другого решения с течением вре-
мени иллюстрируют рис. 8–11 для следующего 
варианта: 

К = 500;  0 = 0.001;  u4|t=0 = 0.1; 

u6|t=0 = 0.1;  ul|t=0 = 0 для остальных l. 
 

На рис. 8 приведен вид функции u(t, x)|t=0 = 
= 0.1 sin (4x) + 0.1 sin (6x), задающей начальное 
условие в этом примере. 

На рис. 9 приведены графики функции u(t, x) 
в разные моменты времени: t = 10, t = 20, t = 30 
и соответствующие кривые помечены цифрами 
1, 2, 3 соответственно.  

На рис. 10, 11 приведены спектры этого ре-
шения в моменты времени t = 0, t = 20, т.е. на 
рис. 10 приведены значения uk (t)|t=0 , на рис. 11 
значения uk (t)|t=20. 

Рис. 11 иллюстрирует действие второй тео-
ремы о кратных частотах. 

 
 

 
Рис. 8. График начального условия во втором примере 

 
 

 
Рис. 9. Графики решения в моменты времени 10.0; 20.0; 30.0 

 
 

 
Рис. 10. Спектр решения в момент времени t = 0 
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Рис. 11. Спектр решения в момент времени t = 20.0 

 
В данном примере 

d = НОД (4, 6) = 2, 
и поэтому в решении с течением времени также 
появляются обертоны: гармоники с большими 
частотами, расположенными через двойку, т.е. 
8, 10, 12 и т.д. Но кроме этого, появился и ун-
тертон: гармоника с меньшей частотой, равной 
двум. 
 

СОПОСТАВЛЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ  
РЕШЕНИЙ С РЕШЕНИЯМИ,  

ПОСТРОЕННЫМИ  
РАЗНОСТНЫМИ МЕТОДАМИ 

 
Естественно, что получить приближенные 

решения уравнения Бюргерса можно и разност-
ными методами. 

Благодаря наличию современных высоко-
производительных вычислительных комплексов 
основным инструментом построения прибли-
женных решений нелинейных уравнений с 
частными производными включая полную си-
стему уравнений Навье–Стокса [4], уже давно 
являются разностные методы. 

Результаты численных расчетов прибли-
женных решений уравнения Бюргерса с услови-

ями (22) в виде конечных тригонометрических 
сумм сопоставлялись с расчетами этой задачи 
разностными методами. Для этого использова-
лась явная разностная схема с применением 
центральных разностей для приближения про-
изводных по пространственным переменным и 
с постоянными разностными шагами по про-
странству и времени. 

Как и ожидалось, пока в соответствующем 
приближенном решении уравнения Бюргерса не 
возникали большие значения производной по 
пространственной переменной, отклонения ко-
нечной тригонометрической суммы от разност-
ного решения были небольшими. На рис. 12 
приведен график функции (t, x), являющийся 
разностью этих функций в момент времени 
t =1.0. Величина модуля этой функции не пре-
вышает значения 0.02 и достигается около пра-
вой и левой границ при х, близких к  . 

Но при дальнейшем увеличении времени в 
окрестностях точки х =   у разностного реше-
ния ur (t, x) возникают достаточно большие не-
обоснованные осцилляции. 

На рис. 13 приведено поведение разностного 
решения в момент времени t =1.1. 

 

 
Рис. 12. Разность решений полученных тригонометрической суммой и 

разностным расчетом в момент времени t = 1.0 
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Рис. 13. График разностного решения в момент времени t = 1.1 

 
Следовательно, приближенное решение 

уравнения Бюргерса, построенное с помощью 
конечных тригонометрических сумм, хорошо 
совпадает с приближенным решением, постро-
енным разностным методом, пока в силу спе-
цифики разностных методов в последнем реше-
нии не появляются необоснованные осцилля-
ции. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Используя ранее разработанную методику 
представления решений нелинейных уравнений 
с частными производными в данной работе по-
строено решение уравнения Бюргерса в виде 
бесконечного тригонометрического ряда от 
пространственной переменной, коэффициенты 
которого зависят от времени. Доказаны теоремы 
о кратных частотах. Впервые доказана сходи-
мость бесконечного тригонометрического ряда, 
решающего уравнение Бюргерса. Получение 
приближенных решений рассматриваемого не-
линейного уравнения с частными производны-
ми основано на численном решении специаль-
ной конечной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений при нахождении коэф-
фициентов начального отрезка бесконечного 
тригонометрического ряда. Установлен факт 
возникновения у решения в конечный момент 
времени при заданных гладких начальных усло-
виях больших значений производных по про-
странственной переменной. Что тем не менее не 
приводит к возникновению необоснованных 
осцилляций или к разрушению решения. По-
добный эффект был получен ранее [1] при мо-
делировании распространения одномерного 
ударного перехода в случае построения триго-
нометрическими рядами решений полной си-
стемы уравнений Навье–Стокса. Сопоставление 
приведенных приближенных решений с реше-
ниями, построенными разностными методами, 
показало, что можно использовать отрезки три-

гонометрических рядов для получения прибли-
женных решений уравнения Бюргерса. 

Авторами данной работы выражается уве-
ренность в эффективности предложенного под-
хода для построения решений соответствующих 
нелинейных систем уравнений с частными про-
изводными с помощью сходящихся тригоно-
метрических рядов, в том числе в случае многих 
пространственных переменных. 
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The paper describes a technique for representing solutions of a nonlinear partial differential equation – the Burgers 

equation – in the form of an infinite trigonometric series from a spatial variable. The coefficients of the series are the de-
sired functions of time. The procedure for obtaining an infinite system of ordinary differential equations, the solutions of 
which set the desired coefficients of the series, is described. Due to the specific properties of the solutions of the consid-
ered infinite systems of ordinary differential equations, the theorems on multiple frequencies are proved and the conver-
gence of an infinite trigonometric series in some neighborhood of the point t = 0 and for all values of the independent vari-
able x is investigated. With the help of finite sums, concrete approximate solutions of the Burgers equation are construct-
ed. In particular, it is established that the solution has large values of derivatives in the spatial variable at a finite time un-
der given smooth initial conditions. Which, nevertheless, does not lead to the occurrence of unreasonable oscillations or to 
the destruction of the solution. 
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Рассматривается математическая модель для описания распространения импульсов в нелинейной оп-
тической среде, описываемая обобщенным уравнением Трики-Бисваса. Задача Коши этого нелинейного 
уравнения в частных производных не решается методом обратного преобразования рассеяния, поэтому 
решение ищется в переменных бегущей волны. Изучается система из двух нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, полученная в результате приравнивания нулю действительной и мнимой частей исходного 
уравнения. После ряда преобразований, связанных с нахождением первых интегралов рассматриваемых 
уравнений, система уравнений преобразуется к нелинейному обыкновенному дифференциальному урав-
нению первого порядка, решение которого не может быть выражено в общем виде при помощи эллиптиче-
ских функций. Применяется метод преобразования зависимой и независимой переменных, с помощью ко-
торого решение рассматриваемого дифференциального уравнения записывается с использованием эллип-
тических функций Якоби в неявном виде. Исследуется вопрос существования вырожденных решений в за-
висимости от значений параметров исходного дифференциального уравнения. Приводится частный слу-
чай, когда решение имеет вид уединенной волны и представляется в неявной форме. Полученные решения 
в виде периодических и уединенных волн иллюстрируются при различных значениях параметров матема-
тической модели. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Для передачи информации в современном 

мире используется оптическое волокно. Важной 
проблемой, привлекающей исследователей, яв-
ляется моделирование распространения им-
пульсов в нелинейных волноводах с целью по-
вышения качества передаваемого сигнала. 
Большинство таких математических моделей 
основаны на обобщениях нелинейного уравне-
ния Шредингера с учетом свойств оптической 
среды [1–4]. Можно выделить известные моде-
ли, описываемые уравнением Трики-Бисваса 
[5–10], уравнением Радхакришнана-Кунду-Лак-
шманана [11–13], уравнением Бисваса-Аршеда 
[14–16], уравнением Фокаса-Ленеллса [17, 18]. 
В данной работе рассматривается обобщение 
уравнения Трики-Бисваса, с помощью которого 
моделируется распространение фемтосекудных 
оптических импульсов в нелинейной оптиче-
ской среде. Это уравнение имеет вид 

     

  𝑖𝑞𝑡 − δ𝑞𝑥𝑥 +

+𝑖
∂

∂𝑥
(𝑎|𝑞|2𝑚𝑞 + 𝑏|𝑞|4𝑚𝑞) = 0.

        (1)  

 
При 𝑎 = 0 уравнение (1) имеет вид класси-

ческого уравнения Трики-Бисваса. При 𝑎 = 0 и 
𝑚 = 1 уравнение (1) имеет вид известного 
уравнения Каупа-Ньюэла [19]. 

 
ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ОБОБЩЕННОГО 

УРАВНЕНИЯ ТРИКИ-БИСВАСА  
В ПЕРЕМЕННЫХ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 
 
Точное решение уравнения (1) ищется в 

виде 
       𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑦(𝑧)𝑒𝑖(ψ(𝑧)+ω𝑡), 𝑧 = 𝑥 − 𝐶0𝑡.     (2)  

После подстановки (2) в уравнение (1) получа-
ется обыкновенное дифференциальное уравне-
ние в виде 

          

𝑖(4𝑚 + 1)𝑏𝑦4𝑚𝑦𝑧 − 𝑏𝑦4𝑚+1ψ𝑧 −

−𝑎𝑦2𝑚+1ψ𝑧 + 𝑖(2𝑚 + 1)𝑎𝑦2𝑚𝑦𝑧 −

 −𝑖δ𝑦ψ𝑧𝑧 + 𝛿𝑦ψ𝑧
2 + 𝐶0𝑦ψ𝑧 −

−𝑦ω − 2𝑖δ𝑦𝑧ψ𝑧 − 𝑖𝐶0𝑦𝑧 − δ𝑦𝑧𝑧 = 0.

          (3) 
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Уравнение (3) может быть представлено в виде 
системы уравнений путем приравнивания нулю 
действительной и мнимой части уравнения (3): 

               
𝑏𝑦2𝑛+1𝜓𝑧 + 𝑎𝑦𝑛+1𝜓𝑧 + 𝛿𝑦𝑧𝑧 −

−(𝜓𝑧
2𝛿 + 𝜓𝑧𝐶0 − 𝜔)𝑦 = 0,

              (4) 

            
(2𝑛 + 1)𝑏𝑦2𝑛𝑦𝑧 + (𝑛 + 1)𝑎𝑦𝑛𝑦𝑧 −

−𝛿𝑦𝜓𝑧𝑧 − 2𝛿𝑦𝑧𝜓𝑧 − 𝐶0𝑦𝑧 = 0,
          (5) 

где 𝑛 = 2𝑚. Уравнение (5) может быть проин-
тегрировано по 𝑧 после умножения на 𝑦(𝑧) и 
представлено в виде 

          
−𝛿𝑦2𝜓𝑧 +

𝑎(𝑛 + 1)

𝑛 + 2
𝑦𝑛+2 +

+
𝑏(2𝑛 + 1)

2(𝑛 + 1)
𝑦2𝑛+2 −

𝐶0

2
𝑦2 + 𝐶1 = 0.

       (6) 

Из уравнения (6) находится 𝜓𝑧 и подставляется 
в уравнение (4): 

−𝛿𝑦𝑧𝑧 +
−4𝛿𝜔 − 𝐶0

2

4𝛿
𝑦 +

+
𝐶1

2

𝛿𝑦3
−

(2𝑛 + 1)𝑏2

4(𝑛 + 1)2𝛿
𝑦4𝑛+1 −

−
−𝐶0𝑛2𝑏 + 2(𝑎2 − 2𝐶0𝑏)(𝑛 + 1)

2(𝑛 + 2)2𝛿
𝑦2𝑛+1 +

+
𝐶0𝑎

2𝛿
𝑦𝑛+1 +

𝑎𝐶1𝑛

(𝑛 + 2)𝛿
𝑦𝑛−1 −

−
(3𝑛 + 2)𝑎𝑏

2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝛿
𝑦3𝑛+1 +

+
𝐶1𝑛𝑏

(𝑛 + 1)𝛿
𝑦2𝑛−1 = 0.

      (7)  

Первый интеграл уравнения (7) получается    
после его умножения на 𝑦𝑧 и интегрирования 
по 𝑧: 

−
𝛿

2
𝑦𝑧

2 −
𝐶1

2

2𝛿𝑦2
−

4𝛿𝜔 + 𝐶0
2

8𝛿
𝑦2 +

+
𝐶1𝑎

(𝑛 + 2)𝛿
𝑦𝑛 +

𝐶0𝑎

2(𝑛 + 2)𝛿
𝑦𝑛+2 +

+
𝐶1𝑏

2(𝑛 + 1)𝛿
𝑦2𝑛 −

−
−𝐶0𝑛2𝑏 + 2(𝑎2 − 2𝐶0𝑏)(𝑛 + 1)

4(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)2𝛿
𝑦2𝑛+2 −

−
𝑎𝑏

2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝛿
𝑦3𝑛+2 −

−
𝑏2

8(𝑛 + 1)2𝛿
𝑦4𝑛+2 + 𝐶2 = 0.

    (8)  

Вводятся следующие обозначения: 

𝐴 = −
𝐶1

2

𝛿2
,  𝐵 = −

4𝛿𝜔 + 𝐶0
2

4𝛿2
,

 𝐶 =
2𝐶2

𝛿
,  𝐸𝑛 =

2𝐶1𝑎

(𝑛 + 2)𝛿2
,

𝐹𝑛 =
𝐶0𝑎

(𝑛 + 2)𝛿2
,

 𝐺𝑛 = −
−𝐶0𝑏𝑛2 + 2(𝑎2 − 2𝑏𝐶0)(𝑛 + 1)

2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)2𝛿2
,

𝐻𝑛 = −
𝑎𝑏

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝛿2
,

 𝐾𝑛 = −
𝑏2

4(𝑛 + 1)2𝛿2
,  𝐿𝑛 =

𝑏𝐶1

(𝑛 + 1)𝛿2
.

    (9)  

Тогда уравнение (8) представляется в виде 

          

𝑦𝑧
2 =

𝐴

𝑦2
+ 𝐵𝑦2 + 𝐶 + 𝐸𝑛𝑦𝑛 +

+𝐹𝑛𝑦𝑛+2 + 𝐺𝑛𝑦2𝑛+2 +

+𝐻𝑛𝑦3𝑛+2 + 𝐾𝑛𝑦4𝑛+2 + 𝐿𝑛𝑦2𝑛.

             (10)  

Уравнение (10) записывается в форме 

𝑦2𝑦𝑧
2 = 𝑃(𝑦), #(11)  

где 𝑃(𝑦) имеет полиномиальную форму: 

        

𝑃(𝑦) = 𝐴 + 𝐵𝑦4 + 𝐶𝑦2 +

 +𝐸𝑛𝑦𝑛+2 + 𝐹𝑛𝑦𝑛+4 + 𝐺𝑛𝑦2𝑛+4 +

+𝐻𝑛𝑦3𝑛+4 + 𝐾𝑛𝑦4𝑛+4 + 𝐿𝑛𝑦2𝑛+2.

             (12) 

Общее решение уравнения (10) может быть за-
писано в виде 

                               ∫
𝑦 𝑑𝑦

√𝑃(𝑦)
= 𝑧 − 𝑧0.                   (13) 

Такой интеграл не удается выразить при помо-
щи элементарных функций. Для построения 
решений могут быть использованы специаль-
ные методы для того, чтобы выразить решение 
в виде, удобном для построения с помощью си-
стем символьных вычислений. 
 

МЕТОД НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ  
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ  
ТРИКИ-БИСВАСА В ПЕРЕМЕННЫХ 

БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 
 
Рассматривается случай, когда 𝐶1 = 0 и 

𝐶2 = 0. Тогда 𝐴 = 0, 𝐶 = 0, 𝐸𝑛 = 0, 𝐿𝑛 = 0. С 
учетом указанных значений констант уравнение 
(10) представляется в виде 

             
𝑦𝑧

2 = 𝐵𝑦2 + 𝐹𝑛𝑦𝑛+2 + 𝐺𝑛𝑦2𝑛+2 +

+𝐻𝑛𝑦3𝑛+2 + 𝐾𝑛𝑦4𝑛+2.
         (14) 

Осуществляется замена зависимой переменной 
в виде 
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                                   𝑦(𝑧) = 𝑉(𝑧)−
1
𝑛.                      (15) 

Тогда уравнение (14) выражается в виде 

      
𝑉𝑧

2

𝑛2
=

𝐵𝑉4 + 𝐹𝑛𝑉3 + 𝐺𝑛𝑉2 + 𝐻𝑛𝑉 + 𝐾𝑛

𝑉2
.    (16) 

После замены независимой переменной 

                                        𝑧 =
�̃�

𝑛√𝐵
                              (17) 

уравнение (16) записывается в виде 

         𝑉�̃�
2 =

𝑉4 + 𝑀𝑛𝑉3 + 𝑅𝑛𝑉2 + 𝑆𝑛𝑉 + 𝑇𝑛

𝑉2
,     (18) 

где 𝑀𝑛 =
𝐹𝑛

𝐵
, 𝑅𝑛 =

𝐺𝑛

𝐵
, 𝑆𝑛 =

𝐻𝑛

𝐵
, 𝑇𝑛 =

𝐾𝑛

𝐵
. 

Пусть 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4 – корни уравнения 

         𝑉4 + 𝑀𝑛𝑉3 + 𝑅𝑛𝑉2 + 𝑆𝑛𝑉 + 𝑇𝑛 = 0.        (19) 

Тогда уравнение (18) представляется в виде 

       
𝑉2𝑉�̃�

2 =

= (𝑉 − 𝑉1)(𝑉 − 𝑉2)(𝑉 − 𝑉3)(𝑉 − 𝑉4).
        (20) 

Согласно методу неявных функций [21] пред-
полагается, что 

                         𝑉(�̃�) = 𝑈(𝜉), ξ = φ(�̃�).                  (21) 

После подстановки (21) в уравнение (20) полу-
чается уравнение 

       
𝑈2𝑈𝜉

2𝜉�̃�
2 =

= (𝑈 − 𝑉1)(𝑈 − 𝑉2)(𝑈 − 𝑉3)(𝑈 − 𝑉4).
       (22) 

Пусть 

                                       𝜉�̃�
2 =

1

𝑈2
,                              (23) 

тогда уравнение (22) представляется в виде 
   𝑈𝜉

2 = (𝑈 − 𝑉1)(𝑈 − 𝑉2)(𝑈 − 𝑉3)(𝑈 − 𝑉4).     (24)  
Решение уравнения (24) выражается в виде 

𝑈(𝜉) =

=
𝑉3(𝑉1 − 𝑉4) sn2(𝑆(𝜉 − 𝜉0), 𝑘)

(𝑉1 − 𝑉4) sn2(𝑆(𝜉 − 𝜉0), 𝑘) + 𝑉3 − 𝑉1
−

−
𝑉4(𝑉1 − 𝑉3)

(𝑉1 − 𝑉4) sn2(𝑆(𝜉 − 𝜉0), 𝑘) + 𝑉3 − 𝑉1
,

      (25) 

где 

                  

𝑆 =
1

2
√(𝑉2 − 𝑉4)(𝑉1 − 𝑉3),

𝑘2 =
(𝑉2 − 𝑉3)(𝑉1 − 𝑉4)

(𝑉1 − 𝑉3)(𝑉2 − 𝑉4)

                  (26) 

и sn(𝑥, 𝑘) – эллиптическая функция Якоби. 

Принимая во внимание решение (25) и 
уравнение (23), связь между 𝜉 и �̃� выражается в 
виде 

                    �̃� − 𝑧0 = ± ∫ 𝑈(𝜉)  𝑑𝜉.                       (27) 

Из уравнения (27) 𝜉 в явном виде не выражает-
ся, поэтому выражение (25) и уравнение (27) 
задают решение уравнения (20) в неявной фор-
ме. 

 
Рис. 1. График зависимости 𝑦(𝑧), заданной               
выражениями (25), (27) и (15), при 𝑛 = 2, 
𝑎 = −3, 𝑏 =

84

5
, 𝛿 = −

441

400
, 𝜔 = 1, 𝐶0 = 2 

График зависимости 𝑦(�̃�) строится (рис. 1) с 
использованием выражений (25), (27) и (15). 

 
ВЫРОЖДЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ  
ТРИКИ-БИСВАСА В ПЕРЕМЕННЫХ 

БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 
 
Рассматривается случай, когда в уравнении 

(18) полином (19) имеет кратные корни. В этом 
случае необходимо учесть, что значения корней 
зависят от параметров задачи. В каждом случае 
проверяется, существуют ли такие параметры, 
при которых корни полинома (19) имеют пред-
полагаемую кратность. Коэффициенты полино-
ма (19) выражаются через параметры задачи 
следующим образом: 

          

𝑀𝑛 =
−4𝐶0𝑎

(𝑛 + 2)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

 𝑆𝑛 =
4𝑎𝑏

(𝑛2 + 3𝑛 + 2)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

𝑇𝑛 =
𝑏2

(𝑛 + 1)2(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

𝑅𝑛 =
(4𝑎2 − 8𝑏𝐶0)𝑛

(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

+

+
−2𝑏𝑛2𝐶0 + 4𝑎2 − 8𝑏𝐶0

(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

.

      (28)
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Тогда получается система уравнений для кор-
ней полинома (19) и параметров задачи в виде 

      

𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4 =
𝑏2

(𝑛 + 1)2(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

−𝑉1𝑉2𝑉3 − 𝑉1𝑉2𝑉4 − 𝑉1𝑉3𝑉4 − 𝑉2𝑉3𝑉4 =

=
4𝑎𝑏

(𝑛2 + 3𝑛 + 2)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

𝑉1𝑉2 + 𝑉3𝑉1 + 𝑉4𝑉1 +
+𝑉3𝑉2 + 𝑉4𝑉2 + 𝑉4𝑉3 =

=
(4𝑎2 − 8𝑏𝐶0)𝑛

(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

+

+
−2𝑏𝑛2𝐶0 + 4𝑎2 − 8𝑏𝐶0

(𝑛 + 2)2(𝑛 + 1)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

,

𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3 + 𝑉4 =
4𝐶0𝑎

(𝑛 + 2)(4𝛿𝜔 + 𝐶0
2)

.

   (29) 

Случай 1. Предполагается, что уравнение 
(20) имеет совпадающие корни 𝑉1 = 𝑉2. Тогда 
оно принимает вид 

 
 

           𝑉2𝑉�̃�
2 = (𝑉 − 𝑉1)2(𝑉 − 𝑉3)(𝑉 − 𝑉4)       (30) 

Система (29) в случае 𝑉1 = 𝑉2 имеет решения 
для ненулевых значений параметров задачи, 
поэтому этот случай подходит для поиска ре-
шений уравнения (30). При 𝑉1 = 𝑉2 эллиптиче-
ская функция Якоби в выражении (25) вы-
рождается в гиперболический тангенс, и полу-
чается решение в виде 

𝑈(𝜉) =

=
𝑉3(𝑉1 − 𝑉4) tanh2(𝑆(𝜉 − 𝜉0))

(𝑉1 − 𝑉4) tanh2(𝑆(𝜉 − 𝜉0)) + 𝑉3 − 𝑉1

−

−
𝑉4(𝑉1 − 𝑉3)

(𝑉1 − 𝑉4) tanh2(𝑆(𝜉 − 𝜉0)) + 𝑉3 − 𝑉1

,

       (31)  

где 

                    𝑆 =
√(𝑉1 − 𝑉4)(𝑉1 − 𝑉3)

2
.                (32)  

В то же время уравнение (27) в случае 𝑉1 = 𝑉2 
принимает форму 

                                                     �̃� − 𝑧0 = ± ∫
(𝑉1 − 𝑉4) tanh2(𝑆(𝜉 − 𝜉0)) + 𝑉3 − 𝑉1

𝑉3(𝑉1 − 𝑉4) tanh2(𝑆(𝜉 − 𝜉0)) − 𝑉4(𝑉1 − 𝑉3)
𝑑𝜉 .                         (33) 

 
Интеграл в формуле (33) выражается с помощью элементарных функций, поэтому уравнение (33) при-
нимает форму 

                                                         

�̃� − 𝑧0 = 𝑉1𝜉 + ln (𝑒−2𝑆(𝜉−𝜉0) +
−2𝑉1 + 𝑉3 + 𝑉4 + 4𝑆

𝑉3 − 𝑉4
) −

              − ln (𝑒−2𝑆(𝜉−𝜉0) +
−2𝑉1 + 𝑉3 + 𝑉4 − 4𝑆

𝑉3 − 𝑉4
) ,

                              (34) 

 
где 𝑆 задается как (32). Таким образом, вырож-
денное решение обобщенного уравнения Трики-
Бисваса в переменных бегущей волны записы-
вается в неявном виде. Принимая во внимание 
формулы (15), (31) и (34), строят график зави-
симости 𝑦(𝑧) (рис. 2) при 𝑛 = 2, 𝑎 = −

448

73
, 

𝑏 =
2352

73
, 𝛿 = −

6561

5329
, 𝜔 = 1, 𝐶0 = 2. 

 
Случай 2. Пусть 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉3, тогда урав-

нение (20) принимает вид 

                    𝑉2𝑉�̃�
2 = (𝑉 − 𝑉1)3(𝑉 − 𝑉4).              (35) 

Оказывается, что в этом случае система (29) 
имеет решения только при 𝑉1 = 𝑉4. Этот случай 
будет рассмотрен отдельно. 

Случай 3. Пусть 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉3 = 𝑉4, тогда 
уравнение (18) принимает вид 

                               𝑉2𝑉�̃�
2 = (𝑉 − 𝑉1)4.                   (36) 

В этом случае решение системы (29) находится 
в виде 

 

         𝑉1 = −
𝑏(𝑛 + 2)

𝑎(𝑛 + 1)
, 𝐶0 = −

𝑎2(𝑛 + 1)

𝑏(𝑛 + 2)2
,

𝜔 = 0.

        (37) 

Метод неявных функций применяется к уравне-
нию (36). После замены переменных (21) в 
уравнении (36) получается уравнение вида 

                         𝑈2𝑈𝜉
2𝜉�̃�

2 = (𝑈 − 𝑉1)4.                    (38) 
Положим 

                                        𝜉�̃�
2 =

1

𝑈2
,                            (39) 

тогда уравнение (38) принимает вид 

                                 𝑈𝜉
2 = (𝑈 − 𝑉1)4.                     (40) 

Одно из решений уравнения (40) представляет-
ся в виде 

                     𝑈(𝜉) =
−1 + 𝑉1(𝜉 − 𝜉0)

𝜉 − 𝜉0
.                 (41) 

Из уравнения (39) с учетом (40) получается за-
висимость 
                     �̃� − 𝑧0 = 𝑉1𝜉 − ln(𝜉 − 𝜉0).             (42)  
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Рис. 2. График зависимости 𝑦(𝑧) в случае 
𝑉1 = 𝑉2, заданной выражениями (31), (33) и 
(15), при 𝑛 = 2, 𝑎 = −

448

73
, 𝑏 =

2352

73
, 𝛿 = −

6561

5329
, 

𝜔 = 1, 𝐶0 = 2 
 
В этом случае удается построить решение урав-
нения (36) в явном виде. Из соотношений (41) и 
(42) получается решение: 

        𝑉(�̃�) =
𝑉1( 𝑊(−𝑉1𝑒𝑉1𝜉0−�̃�+𝑧0) + 1)

𝑊(−𝑉1𝑒𝑉1𝜉0−�̃�+𝑧0)
,        (43) 

где 𝑊(𝑥) – функция Ламберта, которая удовле-
творяет уравнению 𝑥 = 𝑊(𝑥)𝑒𝑊(𝑥). В данном 
случае не удается построить действительные 
решения 𝑦(𝑧), поскольку в выражении (17) па-
раметр 𝐵 при условиях (37) принимает только 
отрицательные значения. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В данной работе рассматривалось обобщен-
ное уравнение Трики-Бисваса, описывающее 
распространение фемтосекундных импульсов в 
нелинейном оптическом волокне. Для обоб-
щенного уравнения Трики-Бисваса в перемен-
ных бегущей волны найдены решения, задан-
ные неявно. Рассмотрены вырожденные случаи. 
Проиллюстрированы решения в виде периоди-
ческих и уединенных волн. 
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The mathematical model is considered for describing the propagation of pulses in a nonlinear optical medi-
um, which is described by the generalized Triki-Biswas equation. The Cauchy problem for the nonlinear partial 
differential equation under study is not solved by the method of inverse scattering transformation, therefore, a 
transition is made to the traveling wave variable. The resulting ordinary differential equation is considered as a 
system of two equations for the real and imaginary parts of the original equation. After a series of transformations 
related to finding the first integrals of the equations under consideration, the system of equations is transformed to 
a nonlinear ordinary differential equation of the first order, the solution of which cannot be expressed in a general 
form using elementary functions. The method of transformation of the dependent and independent variables is ap-
plied, with the help of which the solution of the considered differential equation is written using the Jacobi elliptic 
functions in an implicit form. We study the question of the existence of degenerate solutions depending on the 
values of the parameters of the original differential equation. A degenerate case is presented when the solution has 
the form of a solitary wave and is written in an implicit form. The solutions found in the form of periodic and soli-
tary waves are illustrated for various values of the parameters of the model under study. 
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