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Плавающий ледяной покров определяет динамическое взаимодействие между океаном и атмосферой, 

влияет на динамику не только морской поверхности, но и подповерхностных вод, и в общем движении по 
вертикали участвует как ледяной покров, так и вся масса жидкости под ним. В работе исследована ампли-
тудно-фазовая структура волновых полей, возникающих на границе раздела льда и бесконечно глубокой од-
нородной жидкости при обтекании локализованного источника возмущений. Ледяной покров моделируется 
тонкой упругой пластиной, деформации которой малы, и пластина является физически линейной. Получено 
интегральное представление решения и с помощью метода стационарной фазы построено асимптотическое 
представление для малых возмущений ледяного покрова вдали от локализованного источника. Приведены 
результаты расчетов дисперсионных зависимостей для различных параметров волновой генерации. Показа-
но, что основными параметрами, определяющими характеристики амплитудно-фазовых структуру волновых 
возмущений поверхности ледяного покрова, являются толщина льда и скорость потока. Численные расчеты 
демонстрируют, что при изменении изменение скоростей потока и толщины льда происходит заметная каче-
ственная перестройка фазовых картин возбуждаемых дальних волновых полей на границе раздела льда и 
жидкости.  

 
Ключевые слова: ледяной покров, возвышение поверхности раздела, глубокий океан, дальние поля, ам-

плитудно-фазовая структура, локализованный источник.  
DOI: 10.26583/vestnik.2023.267 

 
Изучение волновых процессов в море с пла-

вающим ледяным покровом актуально для изу-
чения его реакции на различные гидродинами-
ческие возмущения, движущиеся надводные и 
подводные суда, процессы распада ледяных по-
лей в интересах судоходства, а также совершен-
ствования методов дистанционного зондирова-
ния поверхности ледяного покрытия [1–6]. По-
верхностные возмущения ледяного покрова, 
которые могут быть зарегистрированы с по-
мощью специальных радиолокационных и оп-
тических систем, несут информацию не только 
об источниках возмущений, но и о характери-
стиках морской среды подо льдом [2, 3, 7, 8]. 
Плавающий ледяной покров, определяющий 
динамическое взаимодействие между океаном и 
атмосферой, влияет на динамику не только мор-
ской поверхности, но и подповерхностных вод, 
так как в общем движении по вертикали участ-

вует как ледяной покров, так и вся масса жид-
кости под ним. Одним из заметных источников 
возбуждения ледяного покрова могут являться 
интенсивные внутренние гравитационные вол-
ны, в частности колебания ледяного покрова за 
счет внутренних волн могут быть от нескольких 
сантиметров (прилив) до 2–3 м (цунами), ам-
плитуды возмущений льда до 30 см регистриро-
вались при наличии ветровых волн [9–15].  

Обычно предполагается, что ледяной покров 
является сплошным (его горизонтальные мас-
штабы превышают длины возбуждаемых волн), 
и при достаточно общих условиях моделируется 
тонкой упругой физически линейной пласти-
ной, деформации которой малы [1, 3]. Для про-
ведения прогнозных расчетов возмущений ле-
дяного покрова можно подбирать параметры 
модели генерации так, чтобы приблизить смо-
делированную волновую систему к реально 
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наблюдаемым в природных условиях картинам 
возмущения поверхности льда [5, 6, 8]. 

Генерации волновых возмущений на границе 
льда и жидкости от обтекаемых подводных 
препятствий посвящены многочисленные ис-
следования как в лабораторных опытах, так и в 
рамках теоретических работ. Современное со-
стояние проблемы и подробный обзор работ 
содержится в [1–3, 16–20]. Обычно предполага-
ется, что ледяной покров является сплошным, 
т.е. его горизонтальные масштабы превышают 
длины возбуждаемых волн и, при достаточно 
естественных условиях, моделируется тонкой 
упругой пластиной, деформации которой малы 
и пластина является физически линейной [17, 
18, 21–23]. Цель настоящей работы – изучение 
амплитудно-фазовых характеристик волновых 
полей, возникающих на границе ледяного по-
крова и потока бесконечно глубокой однород-
ной жидкости, обтекающей локализованный 
источник.  

Рассматривается поток идеальной бесконеч-
но глубокой жидкости, который обтекает то-
чечный источник мощности массы 𝑞(𝑞 =

=  const). Сверху течение ограничено ледяным 
покровом толщиной  𝑙. Горизонтальная плос-
кость ξ𝑦 совпадает с невозмущенной границей 
раздела жидкости плотностью ρ0 и льда плот-
ностью ρ1. Скорость потока жидкости направ-
лена вдоль оси ξ и равна 𝑉, источник располо-
жен в точке (0, 0, 𝑧0), 𝑧0 < 0. Обозначим через 
φ(ξ, 𝑦, 𝑧) установившийся во времени потенци-
ал возмущений скорости: ∇φ = (𝑢, 𝑣, 𝑤), и че-
рез η(ξ, 𝑦) – установившуюся величину возвы-
шения поверхности раздела жидкости и ледово-
го покрова. Тогда (𝑉 + 𝑢, 𝑣, 𝑤) – вектор скоро-
сти произвольной частицы жидкости. В линей-
ном приближении математическая постановка 
задачи имеет вид [1, 3, 17, 20]: 

 

(∆ +
𝜕2

𝑧2) φ = 𝑞δ(ξ)δ(𝑦)δ(𝑧 − 𝑧0),  
 

𝐷φ

𝐷𝑡
+ 𝑔η − 𝐶∆η + 𝐵Δ2η + 𝐴

𝐷2η

𝐷𝑡2 = 0,  
 

𝑧 = 0; 
𝐷η

𝐷𝑡
=

∂φ

∂𝑧
, 𝑧 = 0;  φ → 0, 𝑧 → −∞,              

 

где ∆=
∂2

∂ξ2 +
∂2

∂𝑦2 ; 𝐷

𝐷𝑡
= 𝑉

∂

∂ξ
; 𝐴 =

𝑙ρ1

ρ0
; 

𝐵 =  
𝐸𝑙3

12ρ0(1−𝜈0
2)

; 𝐶 =
σ𝑙

ρ0
; g – ускорение свобод-

ного падения; 𝐸 – модуль Юнга льда; 𝜈0 – ко-
эффициент Пуассона; σ – начальное напряже-
ние. Характерные значения этих величин в мор-
ских условиях равны [5, 6, 8]: ρ0 = 1025

кг

м3 , 

ρ1 = 0.9ρ0,  𝐸 = 3 ∙ 109 Н

м2,  𝜈0 = 0.3,  σ =

= 105 Н

м2. Тогда выражение для возвышения 
имеет вид 
 

η(ξ, 𝑦) =
−𝑖𝑞𝑉

4π2 ∫ exp (−𝑖ν𝑦) ∫
𝑓(μ,ν)

𝑏(μ,ν)

∞

−∞
×

∞

−∞
  

 

× exp(−𝑖μξ) 𝑑ν𝑑μ, 𝑓(μ, ν) =
μ exp(𝑘𝑧0)

𝐴𝑘+1
;   (1) 

 

𝑏(μ, ν) = Ω2(𝑘) − μ2𝑉2, 
 

𝑘2 = μ2 + 𝜈2,  Ω2(𝑘) =
𝑘(𝑔 + 𝐶𝑘2 + 𝐵𝑘4)

𝐴𝑘 + 1
. 

 

Решение в форме (1) представляет сложную 
в вычислительном плане задачу из-за возника-
ющих в расчетных формулах сингулярностей. 
Рассмотрим поведение функции η(ξ, 𝑦) вдоль 
некоторого направления 𝑆α, составляющего 
угол α с положительным направлением оси ξ,  
т.е. будем считать, что ξ = 𝑟 cos α, 𝑦 =

=  𝑟 sin α, 0 ≤ α ≤ π. Чтобы найти асимптотику 
интеграла (1) при 𝑟 = √ξ2 + 𝑦2 → ∞ необходи-
мо перевести контур интегрирования по пере-
менной μ в нижнюю полуплоскость. Интеграл в 
нижней полуплоскости экспоненциально мал 
при 𝑟 → ∞. Основной вклад в (1) будет опреде-
ляться двумя полюсами подынтегральной 
функции, расположенными на действительной 
оси. Полюса (дисперсионные кривые) μ =        
= ±μ(ν) находятся из решения уравнения 
𝑏(μ, ν) = 0, т.е. μ2𝑉2 = Ω2 (√μ2 + ν2). Это 
уравнение имеет действительные корни лишь 
при выполнении условия: 𝑉 > 𝑉∗ = Ω(𝑘∗)/𝑘∗, 
где 𝑘∗  – единственный положительный корень 
уравнения: 2𝐴𝐵𝑘5 + 3𝐵𝑘4 + 𝐶𝑘2 − 2𝐴𝑔𝑘 − 𝑔 =
= 0  [1, 16–18].  Далее  предполагается,  что 
𝑉 >  𝑉∗, поскольку только в этом случае источ-
ник генерирует в набегающем потоке волновые 
возмущения. Тогда для суммарного вклада вы-
четов μ = ±μ(ν) можно получить  

 

η(ξ, 𝑦) =
−𝑖𝑞𝑉

4π
∫

𝑓(μ,ν)

𝐺(μ,ν)
cos(μξ + ν𝑦) 𝑑ν,

𝐿+(α)
  

 

𝐺(𝜇, 𝜈) =
∂𝑏(μ,ν)

∂μ
, μ = μ(𝜈),            (2)           

 

где 𝐿+(𝛼) – та часть дисперсионной кривой 
μ =  μ(𝜈), для которой проекция вектора груп-
повой скорости на направление 𝑆α положитель-
но, т.е. выполнено следующее неравенство: 
(V − Ω′(𝑘)

μ

𝑘
) cos  (α) − Ω′(𝑘)

𝜈

𝑘
sin  (α) > 0. Это 

условие (условие излучения) означает, что вол-
новая энергия распространяется наружу от ис-
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точника возмущений. Асимптотика интеграла 
(2) при 𝑟 = √ξ2 + 𝑦2 → ∞ вычисляется методом 
стационарной фазы [7, 24–26] 
 

η(ξ, 𝑦) ≈ −
𝑞𝑉

4π√2π𝑟|𝐷(𝑘)|
×  

 

×
μ1(𝑘)exp (𝑘𝑧0)cos (μ(𝑘)ξ−ν(𝑘)𝑦+

π

4
sign(𝐷(𝑘)))

(𝐴𝑘+1)𝑇
;  

 

𝑇 = (Ω(𝑘)Ω′(𝑘)
μ(𝑘)

𝑘
− μ(𝑘)𝑉2) cos(α) +

+Ω(𝑘)Ω′(𝑘)
𝜈(𝑘)

𝑘
sin(α) ;  

 

𝐷(𝑘) = (−μ′(𝑘)ν′′(𝑘) + ν′(𝑘)μ′′(𝑘)) × 

× ((μ(𝑘))
2

+ (𝜈(𝑘))
2

)
−

3
2

; 
 

𝑘 = 𝑘0(α),  μ(𝑘) =
Ω(𝑘)

𝑉
, 

 

𝜈(𝑘) = √𝑘2 − (Ω(𝑘)/𝑘)2, 
 

где 𝑘0(α) – единственный корень уравнения 
μ′(𝑘)cos(α) − 𝜈′(𝑘)sin(α) = 0. На рис. 1–2 
представлены результаты расчетов дисперсион-
ных зависимостей для различных значений 
толщины льда 𝑙 и скоростей потока 𝑉. Как пока-
зывает численный анализ, в зависимости от 
этих параметров дисперсионная зависимость 
может быть как всюду выпуклой (см. рис. 1) 
(μ′′(ν) > 0 для любых значений аргумента 𝜈), 
так и иметь две симметричные относительно 
оси ν = 0 точки перегиба ν1,2

∗  , где μ′′(ν1,2
∗ ) = 0 

(рис. 2). В первом случае возбуждаемая источ-
ником волновая картина представляет собой 
систему только продольных волн. Наличие то-
чек перегиба приводит к появлению дополни-
тельных волновых фронтов и генерации попе-
речной системы волн.  
 

 
Рис. 1. Дисперсионная кривая μ(ν)  

при 𝑙 = 0.25 м, 𝑉 = 10 
м

с
 

 
Рис. 2. Дисперсионная кривая μ(ν)  

при 𝑙 = 0.01 м, 𝑉 = 10 
м

с
 

 
На рис. 3, 4 представлены результаты расче-

тов дисперсионных поверхностей при фиксиро-
ванных значениях толщины льда 𝑙 (рис. 3) и 
скоростей потока 𝑉 (рис. 4). Горизонтальные 
срезки при фиксированных значениях 𝑉 (см. 
рис. 3) и 𝑙 (рис. 4) позволяют исследовать ха-
рактер изменчивости дисперсионных зависимо-
стей, варьируя эти параметры.  

 
 

 
Рис. 3. Зависимости 𝑙 = 𝑙(μ, ν) при 𝑉 = 10 

м

с
 

 

 
 

Рис. 4. Зависимости 𝑉 = 𝑉(μ, ν) при 𝑙 = 0.25 м 
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На рис. 5–7 представлены результаты расче-
тов фазовых картин возвышения ледяного по-
крова для различных значений толщины льда 𝑙 
и скоростей потока 𝑉. Остальные параметры, 
характерные для реальных гидрофизических 
условий, были следующие: 𝑞 = 5 

м3

с
, 𝑧0 = −2 м, 

что в соответствии с общими принципами тео-
рии гидродинамического подобия течений и в 
данной постановке позволяет, например, моде-
лировать обтекание затупленного полубеско-

нечного тела с диаметром 𝐷, где 𝐷 = √
𝑞

π𝑉
  [5, 7].  

 
 

Рис. 5. Фазовая картина возвышения ледяного  
покрова при 𝑙 = 0.25 м , 𝑉 = 30 

м

с
 

 

 
Рис. 6. Фазовая картина возвышения ледяного  

покрова при 𝑙 = 0.1 м , 𝑉 = 10 
м

с
 

 

 
Рис. 7. Фазовая картина возвышения ледяного  

покрова при 𝑙 = 0.1 м , 𝑉 = 7 
м

с
 

В более общих случаях, используя операцию 
свертки, можно в дальнейшем рассчитать вол-
новые возмущения ледяного покрова, возбуж-
даемые распределенными в пространстве ис-
точниками различной физической природы, как 
естественного, так и антропогенного характеров 
[3, 7]. 

Численные расчеты показывают, что при из-
менении параметров волновой генерации (из-
менение скоростей потока и толщины льда) 
происходит заметная качественная перестройка 
фазовых картин возбуждаемых волновых полей 
на границе раздела льда и жидкости. Дисперси-
онные зависимости μ(ν) могут представлять 
замкнутые, всюду выпуклые кривые, а также 
могут иметь две пары точек перегиба, которые 
существуют только при достаточно малых зна-
чениях волновых чисел и расположены симмет-
рично относительно оси ν = 0. Такое усложне-
ние топологии дисперсионных зависимостей 
приводит к генерации дополнительной системы 
поперечных волн и появлению соответствую-
щих пар волновых фронтов (штриховые линии 
на рис. 5). Уравнения волновых фронтов опре-
деляются как ξ = ±μ′(ν1,2

∗ )𝑦, где ν1,2
∗  – два кор-

ня уравнения μ′′(ν1,2
∗ ) = 0. В этом случае фазо-

вые картины демонстрируют пространственные 
структуры типа «ласточкина хвоста» (см. 
рис. 5), когда в фиксированной точке наблюде-
ния происходит качественная перестройка од-
новременно приходящих волновых фронтов [7, 
24–26]. Наиболее интересными с практической 
точки зрения являются локальные экстремумы 
дисперсионных зависимостей μ′(ν), так как 
асимптотики дальних волновых полей в окрест-
ности соответствующих волновых фронтов и 
каустик, отвечающих этим экстремумам, можно 
описать с помощью метода эталонных интегра-
лов. Сложность топологии рассчитанных дис-
персионных зависимостей μ(ν) требует для 
корректного асимптотического исследования 
дальних полей применения специального мате-
матического аппарата [24–26].  

Усложнение наблюдаемых волновых картин 
возвышения ледяного покрова может являться 
одним из признаков заметного изменения пара-
метров морской среды: скоростей течения и 
толщины льда. Увеличение скорости течения 
при неизменной толщине льда приводит к рас-
ширению (в пространстве волновых чисел) дис-
персионных кривых. Кривая, соответствующая 
меньшей скорости потока, целиком находится 
внутри кривой, отвечающей большей скорости 
потока. Поэтому при увеличении скорости те-



В.В. Булатов, И.Ю. Владимиров 

 

– 139 – 

чения 𝑉 длина волны вдоль положительного 
направления оси 0𝜉 возрастает, а вдоль отрица-
тельного направления оси 0ξ убывает. Также 
при увеличении скорости потока 𝑉 происходит 
уменьшение пространственной области, где су-
ществуют волновые колебания. Вне этой зоны 
амплитуды дальних волновых полей экспонен-
циально малы. Этот же эффект наблюдается при 
изменении толщины льда 𝑙 при неизменном 
значении скорости потока 𝑉. При увеличении 
толщины льда 𝑙 происходит сужение (в про-
странстве волновых чисел) дисперсионных кри-
вых, и, соответственно, расширение простран-
ственной области волновых колебаний. Длина 
волны вдоль положительного направления оси 
0𝜉 возрастает, а вдоль отрицательного оси 0ξ – 
убывает.  

Численный анализ решений показал, что ос-
новными параметрами, которые могут приво-
дить к существенной изменчивости качествен-
ных характеристик дисперсионных соотноше-
ний, являются толщина льда 𝑙 и скорость потока 
𝑉. Остальные параметры (модуль Юнга, коэф-
фициент Пуассона, напряжение, плотность 
сред), также определяющие постоянные 𝐴, 𝐵, 𝐶, 
в пределах естественных масштабов их природ-
ной изменчивости, практически не влияют на 
динамику поведения дисперсионных зависимо-
стей. Поэтому усложнение наблюдаемых вол-
новых картин возвышения ледяного покрова 
может являться одним из признаков заметного 
изменения только таких параметров морской 
среды, как скорость течения и толщина льда. 
Анализ асимптотик показал хорошее совпаде-
ние с точным решением уже на расстояниях, 
начиная с десяти и более метров от источника, 
т.е. на таких расстояниях можно использовать 
понятие дальних волновых полей. Таким обра-
зом, исходя из результатов рассмотрения по-
добного класса задач и оценок пространствен-
ных масштабов возможного затухания волно-
вых возмущений в природных условиях, пред-
ставляется вполне обоснованным использова-
ния линейного приближения и метода стацио-
нарной фазы для расчета возмущений ледяного 
покрова и получения физически адекватных 
результатов [7, 24–26].  

Построенные асимптотики дальних полей 
дают возможность эффективно рассчитывать 
основные характеристики волновых возмуще-
ний на границе раздела ледяного покрова и ка-
чественно анализировать полученные решения. 
Полученные асимптотические результаты с раз-
личными значениями входящих в них физиче-
ских параметров позволяют провести оценку 

характеристик возмущений ледяного покрова, 
наблюдаемых в реальных морских условиях, и 
рассчитывать дальние волновые поля, в том 
числе и от нелокальных источников возмуще-
ний различной физической природы. В резуль-
тате проведения модельных многовариантных 
расчетов по асимптотическим формулам смоде-
лированная волновая система может быть при-
ближена к наблюдаемым в натурных условиях 
волновым картинам, что дает возможность оце-
нить физические параметры реальных источни-
ков в морской среде c ледовым покрытием и 
определить основные характеристики началь-
ных возмущений, варьируя модельные значения 
исходных параметров. Таким образом, модели 
волновой генерации на поверхности раздела 
морской воды и льда могут быть не только ве-
рифицированы, но и использованы для прове-
дения прогнозных оценок. 

В общем случае постановка задачи нело-
кального источника, например твердого тела, 
потоком жидкости, ограниченной сверху ледя-
ным покровом, включает в себя также задание 
определенных граничных условий на его по-
верхности. Даже в предположении об идеально-
сти жидкости и потенциальности обтекающего 
тело потока нахождение поля его скорости 
представляет собой весьма сложную в матема-
тическом плане задачу. Очевидно, что суще-
ственно проще решается задача обтекания си-
стемы точечных гидродинамических особенно-
стей (источников, стоков, диполей и т.п.), по-
скольку в этом случае нет необходимости удо-
влетворять наперед заданным граничным усло-
виям. На линиях (поверхностях) тока, возника-
ющих при обтекании такой модельной системы, 
условия непротекания удовлетворяются автома-
тически. Это обстоятельство используется при 
решении задач обтекания тел или непроницае-
мых границ, моделируемых специально подо-
бранными системами гидродинамических осо-
бенностей. При таком подходе к задачам обте-
кания тел линии (поверхности) тока отождеств-
ляются с непроницаемыми границами. Напри-
мер, при стационарном обтекании точечного 
источника равномерным безграничным потоком 
возникает линия (поверхность) тока, представ-
ляющая собой границу затупленного тела бес-
конечной длины, поэтому обтекание точечного 
источника гидродинамически эквивалентно об-
теканию такого тела. В другом случае источник 
и сток, расположенные друг за другом вдоль по 
потоку, моделируют тело овоидной формы. Ди-
поль в безграничном плоском потоке порождает 
охватывающую его линию тока в форме окруж-



АМПЛИТУДНО-ФАЗОВАЯ СТРУКТУРА ВОЛНОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ НА ГРАНИЦЕ ЛЕДЯНОГО ПОКРОВА 
И ГЛУБОКОЙ ЖИДКОСТИ ОТ ЛОКАЛИЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ 

 

– 140 – 

ности, поэтому он моделирует поперечное об-
текание цилиндра. В трехмерном случае обте-
кание диполя безграничным пространственным 
потоком эквивалентно обтеканию шара.  

Перечисленные гидродинамические особен-
ности часто используются при решении мо-
дельных задач, в которых точное воспроизведе-
ние формы помещенного в поток тела не имеет 
решающего значения. Подобный метод в значи-
тельной мере может относиться к рассмотрен-
ной задаче о генерации волновых возмущений 
на границе льда и жидкости, так как замена тела 
некоторым набором гидродинамических осо-
бенностей существенно упрощает решение этой 
задачи. Естественно, возникает вопрос о том, 
как влияет наличие границ раздела льда и жид-
кости на картину линий тока, возникающих при 
обтекании заданных гидродинамических осо-
бенностей. Например, можно ли считать диполь 
в плоском потоке со свободной границей хоро-
шей моделью кругового цилиндра. Из физиче-
ских соображений очевидно, что чем глубже 
находится диполь, тем точнее он моделирует 
цилиндр, и по мере приближения диполя к гра-
нице раздела льда и жидкости охватывающая 
его линия тока будет искажаться все значитель-
нее и все менее точно соответствовать контуру 
поперечного сечения кругового цилиндра. По-
этому, в частности, при рассмотрении потоков 
конечной толщины под ледяным покровом 
необходимо знать, какое именно тело может 
моделировать выбранная система гидродинами-
ческих особенностей.  
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The floating ice cover determines the dynamic interaction between the ocean and the atmosphere, affects the dynam-

ics of not only the sea surface, but also subsurface waters, and both the ice cover and the entire mass of liquid beneath it 
participate in the general vertical movement. This work investigates the amplitude-phase structure of wave fields arising 
at the interface between ice and an infinitely deep homogeneous fluid during flow around a localized source of disturb-
ances. The ice cover is modeled by a thin elastic plate, the deformations of which are small and the plate is physically 
linear. An integral representation of the solution is obtained and, using the stationary phase method, an asymptotic rep-
resentation is constructed for small disturbances of the ice cover far from a localized source. The results of calculations 
of dispersion dependences for various parameters of wave generation are presented. It is shown that the main parame-
ters that determine the characteristics of the amplitude-phase structure of wave disturbances on the surface of the ice 
cover are ice thickness and flow velocity. Numerical calculations demonstrate that with changes in flow velocities and 
ice thickness, a noticeable qualitative restructuring of the phase patterns of excited far wave fields at the interface be-
tween ice and liquid occurs. 

 
Keywords: ice cover, interface elevation, deep ocean, far fields, amplitude-phase structure, localized source. 
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В работе представлена установка для исследования ряда параметров сборок на основе кремниевых фото-

умножителей и сцинтилляционных кристаллов, таких как шумовые характеристики, коэффициент усиления 
и температурная стабильность SiPM. Установка также позволяет снимать одноэлектронные спектры, изу-
чать энергетическое и временное разрешение, световыход, а также температурную стабильность различных 
сцинтилляторов. Приведена блок-схема установки, и описан принцип ее работы. Разработаны необходимые 
макросы для математических пакетов, а также программное обеспечение для сбора, обработки и сохранения 
данных с датчика температуры в виде MFC-приложения на ОС Windows. Представлены результаты тести-
рования рабочих параметров установки, подтверждающие ее функциональность, выявлены замечания и не-
достатки, требующие исправлений и доработок. С помощью установки были проведены исследования по 
изучению температурных зависимостей, зависимостей энергетических разрешений от сцинтилляционного 
кристалла и от кремниевого фотоумножителя, а также получен одноэлектронный спектр для дальнейшего 
изучения и измерения относительного световыхода для различных сцинтилляторов на основе эталонного. 

 
Ключевые слова: кремниевые фотоумножители, сцинтилляционные материалы, детекторы, энергетиче-

ское разрешение. 
DOI: 10.26583/vestnik.2023.268 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
В настоящее время сцинтилляционные де-

текторы позволяют решать огромный спектр 
задач. Одним из наиболее удачных решений 
являются установки на базе кремниевых фото-
умножителей (SiPM). Благодаря малым габари-
там и более высокой чувствительности они по-
лучили свое распространение не только как 
аналог ФЭУ, например в области мегасайенс-
установок физики частиц [1], астрофизики [2–4] 
или ядерной медицине [5], но и в других прибо-
рах, в которых требуется детектирование очень 
слабых сигналов [6]. 

В связи с этим появляется необходимость 
исследовать различные параметры кремниевых 
фотоумножителей и сцинтилляторов, а также их 
сборок. До сих пор не существует готового ре-
шения в данном вопросе, и лаборатории вы-
нуждены конструировать собственные однора-
зовые установки [7] или проводить испытания 
уже непосредственно на установках [8–10]. В 
связи с чем, при возникновении необходимости 

протестировать сборки SiPM + сцинтиллятор, 
также понадобилось подготовить аналогичный 
универсальный испытательный полигон. В ка-
честве решения была разработана установка, 
которая позволяет оценивать широкий спектр 
параметров: шумовые характеристики, коэффи-
циент усиления и температурную стабильность 
SiPM, снимать одноэлектронные спектры, изу-
чать энергетическое и временное разрешение, 
световыход, а также температурную стабиль-
ность различных сцинтилляторов. 

 
СЦИНТИЛЛЯЦИОННЫЕ ДЕТЕКТОРЫ 

 
Одним из элементов большинства установок 

по изучению частиц являются детекторы. Су-
ществует огромный спектр подобных приборов, 
разработанных под определенные задачи: ис-
кровые камеры для изучения треков частиц, 
счетчик Гейгера для подсчета количества ча-
стиц, масс-спектрографы для изучения концен-
трационного состава веществ. 
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Для регистрации частиц и γ-квантов активно 
применяются сцинтилляционные детекторы. 
Они представляют собой сборку из сцинтилля-
ционного материала, излучающего свет при 
прохождении через него частиц, и фотоумно-
жителя, реагирующего на световой сигнал, уси-
ливая его. 

 
Сцинтилляционные материалы 

 
Сцинтилляционные вещества, как было ска-

зано, реагируют на проходящие через них пото-
ки частиц, излучая некоторое количество фото-
нов, обычно пропорциональное энергии проле-
тающей частицы. Благодаря данному эффекту 
появляется возможность получать энергетиче-
ские спектры. Существует большое количество 
сцинтилляционных материалов: пластиковые 
сцинтилляторы, характеризующиеся высоким 
световыходом и малым временем высвечива-
ния, газовые сцинтилляторы из азота и благо-
родных газов, имеющие еще более короткое 
время высвечивания. Особое место занимают 
неорганические сцинтилляционные кристаллы, 
для которых характерен высокий световыход и 
отличное энергетическое разрешение, что поз-
воляет говорить о энергетических характери-
стиках исследуемых частиц и, соответственно, 
высокоточно разделять их по энергиям. В 
табл. 1 приведены интересующие нас характе-
ристики некоторых сцинтилляционных матери-
алов. 

 
 

Таблица 1. Характеристики сцинтилляторов [11] 
 

Сцинтил-
лятор 

Плотность, 
г/см3 

Время  
высвечи-
вания, нс 

Свето-
выход, 

фот/МэВ 
Полистирол 1.05 5 0.1 

GAGG(Ce) 6.63 87(90 %) 
255(10 %) 56* 

 

*Среднее значение. 
 

Фотоумножители 

 
Количество вышедших из сцинтиллятора 

фотонов достаточно мало для прямой обработки 
аппаратурой. Для устранения этого недостатка 

применяются особые фотоприемники, содер-
жащие в своей конструкции умножители попа-
дающих на них фотонов. Одним из подобных 
устройств является фотоэлектронный умножи-
тель (ФЭУ), представленный на рис. 1. 

 
 

 
 

Рис. 1. Схема ФЭУ 
 
 

Фотон проходит через кварцевое окно и, 
преодолевая полупрозрачный фотокатод, падает 
на динод, выбивая несколько фотоэлектронов, 
которые летят к следующему диноду и далее, 
пока волна фотоэлектронов в сотни тысяч раз 
большая, чем один фотон, не достигнет анода. 
Такие фотоприемники являются достаточно 
громоздкими, требуют сложных в изготовлении 
источников питания, а также являются доста-
точно хрупкими, из-за чего требуют в эксплуа-
тации особой осторожности. 

Современным решением в области детекти-
рования слабых излучений являются кремние-
вые фотоумножители (SiPM), представленные 
ниже на рис. 2. 

Данный фотоприемник представляет из себя 
матрицу полупроводниковых лавинных фото-
диодов (ЛФД, SPAD), работающих в гейгеров-
ском режиме. Пример принципиальной схемы 
Si-ФЭУ представлен на рис. 2, у разных произ-
водителей схемы могут отличаться. В схеме ре-
зистивный элемент нужен для пассивного га-
шения лавины. За счет своих малых габаритов и 
высокого коэффициента усиления (порядка 106) 
SiPM не только приходит на замену ФЭУ во 
многих задачах, но и выходит за пределы при-
менимости этого типа фотоприемников и ис-
пользуется для детектирования различных сла-
бых сигналов [12]. 
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а 

 
б 

Рис. 2. Кремниевый фотоумножитель компании SensL (а)  
и принципиальная схема кремниевого фотоумножителя (б) 

 
 

ОПИСАНИЕ УСТАНОВКИ 
 
В связи с активным применением сборок из 

кремниевых фотоумножителей и сцинтиллято-
ров появляется необходимость изучать их раз-
личные характеристики. В качестве решения 
была разработана установка, которая позволяет 
оценивать обширный набор параметров: шумо-
вые характеристики, коэффициент усиления и 
температурную стабильность SiPM, снимать 
одноэлектронные спектры, изучать энергетиче-
ское и временное разрешение, световыход, а 
также температурную стабильность различных 
сцинтилляторов. 

На рис. 3 представлена блок-схема установ-
ки. В подготовленный черный ящик помещает-
ся исследуемая сборка из сцинтиллятора и 
кремниевого фотоумножителя. Питание осу-
ществляется внешним лабораторным источни-
ком питания, а в качестве источника сигнала 
может быть использован как изотоп, так и све-

тодиод. Сигнал с SiPM передается в электрон-
ный тракт на основе аппаратуры CAEN [13]. 
Данное оборудование создано специально для 
работы с различными кремниевыми фотоумно-
жителями и является наиболее удобным и ком-
пактным из существующих решений. Так, сиг-
нал с SiPM передается на усилитель, а затем 
раздваивается и направляется на дискримина-
тор, формирующий временные ворота, и анали-
затор импульсов, который также получает дан-
ные с дискриминатора. Такая сборка позволяет 
собирать как дифференциальные, так и инте-
гральные спектры, а с прямым подключением к 
ЭВМ – отображать их в реальном времени в 
прилагаемом ПО. Контроль температуры осу-
ществляется при помощи термодатчика 
AM2302 на базе микроконтроллера Arduino 
nano, данные с которого также передаются на 
ЭВМ. При помощи сторонних пакетов про-
грамм производится анализ полученных дан-
ных. 
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Рис. 3. Блок-схема установки 

 
 

Аппаратура CAEN 
 

Усилитель SP5600 
 
SP5600 – блок питания и усиления общего 

назначения, объединяющий до двух SiPM в ма-
теринскую и дочернюю архитектуру, что позво-
ляет легко устанавливать и заменять датчики. 
Базовая конфигурация имеет два канала с неза-
висимой регулировкой усиления до 50 дБ и по-
дает напряжение смещения (до 100 В) на датчи-
ки со стабилизацией усиления. Каждый канал 
может обеспечивать цифровой выходной сиг-
нал, генерируемый быстрыми дискриминатора-
ми переднего фронта. Также возможно совпа-
дение по времени двух каналов [4]. 

 
Анализатор импульсов DT5720A 

 
DT5720A – 2-канальный 12-битный настоль-

ный анализатор импульсов формы волны 250 
MC/s с несимметричным входным динамиче-
ским сигналом 2 Vpp на коаксиальных разъемах 
MCX. Регулировка смещения постоянного тока 
(диапазон ± 1 В) с помощью программируемых 
16-битных ЦАП (по одному на каждый канал) 

позволяет правильно выбирать биполярный      
(Vin = ± 1 В) вплоть до полного положительного 
(Vin = 0 ÷ + 2 В) или отрицательного (Vin = 0 ÷ 
÷ – 2 В) качание аналогового входа без потери 
динамического разрешения. 

Модуль оснащен тактовым входом на перед-
ней панели и PLL для синтеза тактового сигнала 
от внутренних/внешних опорных сигналов. По-
ток данных непрерывно записывается в кольце-
вой буфер памяти. Когда возникает срабатыва-
ние, FPGA записывает дополнительные N вы-
борок для пост-срабатывания и замораживает 
буфер, который может быть прочитан через 
USB или оптический канал. Сбор данных может 
продолжаться без мертвого времени в новом 
буфере [13]. 
 

Контроль температуры 
 

Arduino nano 
 
Arduino (рис. 4) представляет собой простей-

ший микроконтроллер, построенный на 8-бит-
ном микропроцессоре ATmega-328P с тактовой 
частотой 16 МГц. За счет своей простоты, ма-
лых размеров и дешевизны данные контролле-
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ры позволяют применять его для простых и не-
которых сложных задач. Например, Arduino 
можно применить в качестве контроллера мо-
ниторинга, а на самом деле и регулирования, 
микроклимата [14]. 

 

 
Рис. 4. Arduino nano 

 
Благодаря гибкости архитектуры данные с 

контроллера можно транслировать на ЭВМ че-
рез 232 интерфейс (COM), сохраняя и обраба-
тывая при помощи специально разработанного 
программного обеспечения. 

 
1.1.1. Датчик температуры и влажности 

AM2302 
 

В качестве датчика темпера-
туры был использован AM2302, 
изображенный на рис. 5, заре-
комендовавший себя в других 
различных приборов на протя-
жении многих лет. Несмотря на 
отсутствие аккредитации в гос-
реестре измерительных прибо-
ров из-за своей дешевизны, мо-
дуль является достаточно точ-
ным: после прогрева в течение 

40–60 мин. все приборы, принадлежащие одной 
партии, не только показывают одинаковые па-
раметры температуры и влажности, но и одина-
ково реагируют на отклонения в микроклимате 
с погрешностью в несколько раз меньшей, чем 
заявлено производителем [15]. 

 
Программное обеспечение 

 
Для получения и обработки выходных дан-

ных с датчика было разработано специальное 
программное обеспечение для платформ под 
управлением операционной системы Windows 
(поддержка 32- и 64-разрядной версий). После 
получения сигнала с COM-порта последова-
тельность данных расшифровывается, проверя-
ется соответствие, пересчитывается контроль-

ная сумма, и подходящие для обработки данные 
сохраняются в отдельный файл, пригодный для 
обработки в стороннем программном обеспече-
нии (рис. 6). 

 

 
Рис. 6. Интерфейс разработанного программного 

обеспечения 
 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Исследование температурных  

зависимостей 

 
Для начала необходимо было проверить, как 

влияет изменение температуры на результаты 
набора спектров, а также убедиться в работо-
способности установки, проведя некоторого 
рода калибровку. Для этого на сборке SiPM + 
сцинтиллятора при помощи нашей установки 
были собраны два набора данных: спектр 137Cs 
без нагрева и с нагревом. Все наборы сопро-
вождались контрольным мониторингом темпе-
ратуры. Полученные спектры отображены в ви-
де гистограмм на рис. 7, а данные по изменению 
температуры – на рис. 8. 

 

 
Рис. 7. Спектры 137Cs при нагреве (красный)  

и без нагрева (синий) 

 
Рис. 5. Датчик  

АМ2302 
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а 

 
б 

Рис. 8. Мониторинг температуры в ходе сборов данных 
без нагрева (а) и с нагревом (б) 

 
Исследование детекторов 

позитронно-эмиссионного томографа 

 
В настоящее время в Курчатовском институ-

те разрабатывается макет 32-канального пози-
тронно-эмиссионного томографа на основе де-
текторных сборок из кремниевого фотоумножи-
теля 33 мм от компании SensL и сцинтилляци-
онного кристалла GAGG(Ce) 3315 мм [16]. 

В ходе изучения некоторых его характери-
стик было выявлено характерное отклонение 
некоторых каналов от среднего значения по 
двум из них: энергетического разрешения и ам-
плитуды энергии, что отражено на рис. 9. 

Как было сказано ранее, созданная установка 
позволяет изучать различные сборки из кремни-
евых фотоумножителей и сцинтилляционных 
материалов. В связи с этим было принято реше-
ние провести испытания соответствующих де-
текторов на собранном оборудовании. 

Чтобы выяснить, какая из частей детектора 
вносит отклонения, необходимо организовать 
проверку каждой из них: кремниевый фотоум-
ножитель или сцинтилляционный кристалл. Для 
этого были сняты две серии измерений на од-
ном SiPM для разных сцинтилляторов и наобо-
рот. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 9. Зависимость амплитуды (а) и энергетическо-
го разрешения (б) от номера канала 

 
Для начала, под контролем температуры, 

чтобы при необходимости внести поправки, а 
также оценить возможные отклонения и разбро-
сы данных, на выбранном кристалле за одина-
ковое время были сняты спектры цезия-137 
(137Cs), один из которых отображен на рис. 10. 

 

 
Рис. 10. Спектр 137Cs 

 
Как и ожидалось, система все это время 

находилась при одинаковой температуре, что 
подтверждают данные мониторинга, отобра-
женного на рис. 11. Флуктуации температуры в 
начале измерений могут быть связаны с незна-
чительными отклонениями из-за недостаточно-
го прогрева аппаратуры или допустимой по-
грешностью измерений. 

Полученные данные были обработаны и ап-
проксимированы гауссом методом Хи-квадрат. 
Отсюда получены значения положения пиков и 
энергетических разрешений, по которым были 
построены соответствующие зависимости па-
раметров от номера SiPM (рис. 12). 
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Рис. 11. Зависимость температуры  

в установке от времени 
 
 

 
а 
 

 
б 

Рис. 12. Зависимость положения пика (а)  
и энергетического разрешения (б) детектора  

в зависимости от SiPM 
 
 

Для выбранного кремниевого фотоумножи-
теля и разных сцинтилляционных кристаллов 
были сняты аналогичные зависимости, аппрок-
симированы, а полученные данные положений 
пика и энергетических разрешений отражены на 
графиках, представленных на рис. 13. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
а 
 

 
б 

Рис. 13. Зависимость энергетического разрешения 
(а) и положения пика (б) детектора в зависимости  

от SiPM 
 
 

Получение одноэлектронного спектра 

 
Как было описано ранее, конструкция позво-

ляет использовать в качестве источника сигнала 
не только радиоактивные источники, но и све-
тодиод для получения одноэлектронного спек-
тра, изображенного на рис. 14. 

 

 
Рис. 14. Одноэлектронный спектр 
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ОБСУЖДЕНИЕ 
 
Как видно из полученных наборов спектров 

при различных температурах, результаты сов-
падают с теоретическими изысканиями: при 
нагреве наблюдается смещение положения пика 
в спектре, что связано с изменением чувстви-
тельности самих кремниевых фотоумножителей 
с изменением температуры. Однако в данном 
эксперименте проявился первый недостаток 
нашей установки – невозможность поддержи-
вать нагрев достаточно хорошо, как видно из 
соответствующих графиков мониторинга тем-
пературы. Для этого необходимо установить 
некоторого рода систему регулирования микро-
климата в целях поддержания необходимых для 
экспериментов параметров среды, в том числе и 
с возможностью охлаждения.  

Говоря о результатах изучения детекторов 
томографа, можно заметить, что картина оказы-
вается явно неоднозначной: как видно из полу-
ченных данных, такого рода отклонения явно не 
зависят ни от кремниевого фотоумножителя, ни 
от сцинтиллятора, применяемого на конкретном 
детекторе. Несомненно, каждый из этих факто-
ров вносит свои поправки, хотя влияние явно 
недостаточно. Таким образом, возможной при-
чиной подобного рода разбросов может являть-
ся плохой контакт между кремниевым фотоум-
ножителем и сцинтиллятором, что вызывается 
грубым позиционированием элементов. Для 
решения данного вопроса было принято реше-
ние использовать в дальнейшем оптический 
клей, свойства которого будут изучены отдель-
но. 

Получив одноэлектронный спектр на нашей 
установке, появляется возможность с достаточ-
ной точностью совершить калибровку измери-
тельной шкалы, благодаря которой при помощи 
эталонного сцинтилляционного кристалла с из-
вестным световыходом можно производить из-
мерение относительного световыхода для любо-
го известного кристалла. 

В целом, для более точных измерений на са-
мой установке, необходимо продумать каретко-
вую конструкцию для исследуемых сцинтилля-
торов и кремниевых фотоумножителей. В этом 
случае получится добиться более точного пози-
ционирования исследуемых компонентов, что 
существенно улучшит результаты наборов дан-
ных. 

Для расширения функционала установки 
имеет смысл добавить дополнительный разъем 

для кремниевого умножителя, что позволит 
проводить дополнительные измерения. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
По итогам работы было создано универсаль-

ное полноценное рабочее устройство, позволя-
ющее выполнять ряд задач по тестированию 
сцинтилляционных кристаллов и кремниевых 
фотоумножителей. Установка была проверена 
на реальных рабочих задачах, в ходе которых 
подтвердилась ее функциональность, выявлены 
замечания и недостатки, требующие исправле-
ний и доработок. Для обработки данных были 
разработаны необходимые макросы для матема-
тических пакетов, а также программное обеспе-
чение для сбора, обработки и сохранения дан-
ных с датчика температуры в виде MFC-при-
ложения на ОС Windows. Ожидаемые результа-
ты в целом достигнуты, а также поставлены но-
вые задачи по доработке и улучшению установ-
ки. 
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The paper presents an installation for studying a number of parameters of assemblies based on silicon photomul-
tipliers and scintillation crystals, such as noise characteristics, gain and temperature stability of SiPM. The installa-
tion also allows you to shoot single-electron spectra, study energy and time resolution, light output, as well as tem-
perature stability of various scintillators. A block diagram of the installation is given and the principle of its opera-
tion is described. The necessary macros for mathematical packages have been developed, as well as software for 
collecting, processing and storing data from a temperature sensor in the form of an MFC application on Windows 
OS. The results of testing the operating parameters of the installation, confirming its functionality, are presented, 
comments and shortcomings requiring corrections and improvements are identified. With the help of the installation, 
studies were carried out on the study of temperature dependences, the dependences of energy resolutions on the 
scintillation crystal and on the silicon photomultiplier, and a single-electron spectrum was obtained for further study 
and measurement of the relative light output for various scintillators based on the reference. 
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ВВЕДЕНИЕ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  

УРАВНЕНИЯ И МОДЕЛИ  
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Уравнения в частных производных с запаз-

дыванием применяются в математическом мо-
делировании процессов, проявляющих свойства 
наследственности, когда скорость изменения 
искомой величины зависит не только от ее те-
кущих значений, но и от некоторых значений в 
прошлом. В такие уравнения помимо искомой 
функции u(t) входит функция w = u (t – τ), где 
t – время, τ > 0 – время запаздывания. Простей-
шие обыкновенные дифференциальные уравне-
ния (ОДУ) с постоянным запаздыванием имеют 
вид 

 

u(t) = F (u, w),   w = u(t − τ ),           (1) 
 

где F – некоторая функция. 
 Теоретические аспекты ОДУ с постоянным 

запаздыванием достаточно хорошо изучены [1–
3], а их практическое применение весьма об-
ширно и имеет место в теории популяций [4–
10], медицине [11–16], эпидемиологии [17–19], 
экономике [20–22], теории искусственных 
нейронных сетей [26–29] и др. 

Однако протекающие процессы часто явля-
ются пространственно неоднородными и моде-

лируются более сложными реакционно-
диффузионными уравнениями с постоянным 
запаздыванием (см., например, [30, 31]): 

 

ut = auxx + F (u, w),   w = u (x, t − τ),        (2) 
 

где u = u (x, t); a > 0 – коэффициент диффузии; 
F – кинетическая функция.   

Специальный случай F (u, w) = f (w) в (2) до-
пускает простую физическую интерпретацию: 
процесс переноса субстанции в локально-
неравновесной среде обладает инерционными 
свойствами, т.е. система реагирует на воздей-
ствие не мгновенно, как в классическом ло-
кально-равновесном случае, а на время запаз-
дывания τ позже.  

 В большинстве случаев модели, описывае-
мые реакционно-диффузионными уравнениями 
с запаздыванием вида (2), получаются путем 
формального добавления диффузионного слага-
емого auxx в правую часть ОДУ с запаздывани-
ем (1). Таким образом моделируются случайные 
блуждания в пространстве рассматриваемых 
объектов (субъектов), причем движение каждо-
го объекта (субъекта) обусловлено диффузией 
Фика, когда поток пропорционален градиенту 
концентрации, а константа пропорциональности 
является отрицательной. Например, в моделях 
динамики популяций явление, подобное диффу-
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зии, возникает из-за тенденции любого биоло-
гического вида мигрировать в регионы с более 
низкой плотностью популяции [33]. Для упро-
щения обычно предполагается, что питание по-
ставляется непрерывно и однородно во времени 
и пространстве. Таким образом, в регионах с 
высокой плотностью популяции питание станет 
дефицитным, и особи будут стремиться мигри-
ровать в регионы с более низкой плотностью, 
чтобы иметь более высокие шансы выжить. В 
[34–36] процесс диффузии обсуждается с эко-
логической точки зрения.  

Замечание 1. Формальное введение диффу-
зионного слагаемого в правую часть ОДУ с за-
паздыванием может привести к некоторым 
сложностям. Дело в том, что, хотя диффузия и 
временное запаздывание связаны соответствен-
но с пространством и временем, они не являют-
ся независимыми друг от друга, поскольку рас-
сматриваемые особи, клетки, нейроны, молеку-
лы и т.п. не находятся в одних и тех же точках 
пространства в предыдущие моменты времени. 
Возможные способы устранения указанной 
проблемы путем введения распределенного (не-
локального) запаздывания обсуждаются в [37]. 

Реакционно-диффузионные уравнения с за-
паздыванием вида (2) и родственные более 
сложные уравнения и системы таких уравнений 
возникают в различных приложениях, таких как 
теория популяций [38–42], биомедицина [43–
48], эпидемиология [49–51], химия [32, 52, 53], 
математическая теория искусственных нейрон-
ных сетей [54–56] и др. (см. обзоры в химии [30, 
31, 57]). Такие уравнения по сложности анализа 
и изучения сопоставимы с системами нелиней-
ных уравнений в частных производных без за-
паздывания. Тем не менее, в последнее время с 
помощью метода функциональных связей [58, 
59] было построено большое количество точ-
ных решений с обобщенным и функциональ-
ным разделением переменных для нелинейных 
уравнений в частных производных с запаздыва-
нием, содержащих произвольные функции [58–
63]. Некоторые точные решения были получены 
методами группового анализа [64] и путем ис-
пользования решений более простых уравнений 
[65]. Решения типа бегущей волны u = u (z), где 
z = kx + t, рассматривались, например, в [66]. 
Отметим, что нелинейные реакционно-диффу-
зионные уравнения с запаздыванием не допус-
кают автомодельных решений вида u = t  (xt), 
которые часто имеют реакционно-диффузион-
ные уравнения без запаздывания. 

 

ЛИНЕЙНЫЕ РЕАКЦИОННО-
ДИФФУЗИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ  

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ.  
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ПРОСТЕЙШЕГО ВИДА 

 
В данной статье рассматриваются линейные 

реакционно-диффузионные уравнения с посто-
янным запаздыванием 

 

ut = a1uxx + a2wxx + c1u + c2w + f (x, t), 
 

w = u (x, t − τ),                         (3) 
 

 где a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, a1 + a2 > 0, τ > 0, f (x, t) – не-
которая заданная функция. 

Однородные уравнения вида (3) при f (x, t) ≡ 
≡ 0 допускают точные решения, которые выра-
жаются в элементарных функциях и описаны 
ниже.  

1. Решения с мультипликативным разделе-
нием переменных: 

 

u = [A cos (kx) + B sin (kx)]e−λt,    
 

1 2 1 2( ) / ( )k c c e a a e       
 

при                          λ + c1 + c2eλτ > 0;                 (4) 
 

u = [A exp (kx) + B exp (–kx)]e−λt,   
 

1 2 1 2( ) / ( )k c c e a a e        
 

при                     λ + c1 + c2eλτ < 0,                         
 

где А, В,  – произвольные постоянные. Заме-
тим, что эти решения являются частными слу-
чаями более сложных решений вида u = 
= (x) (t). 

Решение (4) является периодическим по про-
странственной переменной х и затухает при     
t → ∞ (если λ > 0). 

2. Точные решения, периодические по вре-
мени t: 

 

u = e− γx [A cos (ωt − βx) + B sin (ωt − βx)], 
 

где A, B, ω – произвольные постоянные, а кон-
станты β и γ можно выразить через ω и пара-
метры исходного уравнения путем решения ал-
гебраической системы уравнений 
 

[a1 + a2 cos (ωτ)] (γ2 − β2) +  
 

+ 2a2 sin (ωτ) βγ + c1 + c2 cos (ωτ) = 0, 
 

a2 sin (ωτ) (γ2 − β2) –  
 

– 2[a1 + a2 cos (ωτ)] βγ + ω + c2 sin (ωτ) = 0. 
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 Исключив γ (или β) из этой системы, можно 
получить биквадратное уравнение для β (или γ). 

3. При некоторых ограничениях на парамет-
ры исходного уравнения существуют решения, 
которые являются периодическими по обеим 
независимым переменным x и t, вида  
 

u = [A1 cos (γx) + B1 sin (γx)]  
 

 [A2 cos (ωt) + B2 sin (ωt)], 
 

где A1, A2, B1, B2 – произвольные постоянные, а 
константы γ и ω определяются из трансцен-
дентной системы уравнений 
 

c1 + c2 cos (ωτ) = [a1 + a2 cos (ωτ)] γ2, 
 

ω + c2 sin (ωτ) = a2 sin (ωτ) γ2. 
 

4. Имеются решения полиномного вида по 
пространственной переменной х (содержащие 
соответственно четные и нечетные степени): 

2

0
( )

n
k

k
k

u A t x


   и   2 1

0
( ) .

n
k

k
k

u B t x 



  

 
ЛИНЕЙНЫЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ  

ЗАДАЧИ РЕАКЦИОННО-ДИФФУЗИОННОГО 
ТИПА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Предварительные замечания. Многие 

свойства линейных уравнений в частных произ-
водных с запаздыванием аналогичны свойствам 
более простых уравнений в частных производ-
ных без запаздывания. Граничные условия в 
начально-краевых задачах для уравнений в 
частных производных с запаздыванием форму-
лируются точно так же, как и для уравнений в 
частных производных без запаздывания. 

Начальные условия (начальные данные) для 
уравнений с частными производными в задачах 
с постоянным запаздыванием  > 0, задаются на 
целом интервале t0 − τ ≤ t ≤ t0 (а не в точке t = t0, 
как в задачах без запаздывания). При этом 
ищется решение, непрерывное в точке t = t0, 
иногда встречается t0 = τ. 

Для решения линейных задач, описываемых 
уравнениями в частных производных с запаз-
дыванием, можно использовать метод разделе-
ния переменных и методы интегральных преоб-
разований (таким же образом, как это делается 
для линейных уравнений в частных производ-
ных без запаздывания [67, 68]).  

 Формулировки начально-краевых задач. 
Рассмотрим одномерное линейное реакционно-
диффузионное уравнение с постоянными коэф-
фициентами и запаздыванием (3), определенное 

в области Ω = {0 < x < h, t > 0}. Для краткости, 
далее будем обозначать это уравнение так:  

 

 L [u, w] = f (x, t),    t > 0,                (5) 
 

где   L [u, w] ≡ ut – a1uxx – a2wxx – c1u – c2w   и  
w = u (x, t – τ). 

Дополним уравнение (5) линейными неодно-
родными граничными условиями, которые, не 
конкретизируя, будем записывать в кратком 
виде: 

Г1[u] = g1(t)  при  x = 0,  t > − τ, 
(6) 

Г2[u] = g2(t)  при  x = h,  t > − τ, 
 

и общим начальным условием  
 

u =  (x, t)  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0.  (7) 
 

Будем считать, что входящие в граничные 
условия (6) линейные операторы Г1,2[u] не зави-
сят явно от времени t. Наиболее распространен-
ные граничные условия приведены в третьем 
столбце табл. 1.  

Будем считать, что функции f и , входящие 
в уравнение (3) и начальное условие (7), непре-
рывны, а функции g1 и g2, стоящие в граничных 
условиях (6), непрерывно дифференцируемы по 
t. Кроме того, будем предполагать, что гранич-
ные и начальные условия (6) и (7) совместны, 
т.е. выполняются соотношения 

 

Γ1 [] = g1(t)  при  x = 0, t > − τ; 
 

Γ2 [] = g2(t)  при  x = h, t > − τ. 
 

В [69–73] для решения одномерных задач, 
описываемых реакционно-диффузионным урав-
нением с постоянным запаздыванием типа (3) и 
родственными уравнениями, использовался ме-
тод разделения переменных. 

Представление решений начально-крае-
вых задач в виде суммы решений более про-
стых задач. Следуя [71,72], решение задачи 
(5)–(7) ищем в виде суммы 

 

u = u0 (x, t) + u1 (x, t) + u2 (x, t),             (8) 
 

где                          u0 = u0 (x, t)                           (9) 
 

является любой дважды непрерывно дифферен-
цируемой функцией, удовлетворяющей гранич-
ным условиям (6), т.е. 
 

Γ1 [u0] = g1(t)  при  x = 0, 
(10) 

Γ2[u0] = g2(t)  при  x = h. 
 

 Определение функции u0 не связано с реше-
нием дифференциальных уравнений. Эту функ-
цию можно искать методом неопределенных 
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коэффициентов, например, в виде квадратично-
го по х многочлена: u0 = α0 (t) + α1 (t) x + α2 (t) x2 
(в большинстве случаев можно положить 
α2 ≡ 0). Функциональные коэффициенты αk (t) 
определяются путем подстановки этого много-
члена в граничные условия (10). 

 В табл. 1 приведены простейшие функции 
u0 = u0 (x, t), которые удовлетворяют наиболее 
распространенным неоднородным граничным 
условиям в начально-краевых задачах для реак-
ционно-диффузионных уравнений с одной про-
странственной переменной. В граничных усло-
виях третьего рода считается, что k1 > 0 и 
k2 > 0. 

 Две функции u1 = u1 (x, t) и u2 = u2 (x, t), так-
же входящие в (8), определяются путем реше-
ния описанных ниже более простых начально-

краевых задач с однородными (нулевыми) гра-
ничными условиями. 

 Задача 1. Функция u1 удовлетворяет линей-
ному однородному УрЧП с постоянным запаз-
дыванием 

 

L[u1, w1] = 0,    w1 = u1 (x, t − τ),       (11) 
 

однородным граничным условиям 
 

Γ1[u1] = 0  при  x = 0, t > − τ ; 
 

Γ2[u1] = 0  при  x = h, t > − τ,          (12) 
 

и неоднородному начальному условию  
 

u1 = Φ(x, t)  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0,    (13) 
 

где 
Φ (x, t) = (x, t) – u0 (x, t).              (14) 

 (14) 
 

Таблица 1. Простейшие функции u0 = u0(x, t), которые удовлетворяют наиболее распространенным  
неоднородным граничным условиям на концах отрезка 0 ≤ x ≤ h 

 

№ Начально-краевая  
задача  Граничные условия   Функция u0 = u0 (x, t), удовлетворяющая  

граничным условиям  
 
1 Первая  

u = g1(t)  при  x = 0, 
u = g2(t)  при  x = h  0 1 2 1( ) ( ) ( )xu g t g t g t

h
    

 
2 Вторая  

ux = g1(t)  при  x = 0, 
ux = g2(t)  при  x = h  

2

0 1 2 1( ) ( ) ( )
2
xu xg t g t g t
h

    

 
3 Третья 

ux− k1u = g1(t) при x = 0, 
ux+ k2u = g2(t) при x = h 

2 2 1 1 2
0

2 1 1 2

( 1 ) ( ) (1 ) ( )k x k h g t k x g tu
k k k k h

   


 
 

 
4 Смешанная  u = g1(t)  при  x = 0, 

ux = g2(t) при  x = h u0 = g1(t) + xg2(t) 

 
5  Смешанная  ux = g1(t)  при  x = 0, 

u = g2(t)  при  x = h u0 = (x – h)g1(t) + g2(t) 

 
Задача 2. Функция u2 удовлетворяет линей-

ному однородному УрЧП с постоянным запаз-
дыванием  

 

L[u2, w2] = F (x, t),    w2 = u2 (x, t – τ),     (15) 
где 
 

F (x, t) = f (x, t) – L[u0, w0],  w0 = u0 (x, t – τ),  (16) 
 

и нулевым граничным и начальному условиям 
 

Γ1[u2] = 0  при  x = 0,  t > − τ;  
 Γ2[u2] = 0  при  x = h,  t > − τ ;       (17) 

 

u2 = 0  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0.       (18) 
 

Решение задачи 1. Рассмотрим линейное 
однородное УрЧП с запаздыванием (11) с гра-
ничными и начальными условиями (12) и (13). 
Сначала ищем частные решения уравнения (11) 

в виде произведения функций разных аргумен-
тов 

u1p = X (x) T (t).                         (19) 
 

Подставив (19) в (11), после элементарных 
преобразований получим 

 

X(x)[T′ (t) – c1T (t) – c2T (t – τ)] = 
(20) 

= X′′ (x)[a1T (t) + a2T (t − τ)]. 
 

Разделяя в этом уравнении переменные, 
приходим к линейному ОДУ второго порядка и 
ОДУ первого порядка с постоянным запаздыва-
нием: 

X′′ (x) = −λ2X (x),                   (21) 
 

T′ (t) = (c1 − a1λ2)T (t) + (c2 − a2λ2)T (t − τ).  (22) 
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Требуя, чтобы функция u1p = X(x)T(t) удовле-
творяла однородным граничным условиям (12), 
приходим к однородным граничным условиям 
для функции Х: 

 
Γ1 [X] = 0  при  x = 0, Γ2 [X] = 0  при  x = h.   (23) 

 
Нетривиальные решения X = Xn(x) линейной 

однородной задачи на собственные значения 
(21), (23) существуют только для дискретного 
множества значений параметра λ: 

 
λ = λn,   X = Xn (x),   n = 1, 2, ... .       (24) 

 
 Важно отметить, что собственные функции 

Xn (x) и Xm (x) ортогональны в том смысле, что  
 

0

( ) ( ) 0 при .
h

n mX x X x dx n m          (25) 

 
 Собственные значения и собственные функ-

ции для однородных линейных краевых задач, 
описываемых ОДУ (21), для пяти наиболее рас-
пространенных граничных условий приведены 
в табл. 2. 

Подставив собственные значения λ = λn в 
(22), получим соответствующие ОДУ с запаз-
дыванием для функций T = Tn (t).  

Решение линейной начально-краевой задачи 
(11)–(14) ищем в виде ряда 

 

1
1

( , ) ( ) ( ),n n
n

u x t X x T t




              (26) 

 

где функции u1n (x, t) = Xn (x) Tn (t)–частные ре-
шения уравнения (11), удовлетворяющие одно-
родным граничным условиям (12). 

Чтобы найти начальные условия для ОДУ с 
запаздыванием (22) при λ = λn , представим 
начальное условие (13) в виде разложения по 
собственным функциям:  
 

1
( , ) ( ) ( ), 0 , 0.n n

n
x t t X x x h t





           (27) 

 

Умножая (27) на Xm (x) (m = 1, 2, 3, …), инте-
грируя по пространственной переменной х от 0 
до h и учитывая (25), имеем  

2
0

1Ф ( ) Ф( , ) ( ) , 0,
h

n n
n

t t Х d t
X

          (28)
 

 

где функция Ф (, t) определена формулой (14) 

и 2 2

0

( ) .
h

n nX Х d    

 
 

Таблица 2. Собственные функции в задачах на собственные значения, описываемые однородным ОДУ  
xxX  = – λ2Х с наиболее распространёнными однородными граничными условиями на концах отрезка 0 ≤ x ≤ h 

 

№ Начально-краевая 
задача Граничные условия Собственные значения и собственные функции 

Xn = Xn (x), n = 1, 2, ... 

 
1 Первая X = 0  при  x = 0, 

X = 0  при  x = h 
n = n/h; sinn

nxX
h
 

  
 

 

 
2 Вторая 

X′x = 0 при x = 0, 
X′x = 0 при x = h 

0 = 0, n = n/h; 

0 1, cosn
nxX X
h
 

   
 

 

 
 

3 
Третья 

X′x − k1X = 0  при  x = 0, 
X′x + k2X = 0  при  x = h 

n – корни трансцендентного уравнения 

1 2
2

1 2

tg( ) , ( 0);n
k kh

k k


  
  

1cos( ) sin( )n n n
n

kX x x   


 

 

 
4 Смешанная 

X = 0  при  x = 0, 
X′x = 0  при  x = h 

(2 1) ;
2n
n
h

 
   

(2 1)sin
2n
n xX

h
 

  

 
5 Смешанная 

X′x = 0  при  x = 0, 
X = 0  при  x = h 

(2 1) ;
2n
n
h

 
   (2 1)cos

2n
n xX

h
 

  
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Из соотношений (26) и (27) получим началь-
ные условия для ОДУ с запаздыванием (22) при 
λ = λn в виде  

 Tn (t) = Фn (t),   –   t  0,            (29) 
 

где функции Фn (t) задаются выражениями (28). 
 Введем обозначения  
 

αn = c1 − a1 λ2
n,    βn = c2 − a2 λ2

n, 
 

 σn = βn exp (– n).           (30) 
 

 Тогда, как показано в [72], решение задачи 
(22), (29) при λ = λn можно представить в виде 

 

 

( )

0
( )

( ) ехр ( , )Ф ( )

ехр ( ( ), )

Ф ( ) Ф ( ) .

n

n

t
n d n n n

t s
d n n

n n n

Т t е t

е t s

s s ds

 

 



     

      

 

      (31) 

 

Здесь expd (t, ) – экспонента с запаздыванием, 
которая определяется как 

 

  / 1

0

( 1)
ехр ( , ) ,

!

kt

d
k

t k
t

k

 



  
              (32)

 
 

где символ [A] обозначает целую часть числа А, 
а индекс d указывает на запаздывание (от англ. 
delay). 

 Подставив (31) в (26), находим решение за-
дачи (11)–(14): 

 

 

( )
1

1
0

( )

( , ) ( ) ехр ( , )

Ф ( ) ехр ( ( ), )

Ф ( ) Ф ( ) ,

n

n

t
n d n n

n

t s
n d n n

n n n

и х t Х х е t

е t s

s s ds


 



 




    



         


   





   (33)
 

где  

 02
0

2 2

0

1Ф ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,

( ) .

h

n n
n

h

n n

t t и t Х d
X

X X d

      

  





   (34) 

 

Для любой из пяти основных начально-
краевых задач, граничные условия которых 
приведены в табл. 1, в формулы (33)–(34) сле-
дует подставить соответствующие собственные 
значения n и собственные функции Хn (x), 
представленные в табл. 2. 

Решение задачи 2. Рассмотрим теперь ли-
нейное неоднородное УрЧП с запаздыванием 
(15)–(16) с однородными граничными и началь-
ным условиями (17) и (18). 

Сначала разложим неоднородную составля-
ющую уравнения (15) в ряд по собственным 
функциям (24): 

1

2
0

( , ) ( ) ( ),

1( ) ( , ) ( ) ,

n n
n

h

n n
n

F х t F t Х х

F t F t Х d
X







   





        (35) 

 

где функция F(x, t) определяется формулой (16), 

а 2 2

0

( ) .
h

n nX Х d    

Решение задачи (15)–(18) ищем в виде ряда  
 

2
1

( , ) ( ) ( ),n n
n

u х t U t Х х




              (36) 

который удовлетворяет однородным граничным 
условиям (17). Подставив (36) в (15) и учитывая 
(35), получим линейные неоднородные ОДУ с 
запаздыванием для функций Un (t): 

 

U′n (t) = (c1 − a1λ2
n) Un (t) + 

 

+ (c2 − a2λ2
n)

 
Un (t – ) + Fn (t),           (37) 

 

где функции Fn (t) находятся с помощью второй 
формулы в (35). Для завершения формулировки 
задачи уравнения (37) дополним однородными 
начальными условиями 
 

Un (t) = 0,  –   t  0,                (38) 
 

которые следуют из (18) и (36). 
Решение задачи (37)–(38) в области t  0 

можно представить в виде интеграла [72]: 
 

( )

0

( ) ехр ( ( ), ) ( ) ,

,

n

n

t
t s

n d n n n

n n

U t е t s F s ds

е

 

 

    

  

  (39)
 

где параметры n и n определены в (30). Под-
ставив (39) в (36), находим решение задачи 
(15)–(18): 

( )
2

1 0

( , ) ехр ( ( ), )

( ) ( ).

n

t
t s

d n n
n

n n

и х t е t s

F s ds Х х


 




     




 



 
   (40)
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Решение начально-краевой задачи (5)–(7) с 
любыми граничными условиями, представлен-
ными в табл. 1, можно получить, подставив 
функции (9), (33) и (40) в (8) и взяв функцию 
u0 = u0 (x, t) из табл. 1, а соответствующие соб-
ственные значения n и собственные функции 
Хn (х) из табл. 2. 

Замечание 2. Можно показать, что при 
a1 > a2   0  и  c1 = c2= 0  все  решения  однород-
ного реакционно-диффузионного уравнения с 
постоянным запаздыванием (3) (при f  0), удо-
влетворяющие однородным граничным услови-
ям первого рода, стремятся к тривиальному ре-
шению при t  . При a2  > a1  0 тривиальное 
решение этой же начально-краевой задачи бу-
дет неустойчивым.  

Замечание 3. В [57] рассматривались линей-
ные начально-краевые задачи реакционно-
диффузионного типа с запаздыванием с не-
сколькими пространственными переменными. 
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В работе рассмотрен вариант обстоятельств, при которых атомная электростанция, работающая в пере-

менном суточном графике нагрузки, получает сигнал о вероятном наступлении в ближайшее время экстре-
мальных внешних воздействий, которые вынудят остановить реакторы. При этом персонал станции уполно-
мочен установить режим, в котором реакторы будут работать в период угрозы до момента ее реализации 
или отмены. Приведен двухуровневый суточный график изменения мощности ядерного реактора. Считает-
ся, что предупреждение об угрозе поступает в начале периода, тогда на время угрозы экстремальных внеш-
них воздействий мощность реактора устанавливается постоянной на уровне между дневным и ночным ре-
жимами. Поставлена и решена задача поиска оптимального уровня мощности, при этом функция потерь вы-
числяется как взвешенный вероятностями реализации и отмены угрозы суммарный экономический ущерб: 
из-за отступления от графика потребления в случае ложной тревоги; из-за простоя в йодной яме в случае со-
вершившейся угрозы. Результаты работы позволяют сделать следующий вывод: при увеличении вероятно-
сти реализации угрозы растет эффект оптимизации, следовательно, следует изменить режим мощности до 
соответствующего уровня . Приводятся оценки эффекта оптимизации. 

 
Ключевые слова: оптимизация, катаклизм, ксеноновое отравление, энерговыработка, переменный суточ-

ный график нагрузки, средняя величина ущерба. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
С начала широкого внедрения в электро-

энергетику атомных электростанций возникла 
проблема их привлечения к работе в перемен-
ном суточном графике нагрузки. Связано это с 
неравномерностью потребления энергии в тече-
ние суток и невозможностью хранения в боль-
ших объемах избытка вырабатываемой электро-
энергии. Отметим также, что эта проблема, 
прежде всего, актуальна для АЭС, работающих 
изолировано, вне единой энергетической систе-
мы страны. Как правило, эти АЭС (существую-
щие и строящиеся в удаленных районах страны) 
являются единственными крупными источни-
ками электроэнергии для промышленного реги-
она и города. При этом помимо известной про-
блемы, связанной с физическими ограничения-
ми за счет ксенонового отравления, возникает 
проблема работы в условиях возможности воз-
никновения чрезвычайных ситуаций, порожда-
емых внешними воздействиями, которые носят 

как природный, так и техногенный характер 
[1, 2]. 

В этой связи можно говорить о том, что на 
режимы нормальной эксплуатации АЭС могут 
накладываться экстремальные обстоятельства, 
приводящие к необходимости временной ава-
рийной остановке ядерного реактора. Если эта 
остановка носит кратковременный характер и 
ей предшествовало предупреждение о возмож-
ности экстремальных обстоятельств в некото-
рый период времени, то может иметь место не-
сколько постановок задач по оптимизации ксе-
нонового отравления ядерного реактора.   

Например, в работе [3] рассматривается за-
дача об оптимизации режима изменения мощ-
ности ядерного реактора в угрожаемый период 
с точки зрения минимизации среднего опера-
тивного запаса реактивности на компенсацию 
ксенонового отравления после полной останов-
ки. Показано, что оптимальным режимом после 
объявления об угрозе является  снижение мощ-
ности до некоторого уровня. 
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МЕТОДЫ 
 

В настоящей работе ставится задача о мини-
мизации потери энерговыработки реактора сле-
дующим образом.  Пусть реактор работает в 
переменном суточном графике нагрузки 
(рис. 1). В дневное время суток реактор работа-
ет на номинальном уровне мощности 𝑤н, в ноч-
ное время мощность снижается до уровня ε𝑤н. 
Предположим, что в момент времени 𝑡 = 0 объ-
является о событии, представляющем угрозу 
нормальной эксплуатации АЭС (например, о 
землетрясении). 

Поскольку угрожаемое событие носит веро-
ятностный характер (оно может реализоваться 
или не реализоваться), необходимо принять ре-
шение, как поступать в данной ситуации. 

Возможны следующие варианты. 
1. Сразу же остановить реактор. Если угроза 

не реализовалась, это приведет к потере энерго-
выработки за счет простоя, в том числе в «йод-
ной яме», даже при отбое тревоги. Если же 
угроза реализовалась в случайный момент вре-
мени 𝑡  из интервала (0, 𝑇), то потеря энергии в 
момент катастрофы и ликвидации ее послед-
ствий может привести к возрастанию ущерба. 

2. Не останавливать реактор и продолжать 
работать в соответствии с суточным графиком 
нагрузки. Тогда, если угроза  не реализовалась – 
потерь энерговыработки нет, но в случае реали-
зации угрозы в случайный момент времени 𝑡   
реактор также попадает в «йодную яму», по-
скольку он вынужден останавливаться.  

3. Компромиссный вариант – в момент объ-
явления угрозы снизить уровень мощности до 
величины 𝑤𝑛, где ε ≤ α ≤ 1 и поддерживать 
его постоянным. Отметим, что при α = ε про-
исходит снижение мощности до ночного уров-
ня. Значение  α < ε  не рассматривается, по-
скольку это случай будет аналогичен полной 
остановки, так как величина оперативного запа-
са реактивности на компенсацию ксенонового 

отравления на снижения до уровня ниже штат-
ного ночного не рассчитана. 

Таким образом, требуется найти такой уро-
вень снижения мощности α𝑤𝑛, чтобы средний 
ущерб был минимальным. 

Сформируем функцию ущерба следующим 
образом: 

 

Δ�̅� = (1 − 𝑝)[с1𝑤𝑛(1 − α)𝑡0 +  
 

+𝑐2(α − ε)𝑤𝑛(𝑇 − 𝑡0)] + 𝑐3𝑝α𝑤𝑛τв(α).   (1) 
 

Пусть теперь 𝑝 означает вероятность реали-
зации угрозы и остановки реактора, а вероят-
ность ложной тревоги  1 − 𝑝 . На рис. 1 показа-
на иллюстрация к сформированной функции 
ущерба. Рассмотрим случай, когда угроза не 
реализовалась. Как следует из рисунка, ущерб 
при этом будет: 

 

(1 − 𝑝)[𝑐1𝑤𝑛(1 − α)𝑡0 + 𝑐2(α − ε)𝑤𝑛(𝑇 − 𝑡0)], 
 

где коэффициенты 𝑐1 и 𝑐2 отражают связь меж-
ду потерей энерговыработки и ущербом в фи-
нансовом эквиваленте; слагаемое [𝑐1𝑤𝑛(1 −

− α)𝑡0] понимается как ущерб в виде штрафа за 
недопоставленную потребителю энергию; сла-
гаемое [𝑐2(α − ε)𝑤𝑛(𝑇 − 𝑡0)] понимается как 
ущерб в виде финансовых потерь при утилиза-
ции избытка произведенной энергии, например 
при продаже энергии потребителю по более 
низкой цене. 

Если угроза реализовалась с вероятностью 𝑝, 
и реактор остановился, то ущерб будет опреде-
ляться выражением: 

 

Δ�̅� = 𝑐3 ∙ 𝑝α𝑤𝑛τв(α), 
 

где τв(α) − время простоя в «йодной яме»; 
α𝑤𝑛τв(α) – потеря энерговыработки за время 
простоя.  

На рис. 2 показано поведение концентрации 
ксенона после полной остановки реактора с 
различного уровня мощности 𝑤н. Из рис. 2 
видно, что время простоя в йодной яме зависит 
от . 

 

 
Рис. 1. Иллюстрация к постановке оптимизационной задачи 
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Рис. 2. Йодная яма при остановке с различного уровня мощности 

 
Таким образом, для решения уравнения в 

общем случае необходимо аппроксимировать 
зависимость τв(α). 

Пусть 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐 – ущерб за недопоставку 
единицы энергии и ущерб за утилизацию еди-
ницы избытка энергии – одинаков. 

Обозначим 𝑟 =
𝑐3

𝑐
  – коэфициент роста ущер-

ба от потери энерговыработки  при реализации 
угрозы. Тогда 

 
Δ�̅�

𝑐
= (1 − 𝑝)[𝑤𝑛(1 − α)𝑡0 +  

 

+(α − ε)𝑤𝑛(𝑇 − 𝑡0)] + 𝑟𝑝α𝑤𝑛τв(α).        (2) 
 

Оценки показывают, что время простоя в 
«йодной яме» в зависимости от степени сни-
жения мощности τв(α) имеет вид τв(α) =            
= 𝑎 + 𝑏 ∙ α. 

Выражение (2) может быть приведено к      
виду 

Δ�̅�

𝑐𝑤𝑛𝑇
= (1 − 𝑝) [(1 − α)

𝑡0

𝑇
+  

 

+ (α − ε) (1 −
𝑡0

𝑇
)] + 𝑟𝑝α (

𝑎+𝑏∙α

𝑇
).        (3) 

 

Обозначим в выражении (3)    𝑡0

𝑇
= β, полу-

чим: 
 

Δ�̅�

𝑐𝑤𝑛𝑇
= (1 − 𝑝)[(1 − α)β + (α − ε)(1 − β)] +  

 

+ 𝑟𝑝α (
𝑎+𝑏∙α

𝑇
) ,  м.                        (4) 

 
Требуется найти такой уровень снижения 

номинальной мощности α, чтобы функция 
Δ�̅�

𝑐𝑤𝑛𝑇
(α) принимала минимальное значение.  

 

Решение уравнения   𝑑

𝑑α
(

Δ�̅�

𝑐𝑤𝑛𝑇
) = 0 есть 

 

α =
𝑇

2𝑏
{

(1−𝑝)(2β−1)

𝑟𝑝
−

𝑎

𝑇
}. 

 

Линейную зависимость τв(α) удалось ап-
проксимировать. Оценки показывают, что па-
раметры τв(α) есть: 𝑎 = 15.491 , 𝑏 = 15.755. 

Таким образом 
 

α =
𝑇

31.51
{

(1−𝑝)(2β−1)

𝑟𝑝
−

15,491

𝑇
}.          (5) 

 

При переменном суточном графике нагрузки 
(𝑇 = 24 ч)  получим: 

 

α = 0,761 {
(1−𝑝)(2β−1)

𝑟𝑝
− 0.645}.       (6) 

 

Как видно из формулы (6), оптимальное ре-
шение зависит от вероятности реализации угро-
зы 𝑝 и доли времени в течение суток, когда ре-
актор работает  на номинальной мощности β. 
Анализ показывает, что минимум функции по-
тери достигается как внутри области допусти-
мых значений  ε ≤ α ≤ 1, так и на границах. 
Например, при β ≤ 0,5 оптимальным будет ре-
шение  α = ε при любом 𝑝. 

В этом случае выражение (1) для средней 
потери энерговыработки принимает вид 

 

𝑆𝑜𝑝𝑡 =
Δ�̅�

𝑐𝑤𝑛𝑇
=  

= (1 − 𝑝)(1 − ε)β + 𝑟𝑝ε (
𝑎+𝑏∙ε

𝑇
 ).          (7) 

 

Для оценки эффекта оптимизации введем ве-
личину средней потери энерговыработки в слу-
чае, если режим работы реактора не меняется 
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при объявлении возможной угрозы. Тогда в вы-
ражении (1) следует положить: 

 
[с1𝑤𝑛(1 − α)𝑡0 + 𝑐2(α − ε)𝑤𝑛(𝑇 − 𝑡0)] = 0. 

 

Таким образом отсутствует ущерб от недопо-
ставки и продажи излишка вырабатываемой 
энергии.  

Средняя потеря энерговыработки в этом слу-
чае есть: 

 
Δ𝑆

𝑐𝑤𝑛
=

𝑟∙𝑝

𝑇
{𝑡0τв(α = 1) + (𝑇 − 𝑡0)τв(α = ε)}.  (8) 

 

После преобразований получим: 

 

𝑆ш =
Δ𝑆̅

𝑐𝑤𝑛𝑇
=  

= 𝑟 ∙ 𝑝{βτв(α = 1) + (1 − β)τв(α = ε)}.    (9) 
 

Относительный эффект оптимизации  оце-
ним как 𝑆ш−𝑆𝑜𝑝𝑡

𝑆ш
∙ 100 %. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

 
По результатам расчетов построен график 

зависимости эффекта оптимизации от вероятно-
сти реализации угрозы (рис. 3). 

 
 

 
 

Рис. 3. Относительный эффект оптимизации 
 
 

Из рис. 3 видно, что при вероятности реали-
зации угрозы менее 30 % (𝑝 < 0,3) целесооб-
разно не менять режим работы реактора. В про-
тивном случае следует поддерживать уровень 
мощности как в ночное время (𝑤 = ε𝑤𝑛). 

Из приведенных результатов следует, что 
при увеличении вероятности реализации угрозы 
растет эффект оптимизации. Следовательно, 
чем выше вероятность реализации угрозы, тем 
вероятнее будет изменение режима мощности 
до соответствующего уровня . 

Полученные результаты об оптимальном из-
менении уровня мощности реактора могут ис-
пользоваться в качестве руководства регулиру-
ющими органами, ответственными за процесс 
принятия решений об остановке и повторном 
запуске станции после экстремальных обстоя-
тельств. 
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The article considers a variant of circumstances under which a nuclear power plant operating in a variable daily 
load schedule receives a signal about the likely onset of extreme external influences in the near future, which will 
force the shutdown of the reactors. At the same time, the plant personnel is authorized to establish the mode in 
which the reactors will operate during the threat period until it is realized or canceled. A two-level daily graph of the 
change in the power of a nuclear reactor is given. It is believed that a threat warning is received at the beginning of 
the period, then, for the period of the threat of extreme external influences, the reactor power is set constant at a lev-
el between day and night regimes. The problem of finding the optimal power level was posed and solved, while the 
loss function is calculated as the total economic damage weighted by the probabilities of the implementation and 
cancellation of the threat: due to deviation from the consumption schedule in the event of a false alarm; due to 
downtime in the iodine pit in the event of a real threat. The results of the work allow us to draw the following con-
clusion: with an increase in the probability of a threat, the optimization effect increases, therefore, the power mode 
should be changed to the appropriate level 𝛼. Estimates of the optimization effect are given.  
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В случае параллельного использования нескольких интерфейсов человеко-машинного взаимодей-
ствия существует задача выбора команды, при распознавании противоречивых команд, приходящих с 
различных интерфейсов. Для решения данной задачи может быть использован алгоритм декомпозиции. 
В случае декомпозиции для оператора выбирается наиболее эффективно работающая комбинация ко-
манд-интерфейсов, а остальные комбинации игнорируются. Существует улучшение алгоритма деком-
позиции: алгоритм интерпретации команд, в котором данные игнорируемые комбинации используются 
для улучшения эффективности работы интерфейсов. В данной  статье рассмотрены алгоритмы деком-
позиции и интерпретации команд для многоканального человеко-машинного интерфейса, составлены и 
проанализированы блок-схемы работы данных алгоритмов. На основе данного анализа была предло-
жена модификация алгоритма интерпретации команд для многоканального человеко-машинного ин-
терфейса. Данная модификация позволяет уменьшить количество вычислений для исследования воз-
можности интерпретации игнорируемой команды. Для сравнения существующего алгоритма интерпре-
тации команд и его разработанной модификации был проведен ряд экспериментов, на основе сгенери-
рованных матриц ошибок. Была показана целесообразность использования модифицированного алго-
ритма для высокоэффективно работающих интерфейсов. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Одной из актуальных задач является повы-
шение эффективности человеко-машинных ин-
терфейсов. Для обеспечения эффективного ис-
пользования интерфейса оператором проводятся 
исследования по улучшению существующих 
интерфейсов [1–2], или же рассматриваются 
реализации с параллельным использованием 
нескольких интерфейсов [3–4]. Однако при па-
раллельном использовании интерфейсов суще-
ствует задача выбора команды при распознава-
нии нескольких противоречивых команд с раз-
личных интерфейсов [5]. Для решения данной 
задачи существуют несколько способов. В      
статье [6] был разработан алгоритм декомпози-
ции, основанный на выборе наиболее эффек-
тивного способа управления для многоканаль-

ного человеко-машинного интерфейса. В статье 
[7] был разработан алгоритм интерпретации ко-
манд, который является улучшением алгоритма 
декомпозиции. В случае декомпозиции каждая 
команда может быть отдана оператором только 
с помощью одного, заранее определенного на 
основе анализа статистики, интерфейса. Алго-
ритм интерпретации рассматривает возмож-
ность интерпретации остальных команд-интер-
фейсов (channel-command [6]) для улучшения 
эффективности. 

В данной статье рассматриваются алгоритмы 
декомпозиции и интерпретации, составляются и 
анализируются блок-схемы работы данных ал-
горитмов. На основе данного анализа предлага-
ется модификация алгоритма интерпретации 
команд для многоканального человеко-машин-
ного интерфейса. 

mailto:TIVoznenko@mephi.ru
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ЧЕЛОВЕКО-МАШИННОГО ИНТЕРФЕЙСА 
 

Для начала рассмотрим один интерфейс, с 
помощью которого оператор-человек может 
выполнять 𝑛 команд: 𝐶 =  (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛). Оценка 
эффективности распознавания каждой команды 
и работы интерфейса основана на матрице оши-
бок, которая составляется в ходе сбора стати-
стики. Существуют матрицы ошибок с различ-
ными размерами: n×n [8], n×(n+1) [9],  
(n+1)×(n+1) [10]. В данной работе будет рас-
сматриваться матрица n×(n+1). Для каждой ко-
манды проводится 𝑁 испытаний, и полученные 
результаты записываются в виде матрицы оши-
бок 𝑴: 

 

𝑴 =

(

 
 
 
 
 

𝑚11   𝑚12  … 𝑚1𝑖 …  𝑚1𝑗 … 𝑚1𝑛   𝑚1𝑛+1
𝑚21   𝑚22  …  𝑚2𝑖 …  𝑚2𝑗 … 𝑚2𝑛   𝑚2𝑛+1
− − − −− − −− − −− − − −− − −
𝑚𝑖1   𝑚𝑖2  …  𝒎𝒊𝒊…  𝒎𝒊𝒋… 𝑚𝑖𝑛    𝑚𝑖𝑛+1
− − − −− − −− − −− − − −− − −
𝑚𝑗1   𝑚𝑗2  …  𝒎𝒋𝒊…  𝒎𝒋𝒋… 𝑚𝑗𝑛    𝑚𝑗𝑛+1
− − − −− − −− − −− − − −− − −
𝑚𝑛1   𝑚𝑛2  …  𝑚1𝑖 …  𝑚𝑛𝑗 … 𝑚𝑛𝑛   𝑚𝑛𝑛+1)

 
 
 
 
 

, 

 

где 𝒎𝒊𝒋 – количество исходов распознавания 
команды 𝑐𝑖 как команды 𝑐𝑗. В данном случае 
𝑚𝑖𝑖  – количество правильного распознавания 
переданной команды. Последний столбец озна-
чает случаи, когда команда была вызвана, но не 
была распознана.  

В случае нескольких интерфейсов 𝑃 = (𝑝1, 
𝑝2, … , 𝑝𝑙) у каждого интерфейса 𝑝𝑠 есть своя 
матрица ошибок 𝑴𝒔. Алгоритм декомпозиции 
основан на нахождении таких команд-
интерфейсов, при которых значение метрики 𝑡𝑖 
для каждой команды 𝑐𝑖 будет максимальным. В 
статье [6] в качестве данной метрики 𝑡 рассмат-
ривается 𝑀𝑇𝑛𝑃, где 𝑀𝑇𝑛𝑃𝑖 = 𝑇𝑃𝑅𝑖 ∗ 𝑃𝑃𝑉𝑖 (true 
positive rate * positive predictive value). 

Если у команды 𝑐𝑖 максимальное значение 
метрики 𝑡𝑖 будет при использовании интерфейса 
𝑝𝑠, то мы записываем данное значение в ассоци-
ативный массив 𝑐𝑚𝑑𝐶ℎ[𝑐𝑖] = 𝑝𝑠. Это означает, 
что оператор для выполнения команды 𝑐𝑖 дол-
жен использовать только интерфейс 𝑝𝑠, так как 
для данного интерфейса наблюдается наиболь-
шая эффективность при распознавании коман-
ды. Блок-схема алгоритма декомпозиции по-
строена и представлена на рис. 1,а. 

Комбинация команд-интерфейсов, которую 
разрешено использовать оператору – будем 
называть разрешенными команд-интерфейсами. 

Остальные команд-интерфейсы игнорируются. 
Данные команд-интерфейсы будем называть 
запрещенными, так как мы запрещаем операто-
ру их выполнять, потому что их выполнение 
приведет к снижению эффективности распозна-
вания команд и работы интерфейсов. Алгоритм 
интерпретации рассматривает возможность ин-
терпретации запрещенных команд-интерфейсов, 
как разрешенные. 

 
АЛГОРИТМ ИНТЕРПРЕТАЦИИ КОМАНД 
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В статье [7] был рассмотрен алгоритм интер-

претации команд на частном примере. Рассмот-
рим в общем виде, что будет с матрицей оши-
бок, если мы будем игнорировать команду 𝑐𝑘 в 
одном из интерфейсов. В случае игнорирования 
команды 𝑐𝑘 получаем матрицу 𝑴𝑰𝒈𝒏 𝒌 (ignore). 
При игнорировании команды 𝑐𝑘 все прошлые 
распознавания команды 𝑐𝑘 в результате выпол-
нения других команд перейдут в столбец 𝑛 + 1, 
так как теперь этой команды не существует для 
данного интерфейса (т.е. команда не будет рас-
познана).  

При интерпретации команды 𝑐𝑘 в качестве 
команды 𝑐𝑖 следует изменить элементы столбца 
𝑖: 𝒎𝒋𝒊  на 𝒎𝒋𝒊 +𝒎𝒋𝒌   𝑗 = 1,2, …𝑛;  т.е. ситуа-
цию, когда при выполнении команды 𝑐𝑖 распо-
знается команда 𝑐𝑘, считать корректной. В слу-
чае интерпретации команды 𝑐𝑘 в качестве ко-
манды 𝑐𝑖 получаем матрицу 𝑴𝑰𝒏𝒕 𝒌 (interpreta-
tion k): 

𝑴𝑰𝒈𝒏 𝒌 = 

(

 
 
 
 
 

𝑚11  … 𝑚1𝑖 … 𝑚1𝑛   𝑚1𝑛+1 +𝒎𝟏𝒌

𝑚21…  𝑚2𝑖 … 𝑚2𝑛   𝑚2𝑛+1 +𝒎𝟐𝒌

− −− − − −− − −− − −− − −
𝑚𝑖1  …  𝑚𝑖𝑖 … 𝑚𝑖𝑛    𝑚𝑖𝑛+1 +𝒎𝒊𝒌

− −− − − −− − −− − −− − −
 

− − − − − −− − −− − −− − −
𝑚𝑛1  …  𝑚1𝑖 … 𝑚𝑛𝑛   𝑚𝑛𝑛+1 +𝒎𝒏𝒌)

 
 
 
 
 

; 

 

𝑴𝑰𝒏𝒕 𝒌 =

(

 
 
 
 
 

𝑚11  … 𝑚1𝑖 +𝒎𝟏𝒌… 𝑚1𝑛   𝑚1𝑛+1
𝑚21…  𝑚2𝑖 +𝒎𝟐𝒌… 𝑚2𝑛   𝑚2𝑛+1
− −− − − −− − −− − −− − −
𝑚𝑖1  …  𝑚𝑖 +𝒎𝒊𝒌… 𝑚𝑖𝑛    𝑚𝑖𝑛+1
− −− − − −− − −− − −− − −

 

− −− − − −− − −− − −− − −
𝑚𝑛1  …  𝑚1𝑖 +𝒎𝒏𝒌… 𝑚𝑛𝑛   𝑚𝑛𝑛+1)

 
 
 
 
 

. 

 

Для того чтобы решить, применить ли ин-
терпретацию или игнорирование команды, сле-
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дует рассмотреть приращение параметра 𝑴𝑻𝒏𝑷 

среди этих случаев: 
 

𝚫𝒊
𝒌 = 𝑴𝑻𝒏𝑷𝒊

𝑰𝒏𝒕 𝒌 −𝑴𝑻𝒏𝑷𝒊
𝑰𝒈𝒏 𝒌 = 

 

=
(𝒎𝒊𝒊+𝒎𝒊𝒌)

𝟐

𝑵∗ ∑ (𝒎𝒋𝒊+𝒎𝒋𝒌)
𝑛+1
𝑗=1
𝑗≠𝑘

 
– 

𝒎𝒊𝒊
𝟐

𝑵∗ ∑ 𝒎𝒋𝒊
𝑛+1
𝑗=1
𝑗≠𝑘

 
 .    (1) 

 

Таким образом, рассмотрев все команды, 
можно интерпретировать запрещенную команду 
как ту, у которой будет наибольшее положи-
тельное значение приращения 𝚫. Если для всех 
команд значение приращения 𝚫 является отри-
цательным, то данную команду нужно игнори-
ровать, другими словами – интерпретировать 
как неизвестную команду. Блок-схема алгорит-
ма интерпретации построена и представлена на 
рис. 1,б, а на рис. 2 представлена построенная 
блок-схема алгоритма интерпретации неисполь-

зуемых команд-интерфейсов на основе вычис-
ления 𝚫. 

Так как игнорирование команд ведет к тому, 
что часть команд у интерфейса перестает ис-
пользоваться и, следовательно, уменьшается 
количество ошибок, связанных с тем, что дан-
ные неиспользуемые команды будут ложно рас-
познаваться как используемые, то при получе-
нии комбинации команд-интефейсов использу-
ются три метрики 𝑡 ∈ (𝑇𝑃𝑅, 𝑃𝑃𝑉,𝑀𝑇𝑛𝑃). Целе-
сообразность использования таких метрик пока-
зана в результатах тестирования [7]. 

В итоге с помощью алгоритма декомпозиции 
определяется команд-интерфейсов 𝑐𝑚𝑑𝐶ℎ, а 
затем в результате алгоритма интерпретации 
находится комбинация команд-интерфейсов 
𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛. В качестве итоговой комбина-
ции выбирается та, которая будет иметь 
наибольшую эффективность. 

 

 
                                             а                                                                         б 
 

Рис. 1. Общие алгоритмы декомпозиции (а) и интерпретации (б) 
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Рис. 2. Алгоритм интерпретации  
не используемых команд-интефейсов 

 
 

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ  
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ДЛЯ МНОГОКАНАЛЬНОГО  

ЧЕЛОВЕКО-МАШИННОГО ИНТЕРФЕЙСА 
 

Рассмотрим следующий пример. Пусть для 
одного интерфейса в результате проведения 
эксперимента, в рамках которого каждая ко-
манда была вызвана 100 раз, была получена 
следующая матрица ошибок (показано в 
табл. 1). Пусть для данного интерфейса коман-
ды 𝑐1 и 𝑐4 являются разрешенными, а команды 
𝑐2, 𝑐3 и 𝑐5 – запрещенными для выполнения. 
Однако так как интерфейсы работают не иде-
ально, то возможны случаи ложного распозна-

вания команд 𝑐2, 𝑐3 и 𝑐5. Так как команды 𝑐2, 𝑐3 
и 𝑐5 оператор не может вызвать с данного ин-
терфейса, то строки матрицы, где они вызыва-
ются, можно убрать (показано в табл. 2).   
 

Таблица 1. Пример матрицы ошибок 
 

Вызванная 
команда 

Результат распознавания команды 

c1 c2 c3 c4 c5 
Команда не 
распознана 

c1 96 1 0 1 0 2 
c2 3 95 0 1 1 0 
c3 2 2 94 2 0 0 
c4 0 3 0 97 0 0 
c5 2 4 0 0 92 2 
  

Таблица 2. Пример матрицы ошибок  
с учетом вызова только разрешенных команд 

 

Вызванная 
команда 

Результат распознавания команды 

c1 c2 c3 c4 c5 

Команда 
не распо-

знана 
c1 96 1 0 1 0 2 
c4 0 3 0 97 0 0 

 
Для того чтобы понять, можно ли интерпре-

тировать команду 𝑐2 как 𝑐1 или 𝑐4, необходимо 
рассчитать значение 𝚫 для этих двух случаев. 
Если рассмотреть формулу расчета 𝚫 (1) и рас-
смотреть только зависимость от 𝑘, то получает-
ся что 𝚫𝒊𝒌 будет стремиться к наибольшему 
значению, в случае если 𝒎𝒊𝒌 будет наиболь-
шим, а ∑ 𝒎𝒋𝒌

𝑛+1
𝑗=1
𝑗≠𝑘

 – наименьшим. Получается что 

для того, чтобы понять, с какой командой 𝑐𝑖 
стоит интерпретировать команду 𝑐𝑘, необходи-
мо посмотреть на столбец 𝑘, и найти в нем 
наибольший положительный элемент, относя-
щийся к команде, которая является частью 
𝑐𝑚𝑑𝐶ℎ комбинации. Если в таком случае при-
ращение Δ𝑖𝑘 будет положительным, то необхо-
димо интерпретировать команду 𝑐𝑗 как 𝑐𝑖, что 
приведет к улучшению эффективности  работы 
системы. В случае если приращение Δ𝑖𝑘 будет 
отрицательным, необходимо игнорировать ко-
манду. В текущем примере для того чтобы по-
нять, стоит ли интерпретировать команду 𝑐2 как 
𝑐1 или 𝑐4, достаточно посмотреть на второй 
столбец и первую и четвертую строки. Так как 
случаев, когда мы отдали команду 𝑐4, а была 
распознана команда 𝑐2 больше, то достаточно 
рассчитать 𝚫𝒊=𝟒𝒌=𝟐 для табл. 1. Если сравнить 
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𝚫𝟒
𝟐
 и 𝚫𝟏𝟐, то действительно 𝚫𝟒𝟐 является 

наибольшим значением 𝚫, так как 𝚫𝟒𝟐 =
=  0.020 >  𝚫𝟏

𝟐 = −0.019. 
Полученный алгоритм интерпретации ко-

манд является упрощенным, по сравнению с 
первоначальным алгоритмом, так как в нем 
вместо нахождения максимального приращения 
по всем командам ищется максимальный эле-
мент столбца 𝑖. В частном случае, если в столб-
це 𝑘 будет несколько наибольших элементов, то 
для всех таких команд необходимо рассчитать 
Δ𝑖𝑘.  Блок-схема нового алгоритма интерпрета-
ции построена и представлена на рис. 3. 

 
СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
Тестирование проводится на основе модели-

рования матриц ошибок для пяти команд. Для 
сравнения существующего алгоритма интерпре-
тации и его разработанной модификации будут 
вычисляться все значения Δ𝑖𝑘 и затем прово-
диться сравнение, действительно ли Δ𝑖𝑘 будет 
максимальным при наибольшем элементе в 
столбце 𝑘. 

Генерирование матрицы ошибок будет про-
изводиться на основе Base параметра [7], обо-
значающего минимальное правильное количе-
ство распознавания команды (выбор Base зна-
чений: 80, 85, 87, 90, 95, 97). Рассмотрим 
1000000 матриц ошибок для каждого Base зна-
чения. 

Эксперимент состоит из следующих шагов: 
1. Выбор Base ∈ (80, 85, 87, 90, 95, 97). Вна-

чале рассмотрим Base = 80. 
2. Генерирование матрицы ошибок на осно-

ве Base значения. 
3. Выбирается команда, которая объявляется 

запрещенной командой. Вначале это первая ко-
манда. Остальные команды являются разрешен-
ными. 

4. Согласно оригинальному алгоритму ин-
терпретации происходит вычисление значений 
𝚫, для того чтобы определить можно ли интер-
претировать запрещенную команду как одну из 
разрешенных. Интерпретация происходит для 
команды, имеющей наибольшее положительное 
значение 𝚫. Происходит подсчет количества 
вызовов вычисления функции 𝚫. 

5. Согласно улучшенному алгоритму интер-
претации происходит анализ столбца  матрицы 
ошибок для запрещенной команды. Вычисляет-
ся 𝚫 значение для команды, имеющей наиболь-
шее значение в столбце. Происходит подсчет 
количества вызовов вычисления функции 𝚫. 

 
 

Рис. 3. Улучшенный алгоритм интерпретации 
не используемых команд-интефейсов 

 
6.  Сравнивается результат работы алгорит-

ма интерпретации и его улучшения путем срав-
нения наибольших положительных 𝚫 значений. 
Различные отрицательные 𝚫 значения не рас-
сматриваются, так как при такой ситуации ко-
манда будет игнорироваться, а не интерпрети-
роваться. 

7.  Шаг 3–6 выполняется для всех команд, от 
первой до пятой. 

8.  Шаг 2–7 выполняется для 100000 слу-
чайных матриц ошибок, сгенерированных со-
гласно выбранному Base значению. 

9.  Шаг 1–8 выполняется для остальных зна-
чений Base. 
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

В результате проведенного тестирования 
были получены следующие результаты, пред-
ставленные в табл. 3 и 4.  

 
Таблица 3. Результат сравнения алгоритма  

интерпретации и его модификации 
 

Base 
значе-

ние 

Доля разных 
положитель-
ных значе-
ний  𝚫, при 
алгоритме 

интерпрета-
ции и его 

улучшения, 
% 

Среднее раз-
личие поло-
жительных 

значений  𝚫, 
при алго-
ритме ин-

терпретации 
и его улуч-

шения 

Максималь-
ное различие 
положитель-
ных значе-
ний  𝚫, при 
алгоритме 

интерпрета-
ции и его 

улучшения 
80 0.04628 1.4 ·10−6  0.02 
85 0.00158 2.6 ·10−8 0.006 
87 0.00012 1.2 ·10−9 0.002 
90 0 0 0 
95 0 0 0 
97 0 0 0 

 
В табл. 4 представлены результаты сравне-

ния количества вызовов функции 𝚫. В целом 
вызовов функции вычисления  𝚫 для улучшен-
ного алгоритма требовалось меньше за счет 
анализа наибольшего положительного элемента 
в столбце игнорируемой команды. Для Base = 
= 97 наблюдается уменьшение количества вы-
зовов функции вычисления  𝚫 значения, по 
сравнению с Base = 95, поскольку в алгоритме 
учитывается наибольший положительный эле-
мент, а в случае Base = 97 было больше случаев, 
когда наибольший элемент был равен 0, из-за 
чего пропадала необходимость вычисления 𝚫 
значения, и команда игнорировалась. 

В табл. 3 представлены сравнения результа-
тов работ алгоритма интерпретации и его улуч-
шения. Из полученных результатов видно, что 
возможны различия работы алгоритма при Base 
∈ (80, 85, 87). Данный результат был получен с 
учетом того, что улучшенный алгоритм рас-
сматривает зависимость от 𝑘, а при Base ∈  (80, 
85, 87) высокое влияние оказывают 𝒎𝒋𝒊 элемен-
ты матрицы ошибки. Однако таких случаев 
очень мало, например при Base = 80 доля раз-
ных значений составляет около 0.05 %, а при 
Base = 87 – около 0.0001 %. При этом макси-
мальное различие положительных значений  𝚫 

при алгоритме интерпретации и его улучшения 
при Base = 80 составляет 0.02, а при Base =     
= 87 – 0.002. 
 

Таблица 4. Сравнение количество 
вызовов функции 

 

Base  
значение 

Количество вызовов функции  
вычисления  𝚫 значения (* 106) 

для алгоритма  
интерпретации 

для улучшенного 
алгоритма  

интерпретации 
80 20.0 5.8 
85 20.0 6.1 
87 20.0 6.3 
90 20.0 6.7 
95 20.0 7.5 
97 20.0 6.4 

 
При высоком значении Base ∈ (90, 95, 97) ал-

горитмы показывают одинаковый результат. 
Таким образом, улучшенный алгоритм можно 
применять для интерфейсов, которые имеют 
высокое значение правильного распознавания 
команд. 

 
ВЫВОДЫ 

 
В данной статье были составлены и проана-

лизированы блок-схемы работы алгоритмов де-
композиции и интерпретации. Была предложена 
модификация алгоритма интерпретации, кото-
рая приводит к уменьшению количества вызо-
вов функции вычисления  𝚫. Было показано, что 
предложенная модификация алгоритма работает 
для интерфейсов с изначально высоким зна-
чением правильного распознавания команд 
(𝑇𝑃 ≥ 90). В остальных случаях улучшенный 
алгоритм показал разногласия в меньше чем 
0.1 % случаях. Полученный результат можно 
обосновать высоким влиянием 𝒎𝒋𝒊 элементов 
матрицы ошибки. Алгоритм можно улучшить, 
рассматривая  не только максимальный поло-
жительный элемент в столбце, а несколько эле-
ментов, близких к максимальному значению. 
Однако данная модификация приведет к услож-
нению алгоритма. Поэтому предложенный 
улучшенный алгоритм интерпретации рекомен-
дуется применять для высокоэффективно рабо-
тающих интерфейсов. 
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In the case of parallel use of several human-machine interfaces, there is a problem of command selection, when 

recognizing conflicting commands coming from different interfaces. To solve this problem, the decomposition algo-
rithm can be used. In the case of decomposition, the most efficient combination of command-interfaces is selected 
for the operator, and the remaining combinations are ignored. There is an improvement to the decomposition algo-
rithm: the command interpretation algorithm in which these ignored combinations are used to improve the efficiency 
of the interfaces. In this article, the decomposition and interpretation of commands algorithms for multi-channel 
human-machine interface are considered, and flowcharts of these algorithms are designed and analyzed. Based on 
this analysis, the modification of the command interpretation algorithm for a multi-channel human-machine inter-
face was proposed. This modification allows to reduce the number of calculations to investigate the possibility of in-
terpreting an ignored command. To compare the existing command interpretation algorithm and its developed modi-
fication, a number of experiments were carried out based on the generated confusion matrices. The expediency of 
using a modified algorithm for highly efficient interfaces was shown. 
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Рассмотрена и экспериментально испытана система удвоения частоты следования коротких оптических импуль-
сов лазера в режиме синхронизации мод, предназначенная для формирования последовательности выборки в ана-
лого-цифровых фотонных системах. Основной идеей умножения частоты следования оптических импульсов явля-
ется разделение исходной импульсной последовательности, а затем относительная временная задержка разделен-
ных сигналов и их сложение. Разделение и сложение могут осуществляется разветвителями либо демультисплек-
сорами.  Представлено аналитическое описание зависимости временной задержки в плечах на сигнал и спектр, 
полученной в ходе фотодектирования сформированной последовательности. Величина задержки между импуль-
сами регулируется таким образом, чтобы минимизировать нежелательные спектральные составляющие на крат-
ных частоте повторений лазера частотах в СВЧ-спектре фотодетектированной последовательности; в работе ми-
нимизировались члены нечетного порядка. Показано, что на максимальную точность предложенного метода так-
же влияет различие мощности складываемых импульсов. В ходе сопоставления полученных в экспериментах дан-
ных с результатами численного моделирования удалось достичь точности рассогласования во времени между ка-
налами не более 100 фемтосекунд, а по мощности – не более 1 %. Апертурная ошибка, вычисленная по результа-
там измерения фазовых шумов, составила 10.2 фемтосекунды. 
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джиттер. 

DOI: 10.26583/vestnik.2023.264 
 

 
Современные лазерные источники с низким 

уровнем фазовых шумов находят применение 
при построении систем микроволновой фотони-
ки, реализующих оптическую выборку электри-
ческих сигналов [1–10 и мн. др.]. В частности, 
лазеры, работающие в режиме синхронизации 
мод (ЛСМ), используются в качестве источни-
ков импульсных последовательностей выборки, 
малая апертурная ошибка («джиттер») которых 
обеспечивает потенциально высокую точность 
итогового цифрового представления обрабаты-
ваемого сигнала. Именно малая апертурная 
ошибка, в совокупности с широкополосностью 
и потенциально высокой энергоэффективно-
стью аналого-цифровых систем микроволновой 
фотоники, определяет фундаментальный инте-
рес к их реализации, несмотря на то, что при 
существующем уровне техники их точность в 
большей степени ограничена другими фактора-

ми [5–9, 11]. Импульсы ЛСМ могут использо-
ваться непосредственно в качестве последова-
тельности выборки, другой же вариант состоит 
в формировании мультиспектральной последо-
вательности выборки, канализируемой с помо-
щью демультиплексоров по длине волны; такие 
системы обеспечивают также возможности уве-
личения ширины полосы преобразования, про-
порционально числу используемых спектраль-
ных каналов, при параллельной обработке в них 
без повышения частоты выборки. В обоих слу-
чаях на практике возникает потребность в по-
вышении исходной частоты следования им-
пульсов ЛСМ, в частности, в настоящее время 
практический интерес представляет получение 
последовательностей с частотами 2–10 ГГц. 
Технически возможны различные варианты по-
вышения частоты следования импульсов ЛСМ, 
в их основе – деление исходного сигнала с его 
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последующими повторением и/или задержкой, 
при этом, для сформированной последователь-
ности необходимо обеспечить эквидистантность 
следования импульсов при сохранении низкой 
апертурной ошибки. Эквидистантность следо-
вания достигается путем контроля задержек оп-
тических импульсов после деления исходной 
последовательности ЛСМ, при этом важны точ-
ность реализации и возможность подстройки 
элементов, выполняющих задержку. Современ-
ная мировая практика показывает, что возмож-
но обеспечение эквидистантности с фемтосе-
кундной точностью, более того, в этом случае 
возможна автоматизация необходимых под-
строек системы [12]. К сожалению, по объек-
тивным физическим причинам, апертурная 
ошибка получаемых импульсных последова-
тельностей может только увеличиваться отно-
сительно исходной и не может быть скомпенси-
рована; адекватная оценка такой деградации 
апертурной ошибки практически важна при по-
строении реальных систем. В данной работе 
рассматривается практичная система удвоения 
частоты следования ЛСМ, реализованная на 
коммерчески доступных пассивных оптоволо-
конных компонентах. 

Основной идеей умножения частоты следо-
вания оптических импульсов является разделе-
ние исходной импульсной последовательности, 
а затем относительная временная задержка раз-
деленных сигналов и их сложение. В частности, 
для удвоения частоты справеливо: 

 
 𝐸(𝑡) = 𝐸1(𝑡) + 𝐸2(𝑡 + τ),               (1) 
 

где 𝐸(𝑡) – поле сформированной оптической 
импульсной последовательности, 𝐸1,2 – поля 
импульсных последовательностей ЛСМ после 
разделения, τ – в идеале, регулируемая времен-
ная задержка, которая должна быть, равна по-
ловине периода исходной последовательности 
импульсов ЛСМ.   

Если сформированная последовательность 
детектируется с помощью фотодиода, то сила 
тока на его выходе описывается выражением 

 
𝑖(𝑡) = 𝑖1(𝑡) + 𝑖2(𝑡 + τ) + 2𝑅(𝑡, τ) cos

2π𝑐

λ
τ ,   (2) 

 
где 𝑖 – сила тока на выходе; 𝑖1,2 – вклад в ток от 
каждого из полей 𝐸1,2; 𝑅(𝑡, τ) – интер-
ферометрический член, усредненный с учетом 
характеристик фотодетектора, λ – длина волны 
основной несущей.  

Рассмотрим спектральное разложение только 
суммы токов 𝑖1,2, что оправдано, если задержка 
поля выбрана достаточно близко к значению 
половины периода следования исходной после-
довательности ЛСМ: 

 
𝑊(𝑡) = ∑ (𝑊1,𝑘 +𝑊2,𝑘𝑒

𝑗𝑘π)𝑒𝑗𝑘ω1𝑡∞
𝑘=−∞ ,    (3) 

 
где 𝑊1,𝑘𝑊2,𝑘 – спектральная мощность на 𝑘ω1 
частоте, а ω1 – частота повторения импульсов.  

Очевидно, правильность выбора задержки 
при заданном соотношении 𝐸1,2, минимизирует 
нежелательные спектральные составляющие, на 
практике же минимальное значение для таких 
составляющих будет также ограничено каче-
ством используемых оптических элементов. Та-
ким образом, основной метрикой контроля ка-
чества юстировки может служить мощность 
нежелательных спектральных составляющих. 

Была собрана схема, представленная на 
рис. 1,а. В схеме использован ЛСМ С-диапазона 
с частотой повторения 1.25 ГГц и периодиче-
ской апертурной ошибкой, измеренной в от-
стройках от несущей от 1 кГц до 1МГц, равной 
8.5 фс. Последовательность импульсов ЛСМ с 
помощью оптоволоконного разветвителя 50/50 
делится в два параллельных канала, в одном из 
которых использована линия с переменной вре-
менной задержкой. Далее обе последовательно-
сти объединяются с помощью второго 50/50 
разветвителя, на одном из выходов которого 
результат регистрируется с помощью фотодио-
да с полосой 40 ГГц и анализируется цифровым 
осциллографом с истинной аналоговой полосой 
33 ГГц и частотой выборки 80 ГГц, либо анали-
затором источников сигналов, обеспечивающим 
измерение фазовых шумов. Характерные длины 
используемых оптоволоконных компонентов – 
десятки сантиметров. На рис. 1,б представлен 
результат измерения сигнала макета (осцилло-
грамма).  

Величина временной задержки Δτ подбира-
ется таким образом, чтобы минимизировать ве-
личину нечетных гармоник импульсно-
периодического сигнала на осциллографе. На 
рис. 2,а представлен результат спектрального 
анализа численной модели импульсно-
периодического сигнала на выходе схемы с рас-
стройкой временной задержки в 100 фс и дис-
балансом мощностей в каналах 1 %. На рис. 2,б 
представлен результат спектрального анализа 
импульсно-периодического сигнала с рис. 1,б.  
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С помощью анализатора источников сигна-
лов была построена диаграмма фазовых шумов 
полученной импульсной последовательности. 
Результат измерений фазовых шумов представ-

лен на рис. 3, он соответствует периодической 
апертурной ошибке, измеренной в отстройках 
от несущей от 1 кГц до 1 МГц в 10.2 фс. 

 
 

 
Рис. 1. Измерение сигнала: а) схема пассивного умножителя частоты последовательности импульсов ЛСМ;   

б) осциллограмма записанного сигнала 
 

 
  а                                                                      б 

Рис. 2. Результат: а) численного моделирования импульсно-периодической последовательности с рассогласовани-
ем каналов по времени на 100 фс и по мощности на 1 %; б) БПФ-анализа последовательности, полученной экспе-
риментально и представленной на осциллограмме рис. 1,б (по вертикальной шкале – мощность, дБ) 

 

 
Рис. 3. Результат измерения диаграммы фазовых шумов сформированной импульсной последовательности 



ИССЛЕДОВАНИЕ СХЕМЫ УДВОЕНИЯ ЧАСТОТЫ СЛЕДОВАНИЯ СВЕРХКОРОТКИХ  
СВЕТОВЫХ ИМПУЛЬСОВ ДЛЯ ФОРМИРОВАНИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ВЫБОРКИ  

АНАЛОГО-ЦИФРОВЫХ ФОТОННЫХ СИСТЕМ 
 

– 181 – 

ВЫВОДЫ 
 

Построенная система позволяет получить 
удвоенную по отношению к исходной частоту 
следования ультракоротких лазерных импуль-
сов. Схема и метод могут быть развиты для уве-
личения частоты следования импульсов в 4 и 
большее четное число раз, при увеличении же в 
нечетное число раз настройка по компонентам 
радиочастотного спектра формируемой после-
довательности представляется более сложной и 
затруднительной. Схема вносит ожидаемое 
ухудшение апертурной ошибки – с 8.5 фс у ис-
ходной последовательности до 10.2 фс у сфор-
мированной. Такое значение, впрочем, в насто-
ящее время представляется приемлемым для 
ряда практических задач. Вероятно, ожидать 
лучшей сохранности исходной апертурной 
ошибки возможно при реализации системы с 
использованием интегральных элементов с бо-
лее точным контролем и меньшим абсолютным 
значением оптического пути. 
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A system for doubling the repetition rate of laser optical pulses in the mode-locked mode, which is designed to 
form a selection sequence in analog-to-digital photonic connections, is considered and experimentally tested. The 
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basic idea of pulse repetition rate multiplication is to isolate the original pulse sequence and then the corresponding 
time delay to separate the pulse signals and their effects. The division and addition can be carried out both by 
branching and by gratings or by demultiplexers. Shown analytical description depends on the time delay in the sig-
nal arms and the spectrum obtained in the process of photodetection of the generated sequence. The amount of delay 
between pulses is adjusted in such a way as to minimize unwanted spectral components at multiple repetition rates 
of laser frequencies in the microwave spectra of the photodetected sequence, in which odd-order terms are mini-
mized. It is shown that the effect of changing pulses also affects the caution of the proposed method.To considering 
the data in experiments with the results of the computational calculation, it was possible to achieve an accuracy of 
mismatch in time between pulses of no more than 100 femtoseconds, and a power difference of no more than 1 %. 
The jitterwascalculated using phase noise measurements is 10.2 femtoseconds. 

 
          Keywords: microwave photonics, radio photonics, optical sampling, aperture error, jitter. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Теория Мотта–Гёрни дает предельную плот-

ность тока частиц, ограниченного их собствен-
ным пространственным зарядом, в плоском 
промежутке, в котором движение частиц имеет 
дрейфовую природу: 𝑣 = μ 𝐸 sign 𝑞, где 𝑣 ‒ ско-
рость частиц, 𝑞 ‒ их заряд, μ ‒ их подвижность, 
а 𝐸 ‒ напряженность электрического поля [1‒3]. 
Эта теория описывает электронный транспорт в 
полупроводниках [4], в неметаллических кри-
сталлах [5, 6], а также в органических светоиз-
лучающих микроструктурах [7]. Согласно этой 
теории, двухполюсные элементы Мотта–Гёрни 
электрической цепи постоянного тока (МГ-
элементы), такие как органические светоизлу-
чающие диоды (LED) и солнечные элементы 
(SC) [8], имеют вольт-амперные характеристики 
(ВАХ) с нелинейностями квадратичного типа: 𝐼 = 𝑃𝑈ଶ, где 𝐼 ‒ ток, протекающий в MG-
элементе, 𝑈 ‒ напряжение, 𝑃 ‒ коэффициент, 
имеющий размерность A/V2. 

LED и SC, как правило, входят в состав мно-
гоэлементных цепей, образующих в простран-
стве объемные сети. Чаще всего сети имеют 
тетрагональную структуру с кубическими эле-
ментарными ячейками. Для оценки режимов 
питания всей сети важно знать, какова ВАХ 

большой цепи, в которой нелинейные MG-
элементы объединены в тетрагональную сеть, и, 
в частности, какова ВАХ каждой такой ячейки. 
Поэтому получение удобной формулы для рас-
чета ВАХ кубической ячейки с MG-элементами 
является актуальной задачей и целью данной 
работы. 

В данной работе получена точная явная 
формула для ВАХ в цепи постоянного тока в 
форме куба, в ребрах которого установлены 
одинаковые MG-элементы. Для получения 
формулы для ВАХ использовался метод деком-
позиции сложных электрических цепей.   

Укажем, что решение задачи о ВАХ цепи в 
форме куба, в ребрах которого установлены 
одинаковые линейные омические элементы (ре-
зисторы) с сопротивлением 𝑅, хорошо известно: 𝐼 = ሺ6 5𝑅⁄ ሻ𝑈 [9, 10], и даже обобщено на n-мер-
ный куб [9]. 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Рассмотрим цепь постоянного тока в форме 
куба, в ребрах которого установлены одинако-
вые MG-элементы, имеющие коэффициенты 
собственных ВАХ – 𝑃ଵ,…ଵଶ = 𝑃 (рис. 1). Необ-
ходимо вывести формулу для ВАХ цепи между 
узлами A и G, когда узел A заземлен, а на узел 
G подан потенциал 𝑈଴. 
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ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ 
СОЕДИНЕНИЕ ТРЕХ MG-ЭЛЕМЕНТОВ 
 
Для решения поставленной задачи сначала 

выведем ВАХ участков цепи с параллельным и 
последовательным включениями трех, вообще 
говоря, различных MG-элементов с коэффици-
ентами 𝑃1,2,3 (рис. 2,a,б, соответственно).  

 

 
 

Рис. 1. Схема кубической цепи с MG-элементами: A, 
B – H ‒ обозначения узлов цепи; 1–12 – нумерация 
MG-элементов; стрелки показывают направление 
тока 

 
а 

 
б 

 

Рис. 2. Схемы участков цепи с тремя MG-элемен-
тами: 1–3 – нумерация MG-элементов с коэффици-
ентами 𝑃1,2,3: a) параллельное соединение; б) после-
довательное соединение; 𝑈𝑥1, 𝑈𝑥2, 𝑈0 ‒ потенциалы 
узлов 

 
Несложно записать выражение для общего 

тока между заземленным контактом и контак-
том с потенциалом 𝑈0 для параллельного со-
единения на рис. 2,a: 

 

𝐼 = 𝑃1𝑈0
2 + 𝑃2𝑈0

2 + 𝑃3𝑈0
2 = 

 

= (𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3)𝑈0
2.                      (1) 

 

Ненамного сложнее найти ВАХ для последо-
вательного соединения (рис. 2,б). Для этого 
сначала нужно найти выражение для потенциа-
лов 𝑈𝑥1 и 𝑈𝑥2 в узлах соединения MG-элемен-
тов. Для этого воспользуемся  первым законом 
Кирхгофа в этих узлах, в результате чего полу-
чим систему уравнений 

 

𝑃1𝑈𝑥1
2 = 𝑃2(𝑈𝑥2 − 𝑈𝑥1)

2 = 𝑃3(𝑈0 − 𝑈𝑥2)
2.    (2)  

 

Если извлечь квадратный корень из этих 
уравнений, то они становятся линейными отно-
сительно неизвестных 𝑈𝑥1 и 𝑈𝑥2. Тогда система 
имеет единственное решение: 

 

𝑈𝑥1 =
√𝑃2𝑃3

√𝑃1𝑃2+𝑃2𝑃3+𝑃3𝑃1
𝑈0;  

 

  𝑈𝑥2 =
(√𝑃1+√𝑃2)√𝑃3

√𝑃1𝑃2+𝑃2𝑃3+𝑃3𝑃1
𝑈0.                 (3) 

 

В итоге, ВАХ последовательного соединения 
трех MG-элементов запишется в виде 

 

𝐼 = 𝑃1𝑈𝑥1
2 =

𝑃1𝑃2𝑃3

𝑃1𝑃2+𝑃2𝑃3+𝑃3𝑃1
𝑈0
2.         (4) 

  

Отметим, что ВАХ (4) симметрична относи-
тельно перестановки индексов у коэффициентов 
𝑃𝑖. Из этого следует, что при любой перестанов-
ке MG-элементов на схеме рис. 2,б выражение 
для ВАХ (4) не изменится. 

 
ДЕКОМПОЗИЦИЯ КУБИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 
  
Объемная цепь на рис. 1 не может быть 

изображена на плоскости в виде схемы без пе-
ресечения контактных линий. Для упрощения 
проведем стандартную процедуру ее декомпо-
зиции. Для этого сначала заметим, что узлы B, 
D и E на рис. 1 находятся в одинаковых услови-
ях вследствие симметрии. Следовательно, их 
электрические потенциалы равны, и их без 
ущерба для работы цепи можно соединить об-
щим проводником накоротко. Также можно со-
единить проводником и другую тройку узлов – 
C, F и H. В результате схему цепи рис. 1 можно 
изобразить на плоскости, как показано на рис. 3.  
 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВАХ КУБИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 
 
Как видно, кубическая цепь состоит из трех 

последовательно соединенных фрагментов; в       
I-м и III-м имеется по три параллельных MG-
элемента, а во II-м – шесть параллельных MG-
элементов. Следовательно, согласно (1), 
𝑃I = 𝑃III =  3𝑃 и 𝑃II = 6𝑃. Подставляя получен-
ные коэффициенты фрагментов в (4) и проведя 
несложные алгебраические вычисления, в итоге 
получим ВАХ кубической цепи, в ребрах кото-
рой установлены одинаковые нелинейные MG-
элементы, в виде 

 

𝐼 =
6

5
𝑃𝑈0

2 = 1.2𝑃𝑈0
2.            (5) 
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Рис. 3. Схема – результат декомпозиции кубической цепи 

(нумерация узлов и MG-элементов соответствует исходной схеме на рис. 1) 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Таким образом, в работе выведена точная 

явная формула (5) для ВАХ кубической цепи 
постоянного тока, в ребрах которой установле-
ны одинаковые нелинейные MG-элементы. Для 
получения формулы использовался метод де-
композиции сложных электрических цепей. 
Формула позволит легко оценивать электротех-
нические параметры (режимы электропитания) 
больших сетей, содержащих такие кубические 
ячейки с LED, SC или MG-элемент любой дру-
гой природы. Для этого каждую кубическую 
ячейку в большой сети можно представлять эк-
вивалентным нелинейным элементом, имею-
щим ВАХ (5). 
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 The explicit exact formula for the volt-ampere characteristic (VAC) of a dc-circuit in the form of a cube, in the 
edges of which the same nonlinear Mott-Gurney elements are installed, is derived. The formula derivation is based 
on the decomposition method of complicated electric circuits and on the application of auxiliary formulas for VAC 
of serial and parallel connection of such elements, which were also obtained in this work. The formula can be used 
for calculating the VAC of large networks containing cubic cells with light-emitting diodes and solar cells. 
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 Рассматриваются обыкновенные дифференциальные уравнения и уравнения в частных производных с 
постоянным и переменным запаздыванием. Излагаются точные, приближенные аналитические и численные 
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В 2022 г. в издательстве Института проблем 

механики им. А.Ю. Ишлинского РАН вышла в 
свет книга А.Д. Полянина, В.Г. Сорокина, 
А.И. Журова «Дифференциальные уравнения с 
запаздыванием: Свойства, методы, решения и 
модели» [1]. 

Линейные и нелинейные дифференциальные 
уравнения (обыкновенные и в частных произ-
водных) с запаздыванием часто используются 
для математического моделирования явлений и 
процессов в различных областях теоретической 
физики, механики, теории управления, биоло-
гии, биофизики, биохимии, медицины, эколо-
гии, экономики и в технических приложениях. 

Отметим некоторые факторы, приводящие к 
необходимости вводить запаздывание в матема-
тические модели, описываемые дифференци-
альными уравнениями. В биологии и биомеха-
нике запаздывание обусловлено ограниченной 
скоростью передачи нервных и мышечных ре-
акций в живых тканях; в медицине – в задачах о 
распространении инфекционных заболеваний – 
время запаздывания определяется инкубацион-
ным периодом (промежуток времени от момен-
та заражения до первых признаков проявления 
болезни); в динамике популяций запаздывание 
связано с тем, что особи участвуют в репродук-
ции лишь после достижения определенного 
возраста; в теории управления запаздывание 
обычно связано с конечной скоростью распро-

странения сигнала и ограниченной скоростью 
технологических процессов. 

Наличие запаздывания в математических 
моделях и дифференциальных уравнениях явля-
ется осложняющим фактором, который, как 
правило, приводит к сужению области устойчи-
вости получаемых решений. Исследование и 
решение обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) с запаздыванием по сложно-
сти сопоставимы c исследованием и решением 
уравнений в частных производных (УрЧП) без 
запаздывания. 

В книге описаны качественные особенности 
дифференциальных уравнений с запаздывани-
ем, и сформулированы для них типичные по-
становки задач с начальными данными и 
начально-краевых задач. Излагаются точные, 
приближенные аналитические и численные ме-
тоды решения таких уравнений. Помимо диф-
ференциальных уравнений с постоянным запаз-
дыванием исследуются уравнения с пропорцио-
нальным запаздыванием (типа пантографа), а 
также более сложные уравнения с переменным 
запаздыванием общего вида или несколькими 
запаздываниями. Изложение теоретического 
материала сопровождается примерами практи-
ческого применения рассматриваемых методов 
для получения искомых решений. 

Дан обзор наиболее распространенных ма-
тематических моделей с запаздыванием, ис-
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пользуемых в теории популяций, биологии, ме-
дицине и других приложениях. 

Приведены аналитические решения линей-
ных задач типа Коши для ОДУ и систем ОДУ 
первого и второго порядка с постоянным и про-
порциональным запаздыванием. Рассмотрены 
некоторые классы нелинейных ОДУ первого 
порядка с запаздыванием, которые допускают 
линеаризацию или точные решения. Обсужда-
ются вопросы устойчивости и неустойчивости 
решений ОДУ с запаздыванием. 

Описаны наиболее распространенные анали-
тические и численные методы решения задач с 
начальными данными и краевых задач для ОДУ 
с постоянным и переменным запаздыванием 
(метод шагов, методы интегральных преобразо-
ваний, метод регулярного разложения по мало-
му параметру, метод сращиваемых асимптоти-
ческих разложений, методы итерационного ти-
па, метод разложения Адомиана, метод гомото-
пического анализа, метод коллокаций, проекци-
онные методы типа Галеркина, методы Эйлера 
и Рунге – Кутты, метод стрельбы, методы, ос-
нованные на использовании пакета Mathematica 
и др.). 

Методом разделения переменных получены 
решения в виде рядов Фурье по пространствен-
ным переменным линейных начально-краевых 
задач для УрЧП параболического и гиперболи-
ческого типов с постоянным и пропорциональ-
ным запаздыванием и различными граничными 
условиями. Излагаются также численные мето-
ды решения начально-краевых задач для линей-
ных и нелинейных УрЧП с запаздыванием. 
Наибольшее внимание уделено методу прямых, 
который базируется на сведении УрЧП с запаз-
дыванием к системе ОДУ с запаздыванием. Рас-
смотрены конечно-разностные методы, осно-
ванные на неявной схеме, схеме с весами, схеме 
повышенного порядка точности и др. Обсужда-
ется также метод декомпозиции области по 
времени, который обобщает метод шагов, ис-
пользуемый для решения ОДУ с запаздывани-
ем. Сформулированы основные принципы по-
строения и выбора тестовых задач, предназна-
ченных для проверки адекватности и оценки 
точности численных и приближенных аналити-
ческих методов решения УрЧП с запаздыва-
нием. 

Общее решение нелинейных УрЧП с запаз-
дыванием не удается найти даже в простейших 
случаях. Поэтому при исследовании таких 
уравнений обычно приходится ограничиваться 
поиском  и  анализом  их  частных решений, 

которые принято называть точными реше-
ниями. 

В данной книге большое внимание уделено 
описанию и практическому применению мето-
дов построения точных решений нелинейных 
уравнений математической физики с запазды-
ванием (методы обобщенного и функциональ-
ного разделения переменных, метод функцио-
нальных связей, метод порождающих уравне-
ний, принцип аналогии решений и др.). Важно 
отметить, что подавляющее большинство ана-
литических методов, которые успешно позво-
ляют находить точные решения нелинейных 
уравнений с частными производными без запаз-
дывания, либо вообще неприменимы для по-
строения точных решений нелинейных УрЧП с 
постоянным или переменным запаздыванием, 
либо имеют весьма ограниченную область при-
менимости. Уравнения математической физики 
с двумя независимыми переменными и запаз-
дыванием имеют специфические качественные 
особенности: (i) УрЧП с постоянным запазды-
ванием не допускают автомодельных решений, 
которые весьма часто имеют УрЧП без запаз-
дывания, (ii) УрЧП с пропорциональным запаз-
дыванием по одной независимой переменной не 
имеют решений типа бегущей волны. 

Рассмотрено много нелинейных реакционно-
диффузионных и волновых уравнений с запаз-
дыванием, которые зависят от одной или не-
скольких произвольных функций или содержат 
ряд свободных параметров. Такие уравнения 
наиболее сложны для анализа, а их точные ре-
шения могут использоваться для тестирования и 
оценки погрешности численных и приближен-
ных аналитических методов решения соответ-
ствующих начально-краевых задач. Для удоб-
ства читателей авторы добавили в книгу спра-
вочное приложение, которое содержит обшир-
ные таблицы точных решений уравнений в 
частных производных с постоянным и перемен-
ным запаздыванием. 

В целом, данная книга содержит много ново-
го материала, который ранее в монографиях не 
публиковался. Основные результаты можно 
найти в статьях авторов [2–5]. 

Для максимального расширения круга по-
тенциальных читателей с разной математиче-
ской подготовкой авторы по возможности ста-
рались избегать использования специальной 
терминологии. Поэтому некоторые результаты 
описаны схематично и упрощенно, чего вполне 
достаточно для их практического применения. 
Многие разделы можно читать независимо друг 
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от друга, что облегчает работу с материалом. 
Подробное оглавление позволяет быстро нахо-
дить необходимую информацию. 

Автор считает, что книга будет полезной для 
широкого круга научных работников, препода-
вателей вузов, аспирантов и студентов, специа-
лизирующихся в области прикладной и вычис-
лительной математики, математической физики, 
механики, теории управления, биологии, био-
физики, биохимии, медицины, химической тех-
нологии и экологии. Отдельные разделы книги, 
методы и примеры могут быть использованы в 
курсах лекций по прикладной математике, ма-
тематической физике и функционально-диффе-
ренциальным уравнениям, для чтения спецкур-
сов и проведения практических занятий. 

Отметим, что электронная версия книги 
находится в свободном доступе в интернете 
(https://eqworld.ipmnet.ru/Arts_Polyanin/Book_Po
lyanin_Sorokin_Zhurov_2022.pdf). 
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