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 В работе рассматривается плоскостное каналирование релятивистских частиц в сопутствующей системе 

отсчета (ССО), движущейся со скоростью, равной продольной компоненте скорости каналированной части-

цы. В ССО движение частицы при плоскостном каналировании будет одномерным, причем для электронов 

и позитронов с энергиями до нескольких ГэВ оно будет нерелятивистским, как в атоме водорода. Показано, 

что основные характеристики квантовых состояний поперечного движения частиц при плоскостном канали-

ровании слабо чувствительны к функциональной зависимости параметров усредненного потенциала от по-

перечных координат. Для определения основных характеристик такого движения предлагается использовать 

приближенные методы квантования Бора–Зоммерфельда, позволяющие сделать такой расчет аналитически. 

Приближенный метод расчета квантовых состояний можно расширить и применить для рассмотрения попе-

речного движения, выходящего за рамки нерелятивистского приближения даже в сопутствующей системе 

отсчета. Найдены распределения допустимых состояний поперечного финитного движения по энергиям для 

нескольких вариантов модельных потенциалов. Показано, что, несмотря на разницу в структуре энергетиче-

ских уровней, средние расстояния между энергетическими уровнями практически нечувствительны к выбо-

ру модельного потенциала. Найдены энергии уровней поперечного движения для случая, когда нереляти-

вистское приближение не применимо даже в сопутствующей системе отсчета.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Исследования явления каналирования быст-

рых заряженных частиц при движении вдоль 

плотноупакованных атомных (ионных) плоско-

стей в монокристаллах, как теоретические, так и 

экспериментальные, ведутся уже более полуве-

ка и интерес к этому явлению не ослабевает. 

Суть явления каналирования заключается в том, 

что, двигаясь вдоль плотноупакованной плоско-

сти атомов, быстрая частица воспринимает 

плотность электрических зарядов, составляю-

щих эту плоскость, усредненно («размазано» 

вдоль направления быстрого движения). Разма-

занный непрерывно вдоль плоскости заряд со-

здает непрерывный, гладкий усредненный по-

тенциал, зависящий только от расстояния до 

середины атомной плоскости. Такой усреднен-

ный потенциал образует потенциальный канал, 

в котором поперечное каналу движение заря-

женной частицы может оказаться финитным 

(замкнутым в пределах канала), а квантовый 

спектр разрешенных энергетических состояний 

поперечного движения может быть дискрет-

ным.  

Впервые идея возможности такого рода по-

перечно-финитного движения – каналирования 

быстрых заряженных частиц (протонов, элек-

тронов, ионов) в кристалле была высказана в 

пионерской работе Й. Линдхарда [1], который 

показал, что связанные состояния поперечного 

движения в усредненном потенциале атомных 

плоскостей могут реализоваться, если углы вле-

та частиц в кристаллические каналы не превы-

шают так называемого критического угла кана-

лирования (угол Линдхарда):  
 

θL = (2U0/E)1/2,   (1) 
 

где Е – релятивистская энергия частицы; U0 – 

эффективная глубина потенциального канала, 

mailto:kalash@mephi.ru
mailto:asolchak@mephi.ru
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по порядку величины составляющая несколько 

десятков электрон-вольт для большинства кри-

сталлов и кристаллографических направлений.  

Вскоре после публикации [1] эффект кана-

лирования был успешно обнаружен экспери-

ментально, наблюдались и сопутствующие ра-

диационные эффекты [2–4]. В последующие 

годы для описания как самого явления канали-

рования, так и разнообразных сопутствующих 

ему эффектов (радиационных, магнитных и др.) 

теоретики опробовали все возможные подходы: 

классический, квантовый, квазиклассический, 

нерелятивистский, ультрарелятивистский и др.). 

Уже в 1980-е гг. было опубликовано несколько 

обзорных статей [5–15], обобщавших результа-

ты первых десятилетий исследования эффекта. 

Исследования не прекращались и в последую-

щие годы. Явление каналирования оказалось 

очень многообразным и богатым на существен-

но разные частные случаи и сопряженные эф-

фекты. Особый интерес исследователей всегда 

привлекало каналирование легких частиц (элек-

тронов, позитронов) с высокими релятивист-

скими энергиями, для которых характерны вы-

раженно квантовый (дискретный) характер 

спектра состояний поперечного движения и вы-

сокая интенсивность жесткого электромагнит-

ного излучения в рентгеновском и гамма-

диапазонах, возникающего при переходах меж-

ду этими состояниями поперечного движения.  

 Несмотря на многолетние теоретические ис-

следования, многие аспекты возникающих при 

каналировании радиационных и других сопут-

ствующих эффектов остаются до сих пор не яс-

ны. В частности, математические сложности до 

сих пор не позволяли вполне разобраться с опи-

санием движения и сопутствующего излучения 

гамма-квантов электронами сверхвысоких энер-

гий (выше десяти ГэВ), когда поперечное дви-

жение электрона в канале становится реляти-

вистским, а высокие частоты излучаемых кван-

тов не позволяют применить к его описанию 

дипольное приближение. Схожая проблема – 

трудности при расчете характеристик состояний 

движения электронов в канале. В теоретических 

работах преобладают непрозрачные численные 

расчеты, не позволяющие выявить общие зако-

номерности.  

В недавней серии работ [16–18] авторы 

нашли подход, позволяющий уловить основные 

особенности и закономерности каналированно-

го движения и сопутствующих эффектов, не 

прибегая к численному счету. Подход подразу-

мевает сочетание взаимодополняющих прибли-

жений, и, прежде всего, рассмотрение попереч-

ного движения релятивистских каналированных 

частиц в так называемой сопутствующей си-

стеме отсчета (ССО), движущейся со ско-

ростью, равной продольной компоненте скоро-

сти каналированной частицы. В ССО движение 

частицы при плоскостном каналировании будет 

одномерным, причем для электронов и пози-

тронов с энергиями до нескольких ГэВ оно бу-

дет нерелятивистским, как в атоме водорода. В 

ССО, по сути, электрон в канале – это тот же 

атом водорода, но: 

 с пониженной размерностью (одномер-

ный); 

 с возможностью варьировать форму и 

глубину потенциала, подбирая по-разному ори-

ентированные каналы в разных по составу кри-

сталлах; 

 с возможностью в широких пределах ва-

рьировать энергию электрона  

Е (в ССО играющую роль его релятивист-

ской массы), определяющую число и значения 

энергий допустимых состояний поперечного 

движения.  

Уникальность эффекта каналирования со-

стоит еще и в том, что классический и кванто-

вый, нерелятивистский и релятивистский под-

ходы при теоретическом анализе взаимно до-

полняют друг друга. Их можно и нужно при-

менять согласованно и совместно. Важно, что 

получать проверяемые количественные резуль-

таты удается аналитически, оставаясь в преде-

лах точности возможных измерений. Важно и 

то, что на каналированных частицах можно 

наблюдать все богатство эффектов традицион-

ной атомной физики (дискретный спектр энер-

гетических состояний, излучение при переходах 

между состояниями, разновероятное (прямое, 

инверсное) заселение состояний, магнитные 

эффекты и т.д.), но при релятивистских энерги-

ях и с возможностью в широком диапазоне ва-

рьировать параметры исследуемых квази-

атомных систем.  

В настоящей работе авторы рассматривают 

именно финитное движение с дискретным спек-

тром энергий электронов и/или позитронов в 

плоскостном канале, делая упор на до сих пор 

мало исследованном случае особенно больших 

энергий, при которых поперечное движение 

электрона в канале перестает быть нереляти-

вистским.  
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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА УСРЕДНЕННОГО 

ПОТЕНЦИАЛА ПРИ ПЛОСКОСТНОМ  

КАНАЛИРОВАНИИ И КВАНТОВЫХ  

ХАРАКТЕРИСТИК ДВИЖЕНИЯ  

В СОПУТСТВУЮЩЕЙ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА 
 

Расчет потенциала ионной плоскости можно 

выполнить, усреднив объемную зарядовую 

плотность ρ(|𝑟|) составляющих ее атомов 

(ионов) 

 ( ) / ,x dz dy r S                     (2) 
 

где S – площадь плоскостной кристаллической 

ячейки, приходящейся на один атом в плотно-

упакованной кристаллической двумерной плос-

кости YZ, радиус-вектор r  отсчитывается от 

положения ядра атома (иона).  

Чтобы найти усредненный потенциал плос-

кости (точнее – потенциальную энергию U(x) 

электрона с зарядом е в поле, созданном усред-

ненной зарядовой плотностью (1)), придется 

решить уравнение Пуассона: 
 

0

( )
( ) .

е x
U х


  


                      (3) 

 

В ССО волновые функции ψn(x) поперечного 

движения частицы с релятивистской энергией E 

>>mc2 в одномерном потенциальном канале 

U(x) задаются решениями релятивистского 

уравнения Шредингера  
 

(ħ2с2/2E) Δψn(x) = (εn – U(x))ψn(x),          (4) 
 

где εn – собственные значения энергий попереч-

ного движения, соответствующие собственным 

функциям ψn(x) уравнения (3). 

Сложность в том, что и посчитать интеграл 

(2), и решить уравнения (3) и тем более (4), как 

правило, можно только численно, да и сама за-

рядовая плотность отдельных атомов ρ  r  

считается только численно, и/или задается в той 

или иной приближенной модели. Если мы хо-

тим уловить общие закономерности и характе-

ристики потенциала и движения электронов в 

нем, можно взять модельную форму потенциала 

U(x), похожую по параметрам на численно счи-

таемую, но позволяющую далее работать с ней 

аналитически.  

 
РАСЧЕТ СОСТОЯНИЙ ПОПЕРЕЧНОГО 

ДВИЖЕНИЯ В ПЛОСКОСТНОМ КАНАЛЕ 

ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО ПОТЕНЦИАЛА  

КРОНИГА–ПЕННИ 

 

Простейший модельный потенциал плос-

костного канала, с которым можно работать 

аналитически, это т.н. потенциал Кронига–

Пенни, в котором плоскостные каналы аппрок-

симируются прямоугольными потенциальными 

ямами: 

0 , ;
( ) ( )

0, ( 1) ,

U na R x na R
U х U х

na R x n a R

   
  

    
  (5) 

 

где n = 0, ±1, ±2,…; U0 – глубина усредненного 

потенциала в лабораторной системе. 

Этот потенциал, сохраняя важные черты 

усредненного потенциала кристаллографиче-

ских плоскостей, допускает простое аналитиче-

ское решение уравнения (4) в случае, когда ве-

роятность подбарьерного прохождения частиц 

пренебрежимо мала, и позволяет правильно 

уловить основные закономерности движения 

частиц при плоскостном каналировании. 

Собственные волновые функции поперечно-

го движения для потенциала (4) имеют вид: 

 

𝑢𝑛(x) = √
2

𝑎−2𝑅
 {

 {sin{𝑝𝑛(𝑥 − 𝑅) + γ𝑛} , 𝑅 ≤ 𝑥 < 𝑎 − 𝑅; 

sin γ𝑛 exp(−α𝑛𝑅) [exp(α𝑛𝑥) + (−1)𝑛+1 exp(−α𝑛𝑥) [exp(−𝑖𝑘𝑎)], |𝑥|  ≤ 𝑅;

exp(−𝑖𝑘𝑎) sin{𝑝𝑛 (𝑥 + 𝑎 − 𝑅) + γ𝑛}, −𝑎 + 𝑅 ≤ 𝑥 < −𝑅.
 

}            (6)  

 
 

Рис. 1. Потенциал Кронига–Пенни для плоскостного каналирования положительно (а)  

и отрицательно (б) заряженных частиц. Здесь а – межплоскостное расстояние, 

 R << a – характерный радиус атомов в остове кристаллической решетки 
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В выражении для nu  (6) параметры n  и n

определяются соотношениями  
 

2
0

2 2 2 2
кр кр

2 ,

, arcsin ( / ),

n n

n n n

MU p p   

     
          (7) 

 

и условие квантования поперечного импульса 

n np p   имеет вид  

 

( 2 ) 2 ( 0,1, 2, ...).n np a R n n            (8) 

 

Волновые функции и условия квантования 

получены в предположении a >> R, αR >> 1 и 

падающая частица имеет импульс, почти парал-

лельный кристаллографической плоскости, т.е. 

np << α. Условие αR >> 1 соответствует экспо-

ненциально малой проницаемости потенциаль-

ного барьера, описываемого усредненным по-

тенциалом кристаллографической плоскости. 

Кроме того, условие αR >> 1 в соответствии c 

nu  обеспечивает экспоненциальную малость 

вероятности обнаружения каналированной ча-

стицы вблизи узлов решетки. Полученные вол-

новые функции nu (x) являются ортонормиро-

ванными и их система удовлетворяет условию 

полноты.  

Спектр поперечных энергий для разрешен-

ных состояний поперечного движения с волно-

выми функциями (5) в потенциале Кронига–

Пенни в пренебрежении туннелированием через 

барьер между соседними каналами задается вы-

ражением:  
 

εn = (πħс(n +1/2)/b)2/2Е.            (9) 

 

Здесь ширина канала b = 2R – для электронов, 

или b = а – для позитронов.   

Точно такие же значения En для потенциала 

(5) можно получить, не решая уравнения (3) и 

не рассчитывая волновых функций, а просто 

применив квантово-классическое правило кван-

тования Бора–Зоммерфельда:  
 

1/2( ) [2 ( ( ))]

2 ( 1/2).

np x dx dx E U x

c n

   

  

          (10) 

 

где интегрирование выполняется по классиче-

ски допустимой (где εn > U(x)) области одного 

периода движения. Число состояний с попереч-

ными энергиями, ниже потенциального барьера, 

составляет N ~ (b/πħс)(2EU0)1/2 . 

РАСЧЕТ СОСТОЯНИЙ  

В ПЛОСКОСТНОМ КАНАЛЕ  

ДЛЯ ДРУГИХ  

МОДЕЛЬНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

 

Совпадения собственных значений энергии 

поперечного движения, рассчитанных с по-

мощью правила (10) с точными решениями 

уравнения (4), наблюдаются и для других мо-

дельных потенциалов, допускающих точные 

аналитические решения уравнения Шредингера. 

Например, для параболического потенциала 

 

   U(х) = U0(2x/a)2,          (11) 

 

который, при соответствующем подборе пара-

метра U0 (глубина потенциальной ясы), аппрок-

симирует потенциалы межплоскостных каналов 

для положительно заряженных каналированных 

частиц (протонов или позитронов, например) 

неизбежно хорошо, поскольку вблизи миниму-

ма, а перекрытий убывающих полей, создавае-

мых атомными плотноупакованными плоско-

стями непараболической потенциальной функ-

ции, быть просто не может. Для любого парабо-

лического потенциала, как хорошо известно из 

квантовой механики, уровни энергии эквиди-

стантны. Для потенциала (11) значения соб-

ственных уровней поперечной энергии  
 

n = ћ ɷк (n + 1/2),       (12) 
 

где ɷк = (2с/а)(2U0/E)1/2 = 2θLс/а – классическая 

частота колебаний частицы в потенциале (10).  

Суммарное число разрешенных квантовых 

состояний для частицы с релятивистской энер-

гией Е в потенциале (10) составит примарно 

N ~ U0/ћɷк ~ (a/ћc)(EU0)1/2, что по порядку вели-

чины соответствует результату для потенциала 

Кронига–Пенни. N >> 1 при Е > mc2. 

Чтобы получить реалистический потенциал 

плоскостного канала для отрицательно заря-

женных электронов, надо инвертировать пара-

болический потенциал (11) и рассмотреть ост-

роугольные каналы, образующиеся на стыках 

соседних межплоскостных перевернутых пара-

бол (11), т.е., не между плоскостями, а вблизи 

атомных плоскостей, где зарядовая плотность, 

создаваемая ядрами атомов, положительна и 

сосредоточена в очень узкой области, отчего 

потенциальные стыки должны напоминать сты-

ки сторон треугольника. Вблизи атомных плос-

костей не будет ошибкой аппроксимировать 

потенциал «треугольной» функцией 
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U(x) ≈ U0|x|/b;   |х| < b ~ а/4,           (13) 
 

где параметр b = а/4, если точно рассчитать его, 

состыковав инвертированные параболические 

потенциалы (10), но лучше считать этот пара-

метр (как и параметр U0) подгоночным и 

настраивать его точное значение из соображе-

ний оптимального соответствия расчетов и из-

мерений. Разрешенные значения поперечных 

энергий для состояний финитного движения в 

«треугольном» потенциале (11) εn < U0 и зада-

ются условием: 
 

(εn /U0)3/2 = (3π/4 2) (ħс/b)(EU0) –1/2(n + 1/2).  (14) 
 

 Уровни энергии электронов в потенциале 

(13) не эквидистантны εn ~ n2/3, но общее число 

уровней c энергиями εn <U0 в потенциале (13) 

по порядку величины такое же, как и для частиц 

в потенциалах (5), (11): N ~ (b/ћc)(EU0)1/2, что 

при релятивистских энергиях Е > mc2 также 

больше единицы.  

 

ПЛОСКОСТНОЕ КАНАЛИРОВАНИЕ  

ЧАСТИЦ СВЕРХВЫСОКИХ  

ЭНЕРГИЙ – «ОДНОМЕРНЫЙ  

РЕЛЯТИВИСТСКИЙ АТОМ» 

 

Успешное применение правила квантования 

Бора–Зоммерфельда к разным модельным по-

тенциалам дает надежду, что если модифициро-

вать это правило применительно к релятивист-

ским энергиям поперечного движения, оно даст 

верную оценку для спектра и числа связанных 

состояний и в этом случае. Выход за рамки не-

релятивистского приближения даже в ССО 

неизбежен при увеличении энергии электрона Е 

до нескольких десятков гигаэлектрон-вольт, 

когда поперечные импульсы движущихся в ка-

нале частиц достигают релятивистских значе-

ний:  
 

cp(x) = (2E(εn – U(x))1/2 ~ (EU0)1/2 > mc2.    (15) 
 

Корректировка правила квантования (10) для 

релятивистских энергий движения кажется оче-

видной: заменить выражение для поперечного 

импульса электрона (15) на вариант, примени-

мый и в релятивистском случае. Ранее никто не 

пробовал это делать, видимо, потому, что пра-

вила квантования применялись в основном в 

атомной физике или в физике полупроводников, 

где релятивистские энергии движения электро-

нов не встречаются. Эффект каналирования да-

ет повод раздвинуть рамки применения правил 

квантования.  

Самый простой случай – рассмотреть в ССО 

движение электрона в потенциале, имеющем 

вид прямоугольной ямы глубиной γU0 и шири-

ной b:  

U(x) = 0 при |x| < b/2; 

(16) 

U(x) = γU0 при |x| > b/2. 
 

Это аналог потенциала (5), но с увеличенной 

в γ-фактор раз при переходе из ЛСО в ССО глу-

биной потенциала:  
 

U(x)  γU(x) = (E/mc2) U(x). 
 

При переходе в ССО изменится также и 

масштаб поперечных энергий:  
 

εn  γ εn. 
 

В канале, где потенциал равен нулю, у элек-

трона есть только кинетическая энергия и энер-

гия покоя. Релятивистское выражение для его 

поперечного импульса в ССО в этом случае 

имеет вид 
 

2 2 2 4 1/2

2 2 1/2

(( ) )

(2 ) ,

n n

n n

p c mc m c

E

    

    
   (17) 

 

где (mc2 + γεn) – полная релятивистская энергия 

движения электрона в ССО, а поперечные энер-

гии εn берутся из ЛСО, где εn < U0. Если 

γεn  << mc2, выражение (17), естественно, воз-

вращается к «нерелятивистскому» выражению 

(10) pn c = (2E εn )1/2, и поперечные энергии за-

даются значениями (9). Если γεn  > mc2, выраже-

ние (17) к (10) не сводится, а при очень боль-

ших энергиях E >> (mc2)2/U0 ~ несколько десят-

ков гигаэлектрон-вольт, сводится к линейному: 

pn с = γεn. Подставляя его в правило квантова-

ния (10), находим:  
 

2 /

( / )( 1/2), ~ .

n

n n

pdx b c

c b n n

  

     

    (18) 

 

Высокие уровни поперечной энергии в по-

тенциале (16) при энергиях E больше десятка 

гигаэлектрон-вольт будут эквидистантны, как 

при более низких энергиях бывает только в по-

тенциале параболическом. Расстояния между 

соседними уровнями составят ∆εn  = (πћсm/bE), а 

их общее число в потенциале, (16) будет при-

мерно равно  

N = EU0b/πћсm ~ Е.                 (19) 
 

Заметим, что при более низких энергиях 

число уровней росло с энергией не так быстро 

(~ ).E   
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Если потенциал U(x) зависит от х не столь 

простым способом, как (16), можно модифици-

ровать правило квантования (10), (18), учтя, что 

в выражении для полной релятивистской энер-

гии движения ECCO
  = (mc2 + γεn )

 должно учиты-

ваться не абстрактное значение поперечной 

энергии εn, а лишь его превышение над значе-

нием потенциальной энергии εn – U(x). Скор-

ректированное выражение для импульса (17), 

который следует подставить в правило кванто-

вания (18), принимает вид 
 

pn = (2mγ(εn – U(x)) + γ2(εn – U(x))2 / c2)1/2.   (20) 
 

В случае γ εn >>mc2 выражение (20) упроща-

ется: 

pn c = γ(εn – U(x)).      (21) 
 

Теперь с помощью скорректированного пра-

вила квантования 
 

nc p dx = ( ( ))n U x dx   = 2πћс (n + 1/2)   (22) 

 

можно рассчитать разрешенные значения высо-

ких поперечных энергий для реалистичных 

плоскостных потенциалов.  

Параболический потенциал (11):   
 

γ εn = U0
1/3(3πћсn/2a)2/3,           (23) 

 

«Треугольный» потенциал: U = U0 |x|, 
 

γ εn = (πћсnU0/2b)1/2.        (24) 
 

Во всех потенциалах число уровней растет 

~ E. Заметим, что в параболическом потенциале 

уровни уже не эквидистантны, и с ростом номе-

ра сгущаются. 

 

ВЫВОДЫ 

 

Выполненное рассмотрение показывает, что 

основные характеристики квантовых состояний 

поперечного движения релятивистских частиц 

при плоскостном каналировании слабо чувстви-

тельны к функциональной зависимости усред-

ненного потенциала от поперечных координат. 

По этой причине представляется нецелесооб-

разным гнаться за точным воспроизведением 

этой зависимости методами численного усред-

нения сложных потенциалов атомов и ионов 

решетки. Достаточно ограничиться выбором 

простого, но реалистичного модельного потен-

циала, например параболического – для поло-

жительно заряженных каналированных частиц 

или обратного параболического («треугольно-

го») – для отрицательно заряженных. Для вы-

полнения такого расчета также не обязательно 

использовать сложные точные уравнения кван-

товой механики (релятивистское уравнение 

Шредингера, решение которого возможно лишь 

численно или в специальных функциях), но 

можно воспользоваться упрощенными прибли-

женными методами квантования Бора–

Зоммерфельда, позволяющими сделать анали-

тический расчет основных характеристик кван-

товых состояний. Более того приближенный 

метод расчета квантовых состояний можно 

расширить и применить для рассмотрения по-

перечного движения, выходящего за рамки не-

релятивистского приближения. В следующей 

статье этой серии авторы надеются показать, 

что аналогичный подход может быть использо-

ван и при рассмотрении аксиального каналиро-

вания. 
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 The work considers planar channeling of relativistic particles in a comoving frame of reference moving at a 

speed equal to the longitudinal component of the velocity of the channeled particle. In SSO, the motion of a particle 

during planar channeling will be one-dimensional, and for electrons and positrons with energies up to several GeV it 

will be non-relativistic, as in the hydrogen atom. potential from transverse coordinates. To determine the main char-

acteristics of such a movement, it is proposed to use approximate Bohr-Sommerfeld quantization methods, which 

make it possible to make such a calculation analytically. The approximate method for calculating quantum states can 

be extended to consider transverse motion beyond the nonrelativistic approximation, even in a comoving frame. The 

energy distributions of permissible states of transverse finite motion are found for several variants of model poten-

tials. It is shown that, despite the difference in the structure of energy levels, the average distances between energy 

levels are practically insensitive to the choice of model potential. The energies of the transverse motion levels are 

found for the case when the nonrelativistic approximation is not applicable even in the comoving reference frame. 

 

Keywords: coherent interaction, channeling, single crystal, accompanying reference frame, electromagnetic radi-

ation, quantum mechanics, gamma radiation. 
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На основе учета эффектов теплопроводности и нагрева/радиационных потерь изучается дисперсия аку-

стических волн в разреженной высокотемпературной плазме на примере плазмы солнечной короны. Для 

функции радиационных потерь используется аналитическая аппроксимация, построенная по значениям, 

найденным при помощи кода CHIANTI. Показано, что появление квазипериодических осцилляций в акусти-

ческих волнах может быть объяснено специфическими свойствами дисперсии, связанными с наличием ми-

нимума групповой скорости в пространстве волновых чисел. Вейвлет-спектр акустических колебаний в этом 

случае имеет структуру, названную «бумерангом». Предложена процедура расчета периодов с использова-

нием построенной дуги «бумеранга». Предполагается, что начальное возмущение плазмы имеет форму ло-

кализованного импульса, имеющего высокие дисперсионные качества в силу своего широкого спектра. Та-

кой подход имеет основания, известно, например, что различного рода нестационарные процессы в солнеч-

ной короне генерируются под действием кратковременных импульсов со стороны конвективных ячеек. 

Спектр временного сигнала, рассматриваемого в некоторой точке наблюдения, получается непрерывный, и 

нахождение периодов производится по имеющимся в спектре локальным максимумам. В этом смысле поня-

тие квазипериодических осцилляций отличается от традиционного, где имеется в виду наличие конечного 

или счетного количества периодов, между которыми имеется определенная связь. Расчеты проводятся на 

примере высокотемпературной плазмы солнечной короны, где квазипериодические осцилляции наблюдают-

ся повсеместно и могут служить инструментом исследования физических свойств корональной плазмы. 
                                                              

Ключевые слова: плазма, теплопроводность и излучение плазмы, акустические волны, затухание и дис-

персия волн, квазипериодические колебания.  
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EDN FPSJNU 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В наших предыдущих работах [1–2] была 

предложена модель неадиабатических акусти-

ческих волн в разреженной высокотемператур-

ной плазме, в которой были учтены эффекты 

теплопроводности и радиационных потерь. Для 

примера плазмы солнечной короны принима-

лись классическая спитцеровская теплопровод-

ность и функция излучения, построенная по из-

вестному коду CHIANTI [3]. В солнечной ко-

роне наблюдаются волны различного вида и 

различной природы [4–5], которые находят 

важное практическое применение в определе-

нии параметров корональной плазмы [6]. Как 

правило, они быстро затухают. Хорошо извест-

но, что потери энергии волнами ведут не только 

к их затуханию, но и к дисперсии [7], этот эф-

фект применяется и в солнечной физике [8]. 

Квазипериодические колебания привлекают к 

себе особенное внимание, хотя бы потому, что 

содержат больше информации. Они наблюда-

ются, например, во время вспышек по осцилля-

циям интенсивности микроволнового излучения 

и объясняются возбуждением нескольких мод 

магнитных трубок [9–10]. В ситуациях, где 

наблюдаются волны сжатия, возможно объяс-

нение дисперсии акустических волн [11]. Моде-

лирование показывает, что под воздействием 

дисперсии из начального локализованного им-

пульса могут возникать квазипериодические 

осцилляции, при этом вейвлет-спектр по своей 

форме напоминает бумеранг [12]. Мы показы-

ваем, что «бумеранг» возможен и в случае дис-

персии акустических волн. Мы связываем его 

появление с минимумом групповой скорости и 

mailto:dbembitov@gmail.com
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предлагаем процедуру расчета появляющихся 

при этом пар периодов. Работа направлена на 

развитие теоретических основ исследований 

космической плазмы, разработку методов фор-

мулирования и решения обратных задач для 

нахождения параметров плазмы.  

 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
 

Волны изучаются в приближении одномер-

ной гидродинамики, исходные уравнения запи-

сываются через плотность и температуру, кото-

рые принимаются в качестве базовых термоди-

намических параметров 
 

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
= −

𝑅

𝑀
(

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+

𝑇

ρ

𝜕ρ

𝜕𝑥
),             (1) 

 

 
𝜕ρ

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕ρ

𝜕𝑥
+ ρ

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
= 0,                  (2) 

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ ( −1)𝑇

𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑥
=   

= −
(γ−1)𝑀

𝑅ρ

𝜕

𝜕𝑥
(κ(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
) −

(γ−1)𝑀

𝑅
[ρΛ(𝑇) − 𝐻]. (3) 

 

Исходная среда есть идеальный газ с показа-

телем адиабаты γ = 5/3 и молярной массой вы-

сокоионизованной водородной плазмы с гелие-

вой добавкой 𝑀 = 0,62𝑚𝑝𝑁𝐴 ≈ 0,62 г ∙ моль−1. 

Эффект нагрева/радиационных потерь опреде-

ляется выражением ρΛ(𝑇) − 𝐻, содержащим 

постоянную функцию нагрева 𝐻. Функция из-

лучения строится кубическими сплайнами по 

найденным с помощью кода CHIANTI [3] таб-

личным значениям, для просмотра которых мы 

отсылаем к работе [1]. В рассматриваемом ниже 

примере приводятся параметры из дисперсион-

ного соотношения, которые вычисляются из 

функции излучения и коэффициента теплопро-

водности. Для высокотемпературной плазмы 

используем классическое выражение коэффи-

циента с кулоновским логарифмом ΛС = 19.3  
 

κ(𝑇) ≈ 

≈ 2.28 ∙ 10−6 𝑇
5

2 эрг ∙ см−1 ∙ с−1 ∙ моль−1.    (4) 
 

Невозмущенная плазма имеет однородные 

плотность ρ0 и температуру 𝑇0, 𝐶𝑠 =

=  √γ𝑅𝑇0/𝑀 – звуковая скорость. Частота и 

волновое число имеют безразмерные значения 

ω̃,  𝑘̃ и соответствующие масштабы 𝑚(ω) =

=  0.1 с−1, 𝑚(𝑘) = 10−8 см−1. Величина 
𝑚(ω)

𝑚(𝑘)
= 

=  𝑚(𝐶𝑠) =  107 см с−1 есть масштаб звуковой 

скорости, характерный для температуры поряд-

ка одного МК. Дисперсионное соотношение в 

безразмерных величинах имеет следующий вид:  
 

ω̃3 + 𝑖𝐴ω̃2 − ω̃𝐶̃𝑠
2𝑘̃2 + 𝑖𝐵 = 0,           (5) 

 

𝐴 = 𝐴1𝑘̃2 + 𝐴2, 
 

𝐵 = [−(𝐴1𝑘̃2 + 𝐴2) + 𝐴3 ]𝐶̃𝑠
2𝑘̃2/γ,        (6) 

 

где параметры «неадиабатичности» имеют вы-

ражения  

𝐴1 =
(𝛾−1)𝑀𝑚(𝑘)2

𝑅ρ0𝑚(ω)
𝜅(𝑇0),                    (7) 

 

𝐴2 =
(γ−1)𝑀

𝑅𝑚(ω)
ρ0Λ′(𝑇0),                   (8) 

 

𝐴3 =
(γ−1)𝑀

𝑅𝑇0𝑚(ω)
ρ0Λ(𝑇0).                 (9) 

 

Асимптотическое в пределе больших волно-

вых числах значение частоты  

ω̃ ≈ 𝑣̃∞𝑘̃ − 𝑖𝛿̃∞,  𝑣̃∞ =
𝐶̃𝑠

√γ
, δ̃∞ =

(γ−1)𝐶̃𝑠
2

2γ𝐴1
.    (10) 

 

Нетрудно видеть, что при больших волновых 

числах фазовая скорость волны близка к изо-

термической звуковой скорости. Это означает 

высокую эффективность теплопроводности.  

 

     

 
Рис. 1. Кривая частоты и групповая скорость  

при 𝑇0 = 1 MK и ρ0 = 1.037 × 10−15 g cm−3 

 

На рис. 1 мы приводим пример дисперсион-

ных кривых для случая, когда 𝐴1 = 11.0, 𝐴2 =
 = −0.000509, 𝐴3 = 0.0128. Обращаем внима-

ние на два локальных минимума групповой 

скорости, один при 𝑘̃ = 0.164, другой находит-
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ся вблизи нуля, он менее выражен. Главный 

минимум обусловлен теплопроводностью, вто-

рой – нагревом/радиационными потерями. В 

данной работе нас будет интересовать первый.  

 

ДИСПЕРСИЯ ВОЛН 

 

Моделирование дисперсии производим, изу-

чая распространение волнового пакета в виде 

локализованного начального импульса гауссо-

вой формы. 

На рис. 2 показан вейвлет-спектр колебаний 

на некотором удалении от начального положе-

ния импульса. Спектр колебаний довольно ши-

рок, его ядро своей формой напоминает буме-

ранг [12]. Появление бумеранга свидетельствует 

о наличии квазипериодических колебаний. На 

чем основан этот вывод? Очевидно, точка изло-

ма бумеранга дает колебания, которые послед-

ними приходят в точку наблюдения, и это есть 

колебания, распространяющиеся с минималь-

ной групповой скоростью. Несколько ранее 

приходят колебания, имеющие большую груп-

повую скорость, но таких колебаний, судя по 

кривой групповой скорости, имеется два. Каж-

дое такое колебание формируется узким паке-

том, имеющим частоту, равную частоте несу-

щей, которая определяется кривой частоты из 

рис. 1. Под узким мы понимаем пакет, имею-

щий узкий интервал волновых чисел. Два узких 

пакета, спектральные интервалы которых лежат 

по обе стороны от минимума, имеют равную 

групповую скорость, но различные несущие 

частоты. Они дают квазипериодические колеба-

ния. Данный анализ, приведенный в работе [12], 

имеет качественное значение и не дает возмож-

ности определить величины периодов, которые 

появляются в конкретном случае. Мы предлага-

ем процедуру их вычисления.  

 

 
Рис. 2. Вид временного сигнала на расстоянии x = 3  1010 см (левая панель)  

и вейвлет-спектр сигнала (правая панель) 

 

Поскольку пакет «размыт» не только в про-

странстве, но и во времени, излом бумеранга и 

другие его части имеют некоторую протяжен-

ность. Имеет смысл рассматривать его дугу, 

изображенную на рис. 2 (правая панель) точеч-

ной линией, под которой мы понимаем геомет-

рическое место точек наибольшей плотности 

сигнала. В точке излома дуга имеет вертикаль-

ную касательную, в ней период колебаний ра-

вен 5 мин. С другой стороны, в точке минимума 

групповой скорости 𝑘 = 0.164 × 10−8 см−1 мы 

имеем частоту ω = 0.021 с−1, или период в те 

же 5 мин. В каждый отдельный момент време-

ни, например 𝑡1 = 90.5, с помощью дуги мы 

находим два периода, 𝑃11 = 3 мин и 𝑃12 =
=  6 мин.  

Возможных пар много, и, по всей видимости, 

наблюдение определенной пары связано с ви-

дом спектральной плотности сигнала. Можно 

рассмотреть обратный пример, когда по перио-

дам можно получить параметры плазмы. В ра-

боте [13] приведены данные наблюдений волн 

сжатия в полярных шапках на Солнце в линии 

171 Å при температуре плазмы в 1 МК. Были 

обнаружены периоды в 22.4 и 17.1 мин, они мо-

гут быть получены из нашей модели при 𝑇0 =
1 MK и ρ0 = 1.037 × 10−15 г  cм−3. В данном 

примере по заданным периодам мы оценили 

плотность плазмы. Такой подход соответствует 

основной задаче корональной сейсмологии. В 

рассмотренных примерах используется основ-

ной минимум групповой скорости, обусловлен-

ный теплопроводностью. Аналогично, возмож-

но существование квазипериодических осцил-

ляций, вызванных дисперсией в результате 

нагрева/радиационных потерь. Однако здесь 

значения периодов будут на порядок больше.  

  

ВЫВОДЫ 

 

Образование наблюдаемых квазипериодиче-

ских осцилляций возможно в результате распа-
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да локализованного импульса на отдельные пе-

риодические составляющие. Данный процесс 

обычно изучается с применением вейвлет-

анализа, где хорошо изучены примеры с выде-

ленными периодами. Распад импульса возмо-

жен в результате дисперсии начального им-

пульса под действием теплопроводности и 

нагрева/радиационных потерь. Дисперсия на 

минимуме групповой скорости дает пары пери-

одов, что часто наблюдается в практике. Она 

может быть использована при определении па-

раметров плазмы.  
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Based on the effects of thermal conductivity and heating/radiation losses, the dispersion of acoustic waves in a 

rarefied high-temperature plasma is studied using the example of the plasma of the solar corona. For the radiation 

loss function, an analytical approximation is used, based on the values found using the CHIANTI code. It is shown 

that the appearance of quasi-periodic oscillations can be explained by the specific properties of dispersion associated 

with the presence of a minimum group velocity in the space of wave numbers. The wavelet spectrum of acoustic vi-
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brations in this case has a structure called “a boomerang”. A procedure for calculating periods using the constructed 

boomerang curve is proposed. It is assumed that the initial plasma disturbance has the form of a localized pulse hav-

ing high dispersion qualities due to its wide spectrum. This approach has grounds, it is known, for example, that var-

ious kinds of non-stationary processes in the solar corona are generated under the action of short-term pulses from 

convective cells. The spectrum of the time signal considered at some point of observation is continuous, and the pe-

riods are determined based on the local maxima available in the spectrum. In this sense, the concept of quasi-

periodic oscillations differs from the traditional one, which refers to the presence of a finite or countable number of 

periods between which there is a certain relationship. Calculations are carried out on the example of high-

temperature plasma of the solar corona, where quasi-periodic oscillations are observed everywhere and can serve as 

a tool for studying the physical properties of coronal plasma. 

 

Keywords: plasma, thermal conductivity and radiation of the plasma, acoustic waves, dispersion and damping of 

waves, quasi-periodic oscillations. 
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 В работе рассматривается движение релятивистских частиц (электронов) вдоль плотноупакованных це-

почек атомов в монокристаллах (аксиальное каналирование). Движение электронов рассматривается в со-

путствующей системе отсчета (ССО), которая сама движется со скоростью, равной продольной оси канали-

рования компоненте скорости каналированной частицы. В ССО движение аксиально-каналированной ча-

стицы является двумерным (плоским), причем для электронов с энергиями до нескольких гигаэлектрон-

вольт оно будет нерелятивистским, как в атоме водорода. Квантовые характеристики движения определяют-

ся энергией частицы (она играет роль массы электрона в двумерном «атоме»), а также параметрами усред-

ненного потенциала атомной цепочки, зависящими от кристаллографического направления и химического 

состава кристалла. Аксиальное каналирование вполне можно рассматривать как уникальную модель реляти-

вистского двумерного атома с управляемыми параметрами. В работе показано, что основные характеристи-

ки квантовых состояний поперечного движения частиц при аксиальном каналировании слабо чувствительны 

к функциональной зависимости параметров усредненного потенциала от поперечных координат. Для расче-

та таких характеристик удобно использовать приближенный метод квантования Бора, позволяющий полу-

чить результат аналитически. Модифицированный метод квантования Бора можно применить для расчета 

характеристик поперечного движения, выходящего даже в ССО за рамки нерелятивистского приближения. 

В работе рассчитаны энергетические спектры допустимых состояний поперечного орбитального движения 

для нескольких вариантов модельных аксиально-симметричных потенциалов. Показано, что, несмотря на 

различия в структуре, средние расстояния между энергетическими уровнями слабо нечувствительны к вы-

бору модели потенциала. Найдены энергии уровней как для случая, когда для описания поперечного движе-

ния в ССО применимо нерелятивистское приближение, так и в ситуации, выходящей за рамки нереляти-

вистского приближения.  
 

Ключевые слова: когерентное взаимодействие, каналирование, монокристалл, сопутствующая система 

отсчета, электромагнитное излучение, квантовая механика, гамма-излучение. 

DOI: 10.26583/vestnik.2024.312 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

В этой статье авторы продолжают система-

тическое рассмотрение движения релятивист-

ских частиц вдоль выделенных направлений в 

монокристаллах (каналирование). В предше-

ствующей публикации [1] обсуждался выбор 

потенциала для описания и расчета квантовых 

характеристик поперечного движения заряжен-

ной частицы в режиме плоскостного каналиро-

вания. В настоящей статье анализируется осе-

вое (аксиальное) каналирование, когда электро-

ны движутся по спиралевидным траекториям 

вокруг цепочек атомов, описываемых усред-

ненным аксиально симметричным потенциалом. 

В поперечной направлению каналирования 

плоскости движение каналированных электро-

нов является орбитальным и финитным, подоб-

но движению электронов в атомах, что позволя-

ет рассматривать такое движение как уникаль-

ную исследовательскую модель релятивистско-

го двумерного атома с управляемыми парамет-

рами, поскольку характеристики движения 

электрона в осевом канале задаются его реляти-

вистской энергией (она играет роль массы элек-

трона в двумерном «атоме» и в эксперименте ее 

mailto:kalash@mephi.ru
mailto:asolchak@mephi.ru
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можно менять, управляя этой массой), а также 

параметрами усредненного потенциала атомной 

цепочки, которые зависят от выбора кристалло-

графического направления и химического со-

става кристалла. 

Особенность предложенного авторами под-

хода состоит в сочетании нескольких взаимодо-

полняющих аналитических методов описания 

движения релятивистских микрочастиц в сим-

метричных потенциалах для получения адек-

ватных расчетных результатов без обращения к 

непрозрачным численным методам. В комплект 

применяемых методов входят следующие. 

 Использование сопутствующей системы 

отсчета (ССО), которая сама движется со ско-

ростью, равной продольной оси каналирования 

компоненте скорости каналированной частицы. 

В ССО движение аксиально-каналированной 

частицы является двумерным (плоским). Для 

электронов с энергиями до нескольких гига-

электрон-вольт оно будет нерелятивистским, но 

для больших энергий нерелятивистское при-

ближение в ССО перестает быть допустимым. 

 Использование полуклассических методов 

квантования Бора и Бора–Зоммерфельда, позво-

ляющих аналитически рассчитать спектр раз-

решенных состояний поперечного движения как 

в плоскостном, так и в аксиальном случаях. Эти 

методы квантования можно расширить, сделав 

их применимыми даже для случая, когда попе-

речное движение перестает быть нерелятивист-

ским даже в ССО. 

 Использование классического и полуклас-

сического приближений для аналитического 

расчета заселенностей квантовых состояний 

поперечного движения и интенсивности жест-

кого электромагнитного излучения, возникаю-

щего при переходах между этими состояниями.  

 

АЛГОРИТМ РАСЧЕТА УСРЕДНЕННОГО 

ПОТЕНЦИАЛА ПРИ АКСИАЛЬНОМ  

КАНАЛИРОВАНИИ И КВАНТОВЫХ  

ХАРАКТЕРИСТИК ДВИЖЕНИЯ  

В СОПУТСТВУЮЩЕЙ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА 

 

Расчет усредненного аксиально-симметрич-

ного потенциала цепочки атомов можно выпол-

нить, усреднив по продольному направлению z 

объемную зарядовую плотность ρ(|𝑟|) состав-

ляющих ее атомов (ионов): 
 

〈ρ(𝑟)〉 = ∫ 𝑑𝑧 ρ(|𝑟|)/d,                   (1) 
 

где d – межатомное расстояние для выбранного 

кристаллографического направления; аргумент 

r в усредненной зарядовой плотности – рассто-

яние до оси каналирования, радиус-вектор 𝑟 в 

подынтегральном выражении для зарядовой 

плотности атома отсчитывается от положения 

ядра атома (иона).  

Чтобы найти усредненный потенциал цепоч-

ки атомов (точнее – потенциальную энергию 

U(r) электрона с зарядом е в поле, созданном 

усредненной зарядовой плотностью (2)), при-

дется решить уравнение Пуассона в цилиндри-

ческих координатах [2]: 
 

ΔU(r) = – е<(r)>/ε0         (2) 
 

В ССО волновые функции ψn,l(r) поперечно-

го движения частицы с релятивистской энерги-

ей E >>mc2 в двумерном потенциальном канале 

U(r) задаются решениями релятивистского 

уравнения Шредингера (также в цилиндриче-

ских координатах)  
 

(ħ2с2/2E) Δψn,l(r) = (εn – U(r))ψn,l(r),       (3) 
 

где εn – собственные значения энергий попереч-

ного движения, определяемые главным кванто-

вым числом n и соответствующие собственным 

функциям ψn,l(r) уравнения (3); l – орбитальное 

квантовое число, определяющее направленный 

вдоль оси каналирования квантованный момент 

импульса электрона Ll при заданной главным 

квантовым числом n энергии εn поперечного 

движения. 

Сложность состоит в том, что и посчитать 

интеграл (1) с похожей на реальную плот-

ностью распределения заряда в атоме, и тем бо-

лее решить потом уравнения (2) и (3) удается 

только в специальных функциях [2] или чис-

ленно, да и сама зарядовая плотность отдельных 

атомов ρ(|𝑟|) считается только численно и/или 

задается в той или иной приближенной модели. 

Если мы хотим уловить общие закономерности 

и характеристики потенциала и движения элек-

тронов в нем, удобнее и проще сразу взять мо-

дельную форму потенциала U(r), похожую по 

параметрам на численно считаемую, но позво-

ляющую далее работать с ней аналитически.  

 

РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ КВАНТОВЫХ  

СОСТОЯНИЙ В АКСИАЛЬНОМ КАНАЛЕ 

ДЛЯ ДВУМЕРНОГО КУЛОНОВСКОГО  

ПОТЕНЦИАЛА 

 

К сожалению, моделей, допускающих анали-

тический квантовый расчет по схеме (2), (3), не 

так много. Можно, например, взять потенци-

альную двумерную «кулоновскую» функцию  
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U(ρ) = – b 
𝑍𝑒2𝑅𝑇−𝐹 

ρ𝑎
 ,        (4) 

 

где 𝑅𝑇−𝐹 – радиус Томаса–Ферми, требующий 

сложного расчета для каждого типа атомов; b – 

подгоночный, безразмерный параметр порядка 

единицы.  

Расходящаяся в нуле функция (1) весьма да-

лека от реального усредненного потенциала це-

почки атомов, который, при учете тепловых ко-

лебаний ионного остова кристалла, обязан быть 

ограничен в нуле, однако некоторые характер-

ные свойства движения в режиме аксиального 

каналирования она позволяет выявить. Анализ 

решения волнового уравнения (3) с потенциа-

лом (4)  
 

          
ℏ2

2𝑚
 (

𝑑2𝑅

𝑑𝑟2 +
1

𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
 – 

𝑙2

𝑟2 𝑅) = (U(r) –ε) R       (5) 
 

можно найти, например, в [3], где показано, что 

энергия частицы в двумерном потенциале (4) 

может принимать значения 
 

ε𝑛 = – 
μ𝑒4𝑍2

2ℏ2(𝑛+|𝑙|+
1

2
)

2 ,                       (6) 

 

где n = 0, 1, 2, …, |𝑙| = 0, 1, 2, …, что лишь не-

значительно отличается от известной формулы 

для обычного трехмерного атома водорода 

(формула Бора–Зоммерфельда, [4]).  

В [3] приведены также волновые функции 

состояний с квантовыми числами n, l: 
 

ψ𝑛𝑙(r, φ) = 𝑒𝑖𝑙φ 1

√𝑟
 𝑒−γ

𝑟

𝑎 (
𝑟

𝑎
)

|𝑙|+
1

2
 ∑ 𝑎𝑘 (

𝑟

𝑎
)

𝑘
,𝑛

𝑘=0   (7) 

 

однако дальнейший аналитический расчет ха-

рактеристик движения и сопровождающего его 

электромагнитного излучения в квантовом под-

ходе даже с таким упрощенным потенциалом, 

как (4), практически невозможен.  

 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРАВИЛА КВАНТОВАНИЯ 

БОРА-ЗОММЕРФЕЛЬДА ДЛЯ РАСЧЕТА 

КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ ДВИЖЕНИЯ 

ПРИ АКСИАЛЬНОМ КАНАЛИРОВАНИИ 

  

Если мы хотим уловить общие закономерно-

сти и характеристики движения электронов в 

поле усредненного аксиально-симметричного 

потенциала, разумно воспользоваться прибли-

женными аналитическими методами расчета 

квантовых состояний. Для двумерного движе-

ния таким упрощенным методом является пра-

вило квантования Бора [5–6], предложенное еще 

до создания полноценной квантовой механики и 

успешно позволившее точно рассчитать спектр 

энергетических состояний атома водорода. Суть 

правила Бора – энергии разрешенных кванто-

вых состояний орбитального движения в цен-

тральном поле соответствуют энергиям движе-

ния электронов по круговым классическим ор-

битам с моментами импульса Ln, кратными це-

лому числу постоянных Планка:  
 

Ln = mvn rn = ħn, n = 1, 2, 3, …  (8) 
 

Причем орбитальные скорости vn и радиусы rn 

круговых орбит подчиняются классическому 

условию  

mvn
2/rn = – dU(r)/dr,                      (9) 

 

где производная dU(r)/dr берется в точке r = rn и 

равна силе, действующей на частицу, движу-

щуюся по круговой орбите радиуса rn в поле 

U(r).  

Круговой орбите радиуса rn соответствует 

максимально возможный момент импульса 

(l = n) при данной энергии движения εn, которая 

определяется условием  
 

εn = U(rn) + mvn
2/2 = 

 

= U(rn) + (rn/2)|dU(r)/dr|r = rn.           (10) 
 

Кроме круговых орбит, электроны с той же 

энергией εn могут иметь вытянутые орбиты с 

меньшими моментами импульса Ll = ħl (l – ор-

битальное квантовое число, 0 < l < n).  

Для кулоновского потенциала притяжения 

U(r) = – a/r условия (8), (10), как в трехмерном, 

так и в двумерном случае, приводят к извест-

ным [5–6] значениям энергий квантовых состо-

яний (как в атоме водорода): 
 

 εn = – a/2rn = – a2/mħ2n2.           (11) 
 

 Однако, как уже отмечалось, расходящийся 

в нуле кулоновский потенциал мало похож на 

реальный усредненный потенциал атомной це-

почки, который должен быть ограничен в нуле 

и скорее напоминать геометрический конус: 
 

U(r) = – U0 exp(–r/R), или U = U0r/R,  r < R,  (12) 
 

где R – характерный радиус экранирования ку-

лоновского потенциала ядра атома (радиус ато-

ма).  

Для потенциалов, подобных (12), которые, в 

отличие от кулоновского, ограничены снизу 

некоторым минимальным значением, правило 

Бора–Зоммерфельда (8) следует модифициро-

вать так, чтобы учесть квантовую невозмож-

ность состояния покоя, диктуемую принципом 

неопределенности [4]:  
 

Ln = ħ(n + 1/2), n = 0, 1, 2, …   (13) 
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Заметим, что для параболического потенциа-

ла U(r) = kr2/2 условия (10), (13) приводит к ре-

зультату, соответствующему точным решениям 

уравнения Шредингера εn = n ħ(k/m)1/2. Можно 

надеяться, что применение правил (10), (13) 

даст адекватные значения и для потенциалов, 

приближенных к реальному усредненному по-

тенциалу атомных цепочек, вдоль которых 

движутся каналированные электроны. В част-

ности, для «конусообразного» потенциала (12) 

условия квантования (10), (13) приводят к 

трансцендентному уравнению  
 

zn
3/2exp (–zn/2) = bn; 

 

zn = rn/R; b = ħc(EU0)–1/2/R,      (14) 
 

которое для подбарьерных состояний с радиу-

сами орбит rn < R (zn < 1) имеет простые анали-

тические решения: rn = R(bn)2/3. Параметр b = 

= ħc (EU0)–1/2/R при релятивистских энергиях 

электронов всегда мал: b << 1. Заметим, что 

число состояний с радиусами орбит rn < R при-

мерно соответствует числу состояний в плос-

костном потенциале той же глубины U0: 

N ~ (EU0)1/2R/ħc.  

Поперечные энергии εn в потенциале (12) для 

подбарьерных каналированных состояний с ра-

диусами орбит rn < R определяются выражени-

ем, похожим на то, что задает энергии состоя-

ний в «треугольном» потенциале при плоскост-

ном каналировании [1]:  

 

εn = mvn
2/2 + U(r n) = 3γU0rn /2R = 

 

= (3/2mc2)(nħcЕU0/R)2/3.            (15) 

 
АКСИАЛЬНОЕ КАНАЛИРОВАНИЕ ЧАСТИЦ 

СВЕРХВЫСОКИХ ЭНЕРГИЙ –  

«ДВУМЕРНЫЙ  

РЕЛЯТИВИСТСКИЙ АТОМ» 

 

Успешное применение правила квантования 

Бора–Зоммерфельда к модельным потенциалам 

дает надежду, что если модифицировать это 

правило применительно к релятивистским энер-

гиям поперечного движения, оно даст верную 

оценку для спектра и числа связанных состоя-

ний и в этом случае. Выход за рамки нереляти-

вистского приближения даже в ССО неизбежен 

при увеличении энергии электрона Е до не-

скольких гикаэлектрон-вольт, когда поперечные 

импульсы движущихся в канале частиц дости-

гают релятивистских значений:  
 

cp(x) = (2E(εn – U(x))1/2 ~ (EU0)1/2 > mc2.    (16) 

Корректировка правила квантования (10), 

(13) для релятивистских энергий движения 

электрона в ССО кажется очевидной – класси-

ческое условие устойчивости орбиты радиуса r 

заменить на вариант, применимый и в реляти-

вистском случае [5]:  
 

R = cpt /|еdU/dr|= Rcpt / γеU0,  (17) 
 

где pt – поперечный импульс электрона в сопут-

ствующей системе отсчета. Далее применяем 

правило квантования Бора для момента им-

пульса 

Ln = pt rn = γеU0 rn
2/Rc = nħ,  (18) 

 

находим радиусы разрешенных орбит, 
 

rn = ~ (nħRc/γеU0)1/2,          (19) 
 

и энергии разрешенных энергетических состоя-

ний с квантовыми числами n: 
 

εn = cpn + еU(rn) = 
 

= 2γеU0rn /R =2(nħcγеU0/R)1/2. (20) 
 

Заметим, что релятивистским энергиям по-

перечного движения в любом случае соответ-

ствуют большие квантовые числа n >> 1, при 

которых добавка ħ/2 в правиле квантования (18) 

перестает быть существенной, а расстояния 

между уровнями энергии при больших n 
 

dεn /dn = ~ (ħcγеU0/Rn)1/2   (21) 
 

убывают быстрее, чем при малых n (dεn/dn ~ 

~ n–1/3, см. (15)).  

Общее число связанных состояний в потен-

циальном канале при ультрарелятивистских 

энергиях может достигать 
 

N ~ RγеU0/ ħc.   (22) 

 
ВЫВОДЫ И ЗАВЕРШАЮЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

 

Выполненное рассмотрение показывает, что 

основные характеристики квантовых состояний 

поперечного движения релятивистских частиц 

при осевом каналировании также слабо чув-

ствительны к функциональной зависимости 

усредненного потенциала от поперечных коор-

динат, как и при каналировании плоскостном. 

Точное воспроизведение этой зависимости ме-

тодами численного усреднения сложных потен-

циалов атомов и ионов решетки нецелесообраз-

но. Достаточно ограничиться выбором просто-

го, но реалистичного модельного потенциала, 

например конусообразного. Для выполнения 

такого расчета также не обязательно использо-

вать сложные точные уравнения квантовой ме-
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ханики (релятивистское уравнение Шредингера, 

решение которого возможно лишь численно или 

в специальных функциях), но воспользоваться 

модифицированным приближенным методом 

квантования Бора, позволяющим сделать анали-

тический расчет основных характеристик кван-

товых состояний [7–8]. Этот метод удается 

применить и для рассмотрения поперечного 

движения, выходящего за рамки нерелятивист-

ского приближения.  
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 The work examines the movement of relativistic particles (electrons) along close-packed chains of atoms in sin-

gle crystals (axial channeling). The motion of electrons is considered in the accompanying reference frame (CFR), 

which itself moves with a speed equal to the longitudinal axis of the channeling and the velocity component of the 

channeled particle. In SSO, the motion of an axially channeled particle is two-dimensional (flat), and for electrons 

with energies up to several GeV it will be non-relativistic, as in the hydrogen atom. The quantum characteristics of 

motion are determined by the energy of the particle (it plays the role of the mass of the electron in a two-

dimensional “atom”), as well as by the parameters of the average potential of the atomic chain, which depend on the 

crystallographic direction and chemical composition of the crystal. Axial channeling can be considered as a unique 

model of a relativistic two-dimensional atom with controlled parameters. The work shows that the main characteris-

tics of quantum states of transverse motion of particles during axial channeling are weakly sensitive to the functional 

dependence of the parameters of the average potential on transverse coordinates. To calculate such characteristics, it 

is convenient to use Bohr’s approximate quantization method, which allows one to obtain the result analytically. The 

modified Bohr quantization method can be used to calculate the characteristics of transverse motion, which even 

goes beyond the nonrelativistic approximation even in SSO. In this work, the energy spectra of permissible states of 

transverse orbital motion are calculated for several variants of model axially symmetric potentials. It is shown that, 
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despite differences in structure, the average distances between energy levels are slightly insensitive to the choice of 

potential model. The level energies were found both for the case when a nonrelativistic approximation is applicable 

to describe the transverse motion in the SSO, and in a situation that goes beyond the nonrelativistic approximation. 

 

Keywords: coherent interaction, channeling, single crystal, accompanying reference frame, electromagnetic radi-

ation, quantum mechanics, gamma radiation. 

 

REFERENCES 

 

1. Kalashnikov N.P., Ol'chak A.S. Vybor ad-

ekvatnogo potenciala vzaimodejstviya dlya opisaniya 

ploskostnogo kanalirovaniya relyativistskih chas-

tic.[Selecting adequate interaction potential to describe 

planar channeling of relativistic particles]. Vestnik NI-

YAU «MIFI», 2024. Vol. 13. No. 1 [in the press]. 

2. Kalashnikov N.P. Kogerentnye vzaimodejstviya 

zaryazhennyh chastic v monokristallah [Coherent inter-

actions of charged particles in single crystals]. Moscow, 

Atomizdat Publ., 1981. 224 p. 

3. Vorob'ev S.A. Kanalirovanie elektronnyh puchkov 

[Channeling of electron beams]. Moscow, Ener-

goatomizdat Publ., 1984. 96 p. 

4. Landau L.D., Livshic E.M. Teoreticheskaya fizika. 

T. III. Kvantovaya mekhanika. Nerelyativistskaya teori-

ya. [Theoretical physics. vol. III. Quantum mechanics. 

Non-relativistic theory]. Moscow, Nauka. GRFML 

Publ., 1989. 768 p. 

5. Landau L.D., Livshic E.M. Teoreticheskaya fizika. 

T. II. Teoriya polya. [Theoretical physics. Vol. II. Field 

theory]. Moscow, Nauka. GRFML Publ., 1988. 512 p. 

6. Fano U., Fano L. Fizika atomov i molekul. [Phys-

ics of atoms and molecules]. Moscow, Nauka. GRFML 

Publ., 1980. 658 p. 

7. Kalashnikov N.P., Ol'chak A.S. Klassicheskoe i 

kvantovoe opisaniya effekta kanalirovaniya kak vzaimno 

dopolnyayushchie priblizheniya [Classical and quantum 

descriptions of the channeling effect as mutually com-

plementary approximations]. Poverhnost', rentgenovskie, 

sinhrotronnye i nejtronnye issledovaniya, 2022. No. 10. 

Pp. 107–112 (in Russian). 

8. Kalashnikov N.P., Ol'chak A.S. Klassicheskij pod-

hod dlya opisaniya izlucheniya kanalirovannyh chastic 

[Classical approach to describe the radiation of chan-

neled particles]. Vestnik NIYaU MIFI, 2021. Vol. 10. 

No. 2. Pp. 97–103 (in Russian). 

 



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА «МИФИ», 2024, 

т. 13, № 1, с. 22–29 

 

– 22 – 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
 

 

 
УДК 004.62 

 

МНОГОМЕРНЫЙ АНАЛИЗ ДАННЫХ В ЗАДАЧЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  

ПОПАДАНИЯ КРЕДИТНЫХ ОРГАНИЗАЦИЙ В ЗОНУ РИСКА  
 

Е.П. Акишина1, В.В. Иванов1,2, А.В. Крянев1,2*, А.С. Приказчикова2 
1Объединённый институт ядерных исследований, Дубна, 141980, Россия 

2Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, 115409, Россия 

*e-mail: AVKryanev@mephi.ru 

 

Поступила в редакцию: 10.12.2023 

После доработки: 10.12.2023 

Принята к публикации: 26.12.2023 

 

Исследование экономических процессов базируется на изучении большого числа параметров. В связи с 

чем для проведения анализа исследуемых явлений и решения прогностических задач возникает необходи-

мость применения методов многомерного анализа данных. В статье рассматривается проблема идентифика-

ции подозрительных, с точки зрения финансовой состоятельности, кредитных организаций, осуществляю-

щих свою деятельность на российском рынке. Настоящее исследование нацелено на разработку методики 

многомерного анализа данных для выявления подозрительных кредитных организаций и прогнозирования 

отзыва у них лицензий. Для решения указанной задачи предлагается использовать иерархические и итера-

ционные методы кластерного анализа, а также метод главных компонент. На основе этих методов разрабо-

тана методика формирования зоны риска, позволяющая прогнозировать отзыв лицензий у кредитных орга-

низаций. Для определения количества кластеров применялся метод кластеризации Варда, а также метод 

локтя, метод силуэтов, метод Дэвиса–Боулдина. Совместное использование методов кластерного анализа и 

метода главных компонент позволили продемонстрировать робастность предложенной методики. В настоя-

щем исследовании использовались данные формы банковской отчетности № 101. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Исследование экономических процессов ба-

зируется на изучении большого числа парамет-

ров. В связи с чем для проведения анализа ис-

следуемых явлений и решения прогностических 

задач возникает необходимость применения 

методов многомерного анализа данных [1].  

В настоящей работе для исследования дея-

тельности банков на российском рынке исполь-

зовались методы кластерного анализа и метод 

главных компонент. 

Можно выделить два вида методов кластер-

ного анализа: иерархические и итерационные. 

Иерархические методы предназначены для раз-

биения исходных данных на группы (кластеры) 

таким образом, чтобы элементы, входящие в 

одну группу, были максимально «схожи», а 

элементы из разных групп были максимально 

«отличными» друг от друга. К итерационным 

методам относится, в частности, метод k-сред-

них, с помощью которого вычисляются харак-

теристики кластеров [2].  

Авторами работы [3] показано, что совмест-

ное применение методов кластерного анализа и 

метода главных компонент [4] позволяет суще-

ственно сократить размерность анализируемых 

данных без заметной потери качества информа-

ции. 

Настоящее исследование нацелено на разра-

ботку методики многомерного анализа данных 

для выявления подозрительных кредитных ор-

ганизаций и прогнозирования отзыва у них ли-

цензий. 

 

1. ПРИМЕНЕНИЕ КЛАСТЕРНОГО АНАЛИЗА 

 

Ранее, в работах [5, 6], нами анализировалась 

банковская сфера в России, а именно незакон-

ная активность отдельных ее звеньев. Призна-

ковое пространство, характеризующее операци-

онную деятельность банков, исследовалось с 
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помощью искусственных нейронных сетей и 

деревьев решений. 

В настоящей работе анализировались данные 

о 469 кредитных организациях (из которых 111 

банки с отозванной лицензией) с января 2019 по 

декабрь 2021 г., выборка содержит 22 финансо-

вых показателя из формы банковской отчетно-

сти № 101. Кроме того, в выборке присутствует 

категориальный признак «Отзыв» («1» – у банка 

отозвана лицензия, «0» – действующий банк) и 

поле «Причина», в котором указана причина 

отзыва лицензии у банка в случае прекращения 

его деятельности. 

 

1.1. Оценка количества кластеров 

 

На первом шаге исследования для проведе-

ния кластеризации всех объектов определим 

подходящее количество кластеров. Для этого 

применим метод иерархической кластеризации 

Варда [7]. В этом методе используется мера 

сходства между объектами. Примем в качестве 

такой меры – евклидово расстояние, которое 

является геометрическим расстоянием в много-

мерном пространстве между объектами, и вы-

числяется следующим образом (1): 
 

 𝑆(𝑥, 𝑦) =  ∑ √(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2
𝑖 ,               (1) 

 

где 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 – координаты точек (объектов), между 

которыми рассчитывается расстояние,  

i = 1, 2, ..., k, k – количество измерений [8]. 

В результате применения метода Варда в 

программе Statistica [9] ко всем объектам иссле-

дования построена дендрограмма (рис. 1), на 

которой видно, что при межкластерном рассто-

янии 60 (красная линия) объекты образуют че-

тыре кластера. 

 

 
 

Рис. 1. Применение метода Варда 

 

Кроме метода Варда, нами были рассмотре-

ны метод локтя, метод силуэтов, метод Девиса-

Боулдина [10]. Результаты применения этих ме-

тодов и метода Варда представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Оценка числа кластеров  

разными методами 
 

Метод оценки  

числа кластеров 

Количество  

кластеров 

Метод Варда 4 

Метод локтя 6 

Метод силуэтов 2 

Метод Девиса-Боулдина 5 

 

Так как методы локтя, силуэтов и Девиса–

Боулдина не дали однозначного ответа для 

оценки числа кластеров, остановим свой выбор 

на методе Варда и примем это число за 4. Далее 

перейдем к методу k-средних. 

 

1.2. Применение метода кластеризации 

k-средних и формирование зоны риска 

 

В методе k-средних кластерного анализа 

необходимо заранее задать число кластеров, для 

чего используем результат метода Варда – че-

тыре. Из исходного множества данных случай-

ным образом выбираются k-наблюдений, кото-

рые будут служить начальными центрами кла-

стеров. Для каждого наблюдения исходных 

данных определяется ближайший к нему центр. 

Далее вычисляется центр масс каждого класте-

ра. Затем объекты разбиваются на группы вновь 

в соответствии с тем, к какому из новых цен-

тров каждый объект оказался ближе, оценив это 

по метрике евклидового расстояния. Таким об-

разом, минимизируется суммарное квадратич-

ное отклонение объектов кластеров от центров 

этих кластеров: 
 

 𝑉 =  ∑ ∑ (𝑥 − μ𝑖)2
𝑥∈𝑆𝑖

𝑘
𝑖=1 ,             (2)  

 

где k – число кластеров; 𝑆𝑖 – полученные кла-

стеры, i = 1, 2, ..., k, а μ𝑖 – центры масс всех век-

торов 𝑥 из кластера 𝑆𝑖 [11]. 

После применения метода k-средних оценим 

качество разбиения на кластеры, для чего ис-

пользуем критерий различия (t-критерий       

Стьюдента). Результаты оценки представлены 

на рис. 2. Значение p (р-уровень статистической 

значимости) менее чем 0.05 говорит о значимом 

различии между полученными кластерами. 
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Рис. 2. Результаты дисперсионного анализа  

в пакете Statistica  

при реализации метода k-средних 
 

В табл. 2 представлен состав кластеров после 

проведения первого этапа кластеризации, вклю-

чающего метод Варда и метод k-средних. Из 

табл. 2 видно, что в кластеры 1, 2 и 3 попали 

крупные и благонадежные организации.  
 

Таблица 2. Состав кластеров после первого этапа 

кластерного анализа 
 

№ кла-

стера 

 

Состав 

1 ПАО «Сбербанк» 

2 АО «Газпром», АО «ВТБ» 

3 АО «Альфа-банк», ПАО «Росбанк»,  

АО «Россельхозбанк», ПАО Банк «ФК 

Открытие», ПАО «Промсвязьбанк», 

ПАО «Московский кредитный банк», 

НКО АО «НРД», НКО АО «НКЦ» 

4 Остальные банки 
 

Анализ средних значений финансовых пока-

зателей объектов для разных кластеров (рис. 3) 

показал, что средние значения показателей для 

объектов четвертого кластера значительно ниже 

значений показателей для других кластеров. 
 

 
 

Рис. 3. График средних значений показателей  

объектов каждого кластера после первого этапа  

кластеризации: 1 – первый кластер;  

2 – второй кластер; 3 – третий кластер;   

4 – четвертый кластер 

Из табл. 3 видно, что все неблагонадежные 

объекты сосредоточились в четвертом кластере 

(111 объектов).  

 
Таблица 3. Количество благонадежных  

и неблагонадежных объектов после применения  

методов кластерного анализа на первом этапе 
 

№ кла-

стера 

Количество 

благо-

надежных 

Количество  

неблаго-

надежных 

Общее 

количество 

1 1 0 1 

2 2 0 2 

3 8 0 8 

4 335 111 446 

 
Таким образом, на первом этапе кластериза-

ции мы можем выделить четвертый кластер, как 

целевой для дальнейшего анализа, и сосредото-

читься на объектах, содержащихся в нем.  

Реализуем аналогичную процедуру кластер-

ного анализа теперь для объектов четвертого 

кластера: применим метод Варда, определим 

число кластеров и затем применим метод k-

средних. Указанные ранее шаги кластеризации 

мы будем последовательно применять к самому 

многочисленному кластеру до тех пор, пока не 

получим кластер, который содержит соизмери-

мое количество благонадежных и неблагона-

дежных объектов. 

В настоящем исследовании было проведено 

пять этапов кластеризации, по окончании кото-

рых осталось 194 объекта, разделенных на семь 

кластеров. Из табл. 4 видно, что кластер № 1 

содержит сбалансированное количество благо-

надежных и неблагонадежных объектов.  

 
Таблица 4. Количество благонадежных  

и неблагонадежных объектов  

после пятого этапа кластеризации 
 

№ кла-

стера 

Количество  

благонадеж-

ных 

Количество  

неблагонадеж-

ных 

Общее 

количе-

ство 

1 62 42 104 

2 0 3 3 

3 14 4 18 

4 26 6 32 

5 4 2 6 

6 7 7 14 

7 13 4 17 
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2. АНАЛИЗ ЗОНЫ РИСКА 

 

На следующем шаге исследования нами про-

водился анализ первого кластера, полученного 

на пятой итерации. В данном кластере содер-

жатся 62 благонадежных объекта и 42 неблаго-

надежных. В связи с этим, в данный кластер 

попало большинство неблагонадежных объек-

тов, мы назвали объекты первого кластера вы-

сокорисковыми, и именно они формируют зону 

высокого риска. 

Далее на основе показателей 42 неблагона-

дежных объектов строится центроид зоны рис-

ка. Центроидом назовем точку в многомерном 

пространстве, каждая координата которой пред-

ставляет собой математическое ожидание по 

каждой переменной. На рис. 4 приведена диа-

грамма Евклидовых расстояний от центроида 

зоны риска до всех объектов. 

 

 
 

Рис. 4. Диаграмма евклидовых расстояний  

от центроида зоны риска до всех объектов 

 

Из рис. 4 можно сделать предположение, что 

все благонадежные объекты, находящиеся на 

расстоянии меньшем, чем 10-4, являются подо-

зрительными. В связи с этим именно указанные 

объекты должны быть подвергнуты экспертной 

проверке в первую очередь. 

На рис. 5 приведены распределения евклидо-

вых расстояний от центроида зоны риска до 

всех объектов.  

Из рисунка видно, что большинство небла-

гонадежных объектов сосредоточено в первых 

пяти интервалах (всего 26 организаций) распре-

деления. Это дает основание полагать, что бла-

гонадежные объекты из этих интервалов явля-

ются наиболее подозрительными с точки зрения 

их возможной несостоятельности или вовле-

ченности в противоправную деятельность. 

 

 
Рис. 5. Распределение евклидовых расстояний  

в области центроида (исходные данные) 

 

Далее рассматривались два множества орга-

низаций: множество всех благонадежных орга-

низаций зоны риска и множество организаций, 

у которых по решению Банка России была ото-

звана лицензия в период с января 2022 по август 

2023 г., всего 15 организаций. В результате пе-

ресечения указанных множеств были иденти-

фицированы семь организаций: 
 

𝑘1 =
𝑝1

𝑛
,                            (3) 

 

где p1 – идентифицированные организации; n – 

организации с отозванной в заданный период 

лицензией. 

Таким образом, с использованием предло-

женной методики спрогнозировано 46.6 % фак-

тов отзыва банковских лицензий. 

Из диаграммы на рис. 4 видно, что все семь 

идентифицированных организаций (отмечены 

желтым цветом) оказались в зоне неблагона-

дежных организаций. 

 

3. ПРИМЕНЕНИЕ КЛАСТЕРНОГО АНАЛИЗА 

К ДАННЫМ, ПОЛУЧЕННЫМ НА ОСНОВЕ 

МЕТОДА ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ  

В ЭЛЕКТРОННОМ ВИДЕ 

И ФОРМИРОВАНИЕ ЗОНЫ РИСКА 

 

В работе [3] показана практическая эффек-

тивность методов оценки количества кластеров 

после проведения метода главных компонент и 

формирования соответствующих главных ком-

понент (ГК), на основе которых и осуществлял-

ся кластерный анализ. 

В основе метода ГК лежат всевозможные 

линейные преобразования исходных признаков. 

В результате применения метода к исходным 

данным сгенерированы 22 компоненты. На 

рис. 6 представлен график «каменистой осыпи», 
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который демонстрирует вклад каждой главной 

компоненты в совокупную дисперсию. Из ри-

сунка видно, что наибольший вклад дает первая 

главная компонента, а начиная с шестой компо-

ненты вклад остальных незначителен. Поэтому 

можно использовать пять главных компонент 

(из сгенерированных 22), общая совокупность 

дисперсии которых составляет 96.4 %. 

С целью оценки количества кластеров, на 

которое следует разбить совокупность анализи-

руемых данных, применим к отобранным ГК 

метод Варда (рис. 7), метод Девиса–Боулдина 

(рис. 8), метод силуэтов (рис. 9) и метод локтя 

(рис. 10).  

 

 

 
 

Рис. 6. График «каменистой» осыпи 

         
 

 Рис. 7. Применение метода Варда           Рис. 8. Применение метода Девиса–Боулдина 

  
             Рис. 9. Применение метода силуэтов           Рис. 10. Применение метода локтя 

 

 

Результаты отработки методов оценки кла-

стеров с использованием ГК представлены в 

табл. 5. 

 Исходя из результатов оценки, проведена 

кластеризация методом k-средних с числом кла-

стеров 6. Результаты кластерного анализа пер-

вого этапа представлены в табл. 6. 

 
 

Таблица 5. Оценка числа кластеров  

разными методами (ГК) 
 

Метод оценки  

числа кластеров 

Количество  

кластеров 

Метод Варда 6 

Метод локтя 6 

Метод силуэтов 6 

Метод Девиса–Боулдина 6 
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Таблица 6. Количество благонадежных  

и неблагонадежных объектов после применения  

методов кластерного анализа на первом этапе (ГК) 
 

№ кла-

стера 

Количество  

благонадеж-

ных 

Количество  

неблагонадеж-

ных 

Общее 

количе-

ство 

1 2 0 2 

2 4 0 4 

3 337 123 460 

4 1 0 1 

5 1 0 1 

6 1 0 1 

 

 

На рис. 11 представлен график средних зна-

чений пяти главных компонент для каждого из 

шести кластеров, из которого видно, что сред-

ние значения главных компонент для объектов 

третьего кластера расположены в зоне нуля. 

 

 
 

Рис. 11. График средних значений  

ГК объектов каждого кластера  

после первого этапа кластеризации 

 

Из табл. 6 видно, что в третий кластер попа-

ло максимальное число неблагонадежных кре-

дитных организаций. Повторим вышеописан-

ную процедуру (оценка числа кластеров и кла-

стеризация методом k-средних) для объектов 

третьего кластера. Указанные этапы кластери-

зации будем последовательно применять к са-

мому многочисленному кластеру (аналогично 

тому, как делали с исходными данными) до тех 

пор, пока не получим кластер, который содер-

жит соизмеримое количество благонадежных и 

неблагонадежных объектов.  

Всего было проведено шесть этапов класте-

ризации, по окончании которых получено четы-

ре кластера. Кластер № 1 (табл. 7) содержит 

сбалансированное количество благонадежных и 

неблагонадежных объектов. 

 

Таблица 7. Количество благонадежных  

и неблагонадежных объектов после шестого  

этапа кластеризации 
 

№ кла-

стера 

Количество  

благонадеж-

ных 

Количество 

неблагонадеж-

ных 

Общее 

количе-

ство 

1 53 28 81 

2 18 4 22 

3 46 21 67 

4 2 1 3 

 
 

4. АНАЛИЗ ЗОНЫ РИСКА  

УСЕЧЕННЫХ ДАННЫХ 

 

На заключительном этапе исследования про-

водился анализ выделенного первого кластера, 

полученного в третьем разделе настоящей рабо-

ты. В данном кластере содержатся 53 благона-

дежных объекта и 28 неблагонадежных. В связи 

с тем, что 53 благонадежных объектов попали в 

кластер с большим количеством неблагонадеж-

ных объектов, будем считать эти 53 объекта по-

дозрительными. Они и будут формировать так 

называемую зону риска. 

С использованием данных о неблагонадеж-

ных объектах строился центроид зоны риска. На 

рис. 12 приведена диаграмма евклидовых рас-

стояний от центроида до всех объектов. В дан-

ном  случае  в  зону  высокого  риска  попадают 

все объекты (из них 37 благонадежных органи-

заций),  евклидово  расстояние  которых  до 

центроида  неблагонадежных  менее  чем        

3  10–3. Отметим, что неблагонадежный объект 

с евклидовым расстоянием 0.0068 был признан 

аномальным и не учитывался при формирова-

нии зоны риска. 

 

 
 

Рис. 12. Диаграмма евклидовых расстояний  

от центроида до всех объектов (ГК) 
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В ходе анализа состава зоны риска рассмат-

ривались два множества: множество всех бла-

гонадежных организаций зоны риска и множе-

ство организаций, у которых по решению Банка 

России была отозвана лицензия в период с ян-

варя 2022 по август 2023 г., всего 15. В резуль-

тате пересечения указанных множеств были 

идентифицированы шесть организаций. 

Таким образом, применение разработанной 

методики с использованием данных, построен-

ных с помощью метода главных компонент, 

позволило спрогнозировать 40 % фактов отзыва 

банковских лицензий: 
 

𝑘2 =
𝑝2

𝑛
,                              (4) 

 

где p2 – идентифицированные организации;  n – 

организации с отозванной в заданный период 

лицензией. 

 

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ  

И ВЫВОДЫ 

 

В заключение подведем итоги выполненного 

исследования: 

 на основе методов кластерного анализа и 

метода главных компонент разработана методи-

ка для прогнозирования попадания кредитных 

организаций в зону риска; 

 совместное использование методов кла-

стерного анализа и метода ГК позволило про-

демонстрировать робастность предложенной 

методики; 

 сформирована зона риска, в которую по-

пало заметное количество благонадежных орга-

низаций, на которые, в первую очередь, необхо-

димо обратить особое внимание; 

 разработанная методика позволила спро-

гнозировать 40–47 % фактов отзыва лицензий у 

благонадежных кредитных организаций. 
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The study of economic processes is based on the study of a large number of parameters. In this connection, in 

order to analyze the phenomena under study and solve prognostic problems, there is a need to use methods of multi-

dimensional data analysis. The article examines the problem of identifying suspicious, from the point of view of fi-

nancial solvency, credit institutions operating in the Russian market. This study is aimed at developing a methodol-

ogy for multidimensional data analysis to identify suspicious credit institutions and predict the revocation of their li-

censes. To solve this problem, it is proposed to use hierarchical and iterative methods of cluster analysis, as well as 

the principal component method. Based on these methods, a methodology for forming a risk zone has been devel-

oped that makes it possible to predict the revocation of licenses from credit institutions. To determine the number of 

clusters, the Ward clustering method was used, as well as the elbow method, the silhouette method, and the Davis-

Bouldin method. The combined use of cluster analysis methods and the principal component method made it possi-

ble to demonstrate the robustness of the proposed methodology. Data from Bank Reporting Form No. 101 were used 

in this study. 

 

Keywords: cluster analysis methods, k-means method, principal component method, Euclidean distance, credit 

institution, license revocation. 

 

REFERENCES 

 

1. Anderson T. Vvedenie v mnogomernyj statistich-

eskij analiz. [Introduction to multivariate statistical anal-

ysis]. Moscow, State Publishing House of Physical and 

Mathematical Literature Publ., 1963. 500 p.  

2. Durand B., Odell P. Klasternyj analiz. [Cluster 

analysis]. Moscow, Statistika Publ., 1977. 128 p. 

3. Dr. Tirthajyoti Sarkar. Clustering and dimen-

sionality reduction techniques combined.  

Available at: https: //github.com/tirthajyoti/Machine- 

Learning-with-Python/blob/master/Clustering-Dimensio-

nality-Reduction/Clustering_with_dim_reduction.ipynb 

(accessed 07.07.2023). 

4. Ajvazyan S.A., Buhshtaber V.M., Enyukov I.S. 

Prikladnaya statistika. Klassifikaciya i snizhenie razmer-

nosti [Applied statistics. Classification and dimension 

reduction]. Moscow: Finansy i statistika Publ., 1989. 

607 p. ISBN 5-279-00054-X. 

5. Akishina E.P., Ivanov V.V., Kryanev A.V., Pri-

kazchikova A.S. Cravnitel'nyj analiz metodov derev'ev 

reshenij i nejronnyh setej v zadache klassifikacii kredit-

nyh organizacij [Comparative analysis of decision tree 

and neural network methods in the problem of classifica-

tion of credit institutions]. Vestnik NIYaU MIFI, 2022. 

Vol. 11. No. 6. Pp. 442–449. https://doi.org/10.26583/ 

vestnik.2022.12 (in Russian) 

6. Akishina E.P., Ivanov V.V., Prikazchikova A.S. 

Primenenie nejronnyh setej i metoda glavnyh komponent 

dlya identifikacii kreditnyh organizacij, potencial'no 

vovlechennyh v process po legalizacii prestupnyh 

dohodov [Application of neural networks and the princi-

pal component method for identifying credit institutions 

potentially involved in the process of money launder-

ing]. Izvestiya Issyk-Kul'skogo foruma buhgalterov i 

auditorov stran Central'noj Azii, 2022. No. 2(37). 

Pp. 294–296 (in Russian). 

7. Murtagh F. Ward's Hierarchical Agglomerative 

Clustering Method: Which Algorithms Implement 

Ward's Criterion. Journal of Classification, 2014. 

No. 31. Pp. 274–295. 

8. Ayvazyan S.A. Mnogomernyj statisticheskij analiz 

v social'no-ekonomicheskih issledovaniyah [Multivariate 

statistical analysis in socio-economic research]. 

Ekonomika i matematicheskie metody, 1977. No. 13 (5). 

Pp. 968–985 (in Russian). 

9. StatSoft Inc., 2011. STATISTICA (data analysis 

software system), version 10. Available at: 

www.statsoft.com (accessed 07.07.2023). 

10. Baimuratov I.R. Metody avtomatizacii mash-

innogo obucheniya [Methods for automating machine 

learning[. St. Petersburg, Universitet ITMO Publ., 2020. 

40 p. 

11. Ajvazyan S.L., Enyukov I.S., Meshalkin L.D. Pri-

kladnaya statistika. Issledovanie zavisimostej [Applied 

statistics. Dependency research]. Moscow, Izdatel'stvo 

«Finansy i statistika» Publ., 1985. 488 p. 

 

mailto:AVKryanev@mephi.ru
https://doi.org/10.26583/%20vestnik.2022.12
https://doi.org/10.26583/%20vestnik.2022.12
http://www.statsoft.com/


ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА «МИФИ», 2024, 

т. 13, № 1, с. 30–39 

 

– 30 – 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
 

 

УДК 57.087 

ОСОБЕННОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ АЭРОЗОЛЬНЫХ ЧАСТИЦ 

 В ТЕХНОГЕННЫХ УСЛОВИЯХ 
 

А.Р. Каримов1, М.А. Соломатин1,* 

1Национальный исследовательский ядерный университет МИФИ, Москва, 115409, Россия  

*e-mail: mis4455@yandex.ru 

 

Поступила в редакцию: 18.12.2023 

После доработки: 22.01.2024 

Принята к публикации: 06.02.2024 

 

В работе обсуждается динамика аэрозолей в приложении к распространению воздушно-капельных ви-

русных инфекций в условиях, когда следует учитывать взаимное движение исследуемых объектов. Данная 

особенность наиболее сильно должна проявляться в городских условиях, где разнообразные транспортные 

потоки являются неотъемлемой частью среды обитания современного человека. Рассматривается движение 

отдельных частиц в двухмерной геометрии под действием силы тяжести и трения, а также внешнего элек-

тростатического поля. В рамках развиваемой модели исследуется влияние начальных условий, обусловлен-

ных физиологическими процессами дыхания, и состоянием окружающей среды на динамику распростране-

ния выдыхаемых аэрозолей. Произведена оценка расстояний, на которые могут распространиться аэрозоль-

ные частицы в зависимости от размеров и начальных скоростей частиц. Показано, что более крупные части-

цы распространяются на большие расстояния, тогда как более мелкие частицы «вморожены» в окружающую 

среду и могут распространяться только с потоками воздуха. В приложении к передаче вирусных инфекций 

это означает совершенно разные виды транспортировки вирусов в зависимости от размеров и вида дисперс-

ной фазы. Полученные результаты были применены к анализу особенностей распространения вирусов в 

условиях метрополитена.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Распространение респираторных заболева-

ний зависит от множества факторов, включая 

транспортные потоки, которые являются неотъ-

емлемой частью современной жизни человека и 

могут способствовать передаче вирусных ин-

фекций. В настоящей работе обсуждается влия-

ние взаимного движения людей на передачу 

различных вирусных инфекций, включая 

COVID-19.  

Переносчиком большинства инфекций, 

включая короновирусы, является твердая или 

жидкая фаза воздушного потока, возникающего 

при дыхании или кашле [1–3]. Это связано с 

тем, что характерные размеры дисперсной фазы 

могут меняться от микроскопических (10−9 м) 

до макроскопических (10−4 м) масштабов [4–6], 

тогда как размер вирусов лежит в диапазоне от 

10−8 до 4 ∙ 10−7 м [7], т.е. достаточно крупные 

дисперсные частицы могут быть носителями 

достаточно большого числа вирусов. С другой 

стороны, более мелкие частицы должны доста-

точно быстро тормозиться силой трения, и 

дальнейшее их распространение будет опреде-

ляться собственными процессами переноса в 

окружающей атмосфере и действующими на 

них полями, а именно гравитационным полем 

Земли и внешними электростатическими поля-

ми, если система аэрозоль-вирус имеет диполь-

ный момент.  
 

 
Рис. 1. Распределение аэрозольных частиц  

в атмосфере: 1 – частицы Эйткена; 2 – частицы 

Юнге; 3 – гигантские частицы [5, 6] 
 

Говоря другими словами, при анализе рас-

пространения вирусов аэрозолями следует при-
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нимать во внимание распределение частиц по 

размерам, а также их дипольные моменты.  

Типичное распределение атмосферных аэро-

золей представлено на рис. 1 [5, 6]. Как видно 

из графика, пик концентрации наблюдается для 

частиц между 10−8  и 10−6  м. При этом пора-

жающий эффект будет зависеть от времени 

жизни на открытом воздухе и концентрации 

живых микроорганизмов во вдыхаемом воздухе 

[8–10], что напрямую определяется расстоянием 

до объекта поражения и скоростью вылетевше-

го аэрозоля, а значит, относительной скоростью 

людей. Например, наглядным примером такой 

ситуации, где необходимо учитывать относи-

тельную скорость людей, является взаимное 

движение людей на эскалаторах в метро.  

Учитывая большую плотность людей и орга-

низацию людских потоков в современном горо-

де, можно утверждать, что подобные факторы 

могут оказать значительное влияние на распро-

странение вирусов в техногенных условиях. По-

этому для выявления роли размеров и началь-

ных скоростей аэрозольных частиц, состояния 

окружающей среды было бы полезно проанали-

зировать разлет дисперсной фазы в типичных 

условиях городской среды и обсудить влияние 

аэрозольной динамики на распространение ви-

русов.  

В настоящей статье мы рассмотрим этот во-

прос, используя простейшую двухмерную мо-

дель [9–13], описывающую динамику невзаи-

модействующих друг с другом аэрозольных ча-

стиц, движущихся только под действием силы 

тяжести и трения. Обсудим влияние начальных 

скоростей вылетающих частиц и их размеров на 

характер их разлета в пространстве (рис. 2), а 

значит, и на возможность распространения ви-

русов.  

 

 
Рис. 2. Разлет дисперсной фазы  

при дыхательных процессах [8, 9] 

 

Также данные результаты будут интересны с 

точки зрения определения соответствующих 

коэффициентов переходов в математических 

моделях распространения эпидемий, например, 

SEIR, SIR [14–16]. В настоящее время данные 

коэффициенты определяются из анализа эмпи-

рической информации (см., например, [14, 17–

19]), тогда как в рамках настоящей работы 

можно подойти к определению этих коэффици-

ентов с теоретической стороны.  

 

БАЛЛИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

РАСПРОСТРАНЕНИЯ АЭРОЗОЛЕЙ 

 

Чтобы наиболее простым образом учесть на-

чальные условия, рассмотрим движение сово-

купности невзаимодействующих одинаковых 

частиц, имеющих сферическую форму, распро-

страняющихся в воздухе с постоянной плотно-

стью ρвз. Поскольку данные частицы отличают-

ся только начальными кинематическими харак-

теристиками, то для оценки основных характе-

ристик разлета достаточно рассмотреть дина-

мику одной частицы при разных начальных 

условиях. Ограничимся для простоты анализа 

движением частицы в двухмерной геометрии в 

плоскости X0Z, направив ось 0Z от поверхности 

Земли, при этом ось 0Х лежит в плоскости па-

раллельной поверхности Земли. Такая поста-

новка задачи достаточно точно описывает 

струю выдыхаемого воздуха в сечении рта, как 

это показано на рис. 2. Другими словами, вме-

сто граничной двухмерной задачи, где в сече-

нии х = 0 заданы распределения скорости и 

плотности аэрозоля по высоте, рассмотрим 

начальную задачу о движении одной частицы, 

имеющей в начальный момент времени ско-

рость (𝑣𝑥0 , 𝑣𝑧0)  в точке (𝑥 = 0, 𝑧 = 𝐻 ). Также 

для упрощения анализа, положив 𝑣𝑥0 ≫ 𝑣𝑧0, 
ограничимся случаем, когда радиус дисперсной 

частицы 𝑅 и ее характерная скорость (в обсуж-

даемом случае это 𝑣𝑥0) обеспечивают  
 

𝑅𝑒 =  ρвз𝑣𝑥0 𝑅 η ≤ 1,⁄                   (1) 
 

где η – коэффициент динамической вязкости 

воздуха.  

Тогда сила трения определяется формулой 

Стокса 𝑭тр = −6πη𝑅𝒗 , и динамика отдельной 

частицы описывается уравнениями: 
 

𝑑𝒓

𝑑𝑡
= 𝒗,                             (2) 

 

𝑚
𝑑𝒗

𝑑𝑡
= −6πη𝑅(𝒗 − 𝑼) −𝑚𝑔𝒆𝑧 + 𝒑∇ ∙ 𝑬,    (3) 
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где m = (4/3)πρ0R3 – масса аэрозольной частицы, 

выраженная через плотность дисперсной фазы 

ρ0; g – ускорение свободного падения, направ-

ленное в противоположную сторону 𝒆𝑧  – орта 

оси 0Z; 𝑈 – заданная скорость среды, в которой 

переносятся аэрозольные частицы; E – внешнее 

статическое электрическое поле; p – дипольный 

момент аэрозоля. В данном случае вкладом ви-

русов в массу аэрозольной частицы пренебре-

гаем.  

В настоящей работе ограничимся рассмотре-

нием простейшего случая, когда 𝑈𝑥 ==  const и 

𝑈𝑧 = const,  а 𝑬 = 𝐸(𝑧)𝒆𝑧  представляет собой 

собственное электрическое поле Земли. Для 

оценки величины 𝐸(𝑧) воспользуемся моделью 

«сферический конденсатор», в котором нижний 

электрод – поверхность Земли, а верхний элек-

трод – верхние слои атмосферы. В нормальных 

условиях Земля имеет отрицательный заряд, 

причем, вблизи ее поверхности электрическое 

поле составляет 𝐸0 ==  130 В м⁄  [20–22]. В от-

сутствие грозовых облаков и т.д. напряжен-

ность электрического поля уменьшается с высо-

той и обращается в нуль на поверхности верх-

него электрода. Для относительно небольшого 

высотного диапазона можем предположить, что 

разность плотностей ионов и электронов δ𝑛  в 

практически нейтральной атмосфере постоянна. 

В этом случае распределение электрического 

поля определяется уравнением  
 

𝑑𝐸

𝑑𝑧
= 4π𝑒δ𝑛                            (4) 

 

с граничным условием 𝐸(𝑧 = 0) = 𝐸0.  

Решение данного уравнения есть  
 

       𝐸 = 𝐸0 (1 −
𝑧

𝐿
),                          (5) 

 

где величина 𝐿 = |𝐸0| (4π𝑒δ𝑛)⁄  представляет 

собой эффективную высоту атмосферы в ис-

пользуемой модели конденсатора.  

При этом следует иметь в виду, что диполь-

ная капля может быть ориентирована парал-

лельно или антипараллельно 𝑬, испытывая воз-

действие в направлении дипольного момента. 

Положив для простоты 𝒑 ~ 𝑞𝑅𝒆𝑧, где 𝑞 – заряд 

капли, для электростатической силы, действу-

ющей на каплю, получим  
 

       𝐹𝑧 = ∓4π𝑞𝑒δ𝑛 𝑅.            (6) 
 

Используя это соотношение, удобно перепи-

сать уравнения (2) – (3) в скалярной форме: 

 

        

{
  
 

  
 

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= −

(𝑣𝑥−𝑈𝑥)

𝜏
,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣𝑥 ,

𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
= −

(𝑣𝑧−𝑈𝑧)

𝜏
− 𝑔 ± 𝑎,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑣𝑧

     

 

(7) 

 

при характерном времени торможения  
 

τ =
2

9

ρ0

ρвз

𝑅2

𝜈
,                             (8) 

 

где использовалась кинематическая вязкость, 

связанная с динамической вязкостью соотноше-

нием η = ρвз𝜈, а величина  
 

𝑎 =
3𝑞𝑒δ𝑛

ρ0𝑅
2                             (9) 

 

представляет собой ускорение капли в электро-

статическом поле. Поскольку интересующий 

нас пространственный диапазон здесь относи-

тельно невелик, можем предположить, что 

ускорение 𝑎 остается постоянным. В результате, 

влияние заряда капли в нашей модели сводится 

просто к коррекции гравитационного ускоре-

ния. Однако, в зависимости от среды, диапазон 

𝑎  может быть довольно широким и включать 

случай 𝑔 ~ 𝑎,  когда проявляется сильное влия-

ние электростатической составляющей ускоре-

ния капли. Такая ситуация может реализовы-

ваться, если заряд выдыхающего человека и ло-

кальное электрическое поле в окружающей сре-

де будут увеличены в некоторых особых усло-

виях, например, в лабораториях, фабриках, ря-

дом с компьютерами и мобильными телефо-

нами,  а  также  во  время  грозы.  Далее  будем 

использовать эффективную гравитацию 𝑔′ ≡
𝑔 ± 𝑎, чтобы описать проявление электрической 

силы, которая может ослабить или даже доми-

нировать над реальной гравитацией. 

Решение системы уравнений (7) есть 
 

𝑣𝑥 = (𝑣𝑥0 − 𝑈𝑥) exp(− 𝑡 τ⁄ ) + 𝑈𝑥 .       (10) 
 

𝑥(𝑡) = 𝑈𝑥𝑡 + τ(𝑣𝑥0 −𝑈𝑥)[1 − exp(− 𝑡 τ⁄ )],   (11) 
 

𝑣𝑧(𝑡) = 
 

= (𝑣𝑧0+ τg − 𝑈𝑧)exp(− 𝑡 τ⁄ ) + 𝑈𝑧 − τ𝑔
′,   (12) 

 

𝑧(𝑡) = 𝐻 + 𝜏(𝑣𝑧0+ τg − 𝑈𝑧)[1 − exp (− 𝑡 τ)⁄ ]×   
 

×[1 − exp (− 𝑡 τ)⁄ ] + (𝑈𝑧 − τ𝑔
′)𝑡.      (13) 

 

Для того чтобы пояснить особенности дина-

мики распространения вирусов, описываемой 

соотношениями (10)–(12), рассмотрим по-

ведение аэрозоля на начальном промежутке 0 ≤
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𝑡 < τ, где данные соотношения при учете толь-

ко линейных по 𝑡/τ членов сводятся к  
 

𝑣𝑥(𝑡) = 𝑣𝑥0 + (𝑈𝑥 − 𝑣𝑥0)
𝑡

τ
,  

 

𝑣𝑧(𝑡) = 𝑣𝑧0 − 𝑡𝑔
′+(𝑈𝑧 − 𝑣𝑧0)

𝑡

τ
,        (14) 

 

𝑥(𝑡) = 𝑡𝑣𝑥0, 𝑧(𝑡) = 𝐻 + 𝑡𝑣𝑧0 − 𝑔
′𝑡2 2⁄ .     (15) 

 

Из соотношения (14) следует, что горизон-

тальная составляющая скорости аэрозоля изме-

няется от 𝑣𝑥0  до скорости воздушного потока 

𝑈𝑥 , а вертикальная составляющая меняется от 

𝑣𝑧0  до 𝑣𝑧 = 𝑣𝑧0 − τ𝑔
′.  Поскольку при 𝑡~τ  ча-

стица практически «забывает» всю информа-

цию о своем начальном состоянии, дальнейшее 

ее распространение при 𝑡 > τ  определяется 

главным образом трением воздуха, эффектив-

ной гравитацией и скоростью фонового воздуха. 

При этом следует иметь в виду, что влияние 

электрического поля будет значимым только 

для небольших частиц. Действительно, аэрозоль 

может удерживаться электрическим полем, если  
 

𝑚g ≤ 4π𝑞𝑒δ𝑛 𝑅,                    (16)   
       

откуда для сферической частицы получаем кри-

тический радиус  
 

𝑅∗ = √3𝑞𝑒δ𝑛 ρ0⁄ ,                   (17) 
 

т.е. можно пренебречь электрической левитаци-

ей для частиц с 𝑅 > 𝑅∗. 
Как видно из (15), горизонтальное смещение 

частицы в первом порядке по времени опреде-

ляется в основном начальной скоростью выды-

хаемого воздуха. К моменту 𝑡 = τ частица про-

ходит расстояние 
 

𝐿𝑥 =
2

9

ρ0

ρвз

𝑅2

𝜈
𝑣𝑥0,                     (18) 

 

так что более крупные капли могут распростра-

няться на большее расстояние. Это связано с 

тем, что сила трения, тормозящая частицу, про-

порциональна ее радиусу 𝑅, а масса пропорцио-

нальна 𝑅3. В результате у более тяжелой части-

цы будет менее отрицательное ускорение, т.е. 

она будет тормозиться более медленно, а зна-

чит, пролетит на большее расстояние (см. 

рис. 2). С другой стороны, если для простоты 

положить 𝑣𝑧0 = 0,  то при 𝑡 = τ  вертикальное 

смещение частицы составит  
 

     𝐿𝑧 =|𝑧(𝑡) − 𝐻| =
1

2
𝑔′τ2 =

2

81
 
ρ0
2

ρвз
2

𝑔′𝑅4

𝜈2
,     (19) 

т.е., как и следовало ожидать, более крупные 

частицы достигают поверхности Земли раньше 

более мелких частиц. Как уже отмечалось, в 

зависимости от местных условий, электриче-

ская сила может уменьшить или даже изменить 

знак эффективного гравитационного ускорения 

𝑔′. Далее будем полагать 𝑔′ ≡ 𝑔, понимая, что 

эффект электрического поля может быть учтен 

путем изменения масштаба и знака 𝑔′, т.е. пу-

тем изменения масштаба 𝐿𝑧. 
На начальном этапе распространения аэро-

золей в качестве соответствующих простран-

ственных характеристик удобно использовать 

𝐿𝑥 и 𝐿𝑧. Как видно из (18) и (19), 𝐿𝑥 и 𝐿𝑧 значи-

тельно увеличиваются с ростом 𝑅. Поэтому 

ограничимся оценкой разлета наиболее круп-

ных частиц 𝑅 ≥ 𝑅0, где 𝑅0 = 10
−9 м, используя 

далее 𝑅0  в качестве характерного простран-

ственного масштаба задачи о распространении 

аэрозольных частиц, являющихся носителями 

вирусов.  

 

ВЛИЯНИЕ ФИЗИОЛОГИЧЕСКИХ  

И ТЕХНОГЕННЫХ УСЛОВИЙ  

НА ДИНАМИКУ АЭРОЗОЛЕЙ 

 

В качестве примера использования данных 

соотношений, а также влияния техногенных 

условий на распространение вирусов воздушно-

капельным путем, оценим динамику распро-

странения аэрозолей в условиях метрополитена. 

В основном физико-химические характери-

стики конденсированных частиц в выдыхаемом 

воздухе определяются физиологическими и па-

тологическими процессами в респираторном 

тракте человека [8–12, 28], и, в зависимости от 

окружающих условий, из газовой фазы выдыха-

емого воздуха происходит образование водного 

конденсата. При этом атмосферные аэрозоль-

ные частицы, включая вирусы, могут образовы-

вать с такими каплями устойчивые соединения. 

Когда такие образования покидают организм, 

их жидкая фаза может испариться за достаточно 

короткое время. Например, согласно [29] время 

испарения водных аэрозольных частиц диамет-

ром в несколько микрон составляет менее одной 

секунды. В результате останется только твердая 

фаза. Поэтому для грубых оценок имеет смысл 

рассматривать два предельных типа аэрозолей: 

жидкие капли, чья плотность близка к плотно-

сти воды при нормальных условиях (т.е. поло-

жим ρ0 = ρв = 997  кг/м3), и твердые частицы, 

за характерную плотность которых возьмем 

плотность наиболее распространенного есте-

ственного аэрозоля – сажи (т.е. положим ρ0 =
ρсж = 1800 кг/м3).  
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Величины плотности и коэффициентов вяз-

кости воздуха в температурном диапазоне от 0 

до 20 °C приведены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Зависимость плотности  

и вязкости воздуха от температуры [23] 
 

Температура, °C 
ρвз,  

кг/м3 

η × 10−5, 

кг (м ∙ с)⁄  

ν× 10−5, 

 м2 с⁄  

0 1.29 1.72 1.33 

+ 20 1.21 1.81 1.51 

 

Как видно из данной таблицы, в рассматри-

ваемом диапазоне температур изменение плот-

ности и кинематической вязкости несуществен-

но, поэтому в оценках можно ограничиться рас-

смотрением только случая 𝑇 = 20 °C.  

В начальной скорости аэрозольной частицы 

𝑣𝑥0  выделим составляющую 𝑣д,  связанную с 

физиологией дыхания (скорость потока выды-

хаемого воздуха относительно человека) и со-

ставляющую 𝑣т, обусловленную движением ис-

следуемого объекта, т.е. запишем  
 

𝑣𝑥0 = 𝑣д + 𝑣т,                       (20) 
 

где 𝑣д  может меняться в пределах 3 ≤ 𝑣д ≤

≤  12 м с⁄ ; здесь нижний предел соответствует 

спокойному дыханию человека, а верхний пре-

дел – кашлю [24]. В рассматриваемом случае 

считается, что скорость аэрозольной частицы 

совпадает со скоростью выдыхаемого воздуха. 

При этом собственная скорость движения чело-

века может меняться от 𝑣н = 3 м с⁄  при спо-

койной ходьбе до 𝑣н = 6 м с⁄  при беге. Кроме 

того, в 𝑣т  может входить скорость эскалатора, 

𝑣е = 0.75 м с⁄ .  

Используя 𝑅0  в качестве характерного про-

странственного масштаба задачи, соотношения 

(8) и (12) удобно переписать в безразмерной 

форме:  
 

𝑙𝑥 =
2

9

ρ0

ρвз
 𝑅𝑒(𝑅0) 𝑟

2,                     (21) 

 

𝑙𝑧 =
4

81
 
ρ0
2

ρвз
2

𝑅0

𝐿∗
𝑟4.                        (22) 

 

здесь 𝑙𝑥 = 𝐿𝑥 𝑅0,⁄  𝑙𝑧 = 𝐿𝑧 𝑅0⁄ ,  𝑟 = 𝑅 𝑅0⁄  и 𝐿∗ =
𝜈2 𝑔𝑅0

2⁄ , а число Рейнольдса определено по 

𝑅0, т.е. 𝑅𝑒(𝑅0) = 𝑅0𝑣𝑥0 𝜈⁄ .  

Как видно из данных соотношений, харак-

терные расстояния 𝑙𝑥  и 𝑙𝑧  для твердых аэрозо-

лей превышают аналогичные размеры жидких 

аэрозолей в 𝜅 = ρсж ρв⁄  и 𝜅2 раз соответственно.  

 

На рис. 3 приведена зависимость 𝑙𝑥 от разме-

ра капли для трех характерных значений 𝑅𝑒, 
полученных при 𝑣𝑥0 = 3, 6, 12  м/с соответ-

ственно. Данные кривые описывают разлет 

аэрозолей от спокойно дышащего, неподвижно-

го человека (𝑅𝑒 = 0.2) до кашляющего или от-

носительно спокойно дышащего, но бегущего 

человека (𝑅𝑒 = 0.8). Как видно из приведенных 

зависимостей, во всех режимах частицы разме-

ром 𝑅 ≤ 40 мкм распространяются на расстоя-

ние не более 𝐿𝑥 =0.2 м. Наибольшую опасность 

представляют крупные частицы, имеющее раз-

мер 𝑅~100 мкм и более, когда даже от спокой-

но дышащего и двигающегося шагом человека 

(кривая 2) аэрозоли распространяются на рас-

стояние 𝐿𝑥 ≥  0.5 м, которое устанавливается за 

время порядка τ.  Например, для частиц с         

𝑅 = 100 мкм согласно (5) получаем τ = 0.1  с, 

т.е. в большинстве повседневных случаев, пред-

ставляющих потенциальную опасность перено-

са вирусных заболеваний воздушно-капельным 

путем, можно пренебречь временем установле-

ния τ.  Такая ситуация может возникнуть, 

например, в зоне заражения на переполненных 

эскалаторах метро, где могут оказаться десятки 

людей. Если 𝐿𝑥 ≥ 2  м, а такой случай может 

возникнуть для крупных частиц, распространя-

ющихся от бегущего человека, у которого к то-

му же скорость выдоха 𝑣д ~ 10 м с,⁄  то в зону 

поражения могут также попасть люди, находя-

щиеся на соседней лестнице. Из этого следует 

необходимость ограничения скорости передви-

жения пассажиров, находящихся на эскалаторе. 

 

 
Рис. 3. Зависимость 𝑙𝑥 = 𝐿𝑥 𝑅0⁄  от размера частиц 

𝑟 = 𝑅 𝑅0⁄  (здесь и далее 𝑅0 = 1 нм) , определяемая 

соотношением (21), при 𝑅𝑒 = 0.2 (кривая 1), 𝑅𝑒 = 0.4 

(кривая 2) и 𝑅𝑒 = 0.8 (кривая 3) для жидких фракций 

аэрозолей  
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При этом микрочастицы размером до 5 мкм 

легко проходят через дыхательные пути челове-

ка и проникают в альвеолы, тогда как капли 

размером более 10 мкм преимущественно за-

держиваются в верхних дыхательных путях и 

бронхах [25]. Хотя капли 𝑅 ≫ 10 мкм не пред-

ставляют непосредственной опасности для по-

страдавшего, тем не менее, они могут находить-

ся в выдыхаемом воздухе при кашле и чихании 

и распадаться на более мелкие.  

В целом подобная динамика прослеживается 

и с твердыми аэрозольными частицами (рис. 4). 

Правда, в этом случае за счет большей плотно-

сти они могут распространяться на существенно 

большие расстояния, для выбранной плотности 

ρсж характерная величина 𝐿𝑥 примерно в 2 раза 

превышает аналогичную длину жидкого аэро-

золя. При этом, в отличие от жидких капель, 

твердые аэрозоли не распадаются на более мел-

кие, и поэтому механизм их распространения не 

может измениться. Но в любом случае, вне че-

ловеческого тела мелкие жидкие и твердые ча-

стицы микрометрового диапазона будут оседать 

медленно и могут пассивно распространяться на 

большие расстояния за счет конвективного пе-

реноса. Чтобы прояснить этот момент, рассмот-

рим вертикальное движение аэрозольных ча-

стиц. 

 

 
Рис. 4. Зависимость 𝑙𝑥 = 𝐿𝑥 𝑅0⁄  от размера частиц 

𝑟 = 𝑅 𝑅0,⁄  определяемая соотношением (21), при 

𝑅𝑒 = 0.2 (кривая 1), 𝑅𝑒  = 0.4 (кривая 2) и 𝑅𝑒= 0.8 

(кривая 3) для твердых фракций аэрозолей  

 

На рис. 5 представлены зависимости харак-

терного вертикального смещения 𝑙𝑧 от размеров 

аэрозоля 𝑟  для твердой и жидкой фракции. Из 

данных графиков видно, что вплоть до 𝑟 ~ 40 

жидкие и твердые аэрозоли за время порядка 

𝑡 ~ τ смещаются одинаково на ничтожно малое 

расстояние. Основные отличия наблюдаются в 

области 𝑟 ~ 100.  Так, за время 𝑡 ~ τ  крупные 

капли с 𝑅 ~ 100 мкм смещаются по вертикали 

на 𝑙𝑧 ~ 10 см, а твердые частицы такой же вели-

чины – на 175 см, тогда как жидкие аэрозоли с 

𝑅 < 20  мкм за это время падают всего на 

𝑙𝑧 ~ 10 мкм. Несмотря на малое горизонтальное 

смещение маленьких частиц, они остаются во 

взвешенном состоянии в воздухе в течение дли-

тельного времени. Такие частицы могут разно-

сится воздушными потоками, например, венти-

ляционными потоками в метрополитене, а так-

же на них может сильно влиять локальное из-

менение электрического поля. Как видно из 

(15), 𝑙𝑧 ∝ 𝑔
′, а поскольку 𝑔′ в зависимости от 𝑞 

и 𝐸 может меняться в широком диапазоне, то и 

𝑙𝑧 также имеет широкий диапазон, что указыва-

ет на важность учета внешнего электрического 

поля и необходимость организации соответ-

ствующей вытяжной вентиляции как на уровне 

стоящих, так сидящих пассажиров в вагонах 

метрополитена.  

 

 
Рис. 5. Зависимость 𝑙𝑧 = 𝐿𝑧 𝑅0⁄  от размера частиц 

𝑟 = 𝑅 𝑅0,⁄  определяемая соотношением (22), для 

жидких фракции (кривая 1) и твердых фракций аэро-

золей (кривая 2)  

 
Более того, последние исследования вирусов 

[26, 27] SARS-CoV-2 показали, что данный ви-

рус имеет строение, напоминающее структуру 

двойного электрического слоя (рис. 6). Учиты-

вая особенности строения вирусов SARS-CoV--

2, содержащего заряженные области, можно 

ожидать, что при определенных условиях си-

стема аэрозоль-вирус будет обладать огромным 

дипольным моментом, а значит, электростати-

ческая часть ускорения 𝑔′ будет определять ди-

намику аэрозолей.  
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Рис. 6. Расположение электрически заряженных 

участков на поверхности коронавируса SARS-CoV-2: 

1 – электрически заряженная +РНК вируса; 2 – элек-

трически заряженные пепломеры; 3 – положительно 

заряженные участки белка; 4 – положительно заря-

женные участки на RBD SARS-CoV-2 [26] 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В настоящей работе исследовалось влияние 

начальных условий (размеров, дипольных мо-

ментов и начальных скоростей аэрозольных ча-

стиц, состояния окружающей среды) на дина-

мику разлета частиц при малых скоростях под 

действием сил тяжести, внешних электрических 

полей и трения в приложении к распростране-

нию вирусных заболеваний, передающихся воз-

душно-капельным путем (например, SARS-

CoV-2). При записи силы трения использова-

лась формула Стокса, справедливая при 𝑅𝑒 < 1, 

что накладывало естественные ограничения на 

масштабы рассматриваемых процессов. Все 

сделанные оценки следует трактовать как пред-

варительные, поскольку в работе не обсужда-

лось распределение плотности аэрозоля по про-

странству и во времени, что является основным 

показателем распространения вирусов. Кроме 

того, поскольку капли могут сливаться или рас-

падаться, а также конденсироваться или испа-

ряться с течением времени, на них влияют ло-

кальные (обычно турбулентные в таких не-

больших масштабах) воздушные потоки, а бо-

лее крупные аэрозольные частицы с большими 

дипольными моментами могут легко накапли-

вать влагу из окружающего воздуха. Поэтому 

остаются вопросы, связанные с выживанием 

захваченных вирусов, а также как собственные 

поля электрических зарядов внутри как жидко-

го, так и твердого аэрозоля (если они суще-

ствуют в виде системы аэрозоль-вирус) влияют 

на распространение и время жизни вируса. 

При этом ключевым моментом является ве-

личина начальной скорости вылетающих ча-

стиц, определяемая физиологическими особен-

ностями дыхания, поскольку данный фактор 

определяет допустимое расстояние 𝐿𝑥, на кото-

рое может пролететь частица, являющаяся пе-

реносчиком вирусов. Как следует из соотноше-

ний (12) и (13), более крупные частицы распро-

страняются на большие расстояния, тогда как 

более мелкие частицы (см. рис. 3, 4, 5) по сути 

«вморожены» в окружающую среду и могут 

распространяться только с потоками воздуха. В 

результате со временем возможно их накопле-

ние в помещении, что может привести к непря-

мому инфицированию, даже если инфициро-

ванный человек более не находится в помеще-

нии. Отдельно стоит отметить, что твердые 

аэрозоли за счет большей плотности имеют зна-

чительно большее допустимое расстояние рас-

пространения. К тому же, крупные частицы 

(R ~ 100 мкм), обладая большей поверхностью, 

могут переносить большее число вирусов. 

Более того, в случае заряженных аэрозолей 

при наличии неоднородных внешних электро-

статических полей, например естественного по-

ля Земли, большую роль в процессах переноса 

начинает играть электростатическая часть уско-

рения 𝑔′,  которая при определенных условиях 

может определять направление и расстояние 

распространения аэрозольной частицы. В при-

ложении к передаче вирусных инфекций это 

означает совершенно разные виды транспорти-

ровки вирусов в зависимости от размеров и ви-

да дисперсной фазы, что должно определять 

соответствующие способы борьбы с ними в за-

висимости от организации транспортных пото-

ков.  
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 The paper discusses the dynamics of aerosols as applied to the spread of airborne viral infections in conditions 

where the mutual movement of the objects under study should be taken into account. This feature should be most 

strongly manifested in urban environments, where various traffic flows are an integral part of the habitat of modern 

man. The movement of individual particles in two-dimensional geometry under the influence of gravity and friction, 
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as well as an external electrostatic field, is considered. Within the framework of the developed model, the influence 

of initial conditions determined by the physiological processes of respiration and the state of the environment on the 

dynamics of the spread of exhaled aerosols is studied. An assessment was made of the distances over which aerosol 

particles can spread depending on the size and initial velocities of the particles. Larger particles have been shown to 

travel longer distances. While smaller particles are «frozen» into the environment and can only spread with air cur-

rents. When applied to the transmission of viral infections, this means completely different types of virus transporta-

tion depending on the size and type of dispersed phase. The results obtained were applied to the analysis of the char-

acteristics of spread for viruses in metro. 

 

Keywords: an aerosol; Stokes' drag; SARS-CoV-2. 
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В данной работе проанализированы аналитические выражения, имеющиеся в литературе, для расчета ко-

эффициента вязкости и теплопроводности, полученные из кинетической теории Чепмена-Энскога. Предло-

жена модификация выражений с учетом расчетного значения фактора сжимаемости Z=PV/RT, полученного 

в результате термодинамических расчетов с использованием теоретической модели уравнения состояния на 

основе теории возмущений. Для валидации модифицированных выражений рассмотрена модель Грина-Кубо 

для моделирования свойств переноса методом молекулярной динамики. Эта модель позволяет в рамках од-

ного расчета одновременно вычислять как значение вязкости, так и теплопроводности, предварительно вы-

полнив статирование системы в NpT-ансамбле. Проведено молекулярно-динамическое и термодинамическое 

моделирование свойств переноса индивидуальных изотопов гелия и водорода в области давлений 1–

2000 атм и в интервале температур 200–3000 К. Определены значения коэффициентов вязкости и теплопро-

водности в рассматриваемом диапазоне давлений и температур. Показано, что применение модифицирован-

ных аналитических выражений для коэффициентов переноса позволяют рассчитать значения вязкости и 

теплопроводности изотопов гелия и водорода с учетом реального давления в системе в согласии с экспери-

ментальными данными и результатами моделирования методом молекулярной динамики широком диапа-

зоне изменения давлений и температур, включая сверхкритическую область. 

 

Ключевые слова: свойства переноса, коэффициент теплопроводности, коэффициент вязкости, теория 

возмущений, межмолекулярный потенциал взаимодействия, уравнение состояния, флюиды, изотопы, гелий, 

водород. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

В настоящее время с развитием компьютер-

ных технологий и высокопроизводительных 

вычислительных систем моделирование свойств 

веществ представляет большой интерес при ре-

шении практических задач в различных обла-

стях науки и промышленности. Широко извест-

ны полуэмпирические модели уравнений состо-

яния (УРС), однако они имеют слабую физиче-

скую обоснованность, а также дают нереали-

стичные результаты в тех областях, где эмпи-

рические константы не подбирались. В связи с 

этим актуальной является разработка теорети-

ческих моделей уравнения состояния, основан-

ных на законах статистической физики и реали-

стичных потенциалах взаимодействия молекул. 

В свою очередь, достоинство методов молеку-

лярной динамики – возможность моделирова-

ния атомных ансамблей как в условиях терми-

ческого равновесия, так и при быстропротека-

ющих неравновесных процессах. 

Следовательно, реалистичное моделирова-

ние теплофизических свойств и свойств перено-

са веществ на основе теоретически обоснован-

ных уравнений состояния и методами молеку-

лярной динамики в тех областях, где проведе-

ние натурных экспериментов невозможно, име-

ет фундаментальное научное значение и пред-

ставляет значительный практический интерес 

для применения в различных областях науки и 

техники. 

Таким образом, целью данной работы явля-

ется анализ существующих аналитических вы-

ражений для расчета свойств переноса веществ, 

модификация аналитических выражений для 

расчета коэффициента вязкости и теплопровод-

ности веществ, проведение молекулярно-
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динамических расчетов для валидации термо-

динамических расчетов для газовых систем, со-

держащих изотопы гелия и водорода.  

 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ  

МОДЕЛИРОВАНИЕ 

 

Теория возмущений, на основе которой ста-

ло возможным физически обоснованно рассчи-

тывать термодинамические свойства флюидов 

при высоких давлениях, базируется на основ-

ных законах статистической механики в рамках 

следующих главных допущений. Рассматрива-

ется большой ансамбль молекул в заданном 

объеме V при известной температуре T. Счита-

ется, что все частицы взаимодействуют друг с 

другом посредством парного межмолекулярно-

го потенциала. Понятие парного потенциала 

подразумевает, что взаимодействие двух частиц 

зависит только от их взаимного расположения и 

не зависит от положения каких-либо других 

частиц. Считается, что потенциал ij взаимо-

действия молекулы i с молекулой j является 

сферически симметричным, т.е. зависит от 

единственной пространственной координаты r, 

представляющей собой расстояние между цен-

трами инерции этих двух молекул: ij = ij (r). 

Все парные потенциалы описывают взаимодей-

ствие, для которого характерно отталкивание 

при малых расстояниях и притяжение – при 

больших. Такие потенциалы позволяют на каче-

ственном уровне правильно описывать многие 

физические явления и свойства веществ.  

Согласно теории возмущений энергия Гель-

мгольца (а, следовательно, и любая другая тер-

модинамическая характеристика, получаемая 

путем дифференцирования энергии Гельмголь-

ца) ансамбля молекул при заданных значениях 

температуры T и объема V представляет собой 

сумму двух составляющих. Первая из них – 

энергия Гельмгольца идеального газа при тех 

же T и V, а вторая – избыточная величина, обу-

словленная межмолекулярным взаимодействи-

ем. Одна из основных задач теорий возмущений 

как раз и состоит в точном определении избы-

точной энергии Гельмгольца. 

К настоящему времени авторами для расчета 

теплофизических характеристик газовых смесей 

разработано теоретическое уравнение состоя-

ние [2] на основе теории возмущений KLRR [1] 

с использованием различных потенциалов меж-

атомного и межмолекулярного взаимодействия. 

Разработанная модель УРС позволяет рассчи-

тывать теплофизические характеристики газо-

вых смесей и параметры уравнения состояния в 

широком диапазоне давления и температуры с 

высокой точностью и быстродействием.  

В данной работе для описания межчастично-

го взаимодействия используется двухпарамет-

рический потенциал Леннарда-Джонса: 
 

12 6

4 ,
r r

     
       

     

                   (1) 

 

где r – расстояние между центрами частиц; ε – 

глубина потенциальной ямы; σ – расстояние, на 

котором энергия взаимодействия становится 

равной нулю. Параметры σ и ε являются харак-

теристиками атомов соответствующего веще-

ства.  

Авторами ранее были определены и валиди-

рованы параметры потенциала взаимодействия 

Леннарда-Джонса для изотопов гелия и водоро-

да (табл. 1), позволяющие с высокой точностью 

моделировать теплофизические свойства инди-

видуальных изотопов и их смесевых компози-

ций.  

 
Таблица 1. Наборы потенциальных параметров  

изотопов водорода и гелия 
 

Изотоп 
T ≤ 500 K T > 500 K 

ε/kB, K σ, A ε/kB, K σ, A 

4He 10.8 2.588 10.8 2.57 

H2 33.3 2.968 33.3 2.948 

D2 34.9 2.948 34.9 2.938 

 
Методика расчета коэффициентов вязкости  

и теплопроводности газов 

 

Вязкость газа определяется парными соуда-

рениями составляющих его частиц. Молекуляр-

но-кинетическая теория объясняет вязкость 

движением и взаимодействием молекул. В газах 

расстояния между молекулами существенно 

больше радиуса действия молекулярных сил, 

поэтому вязкость газов определяется главным 

образом молекулярным движением. Между 

движущимися относительно друг друга слоями 

газа происходит постоянный обмен молекула-

ми, обусловленный их непрерывным хаотиче-

ским (тепловым) движением. Переход молекул 

из одного слоя в соседний, движущийся с иной 

скоростью, приводит к переносу от слоя к слою 

определенного количества движения. В резуль-

тате медленные слои ускоряются, а более быст-

рые замедляются. Работа внешней силы, урав-

новешивающей вязкое сопротивление и под-
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держивающей установившееся течение, полно-

стью переходит в теплоту. 

Вязкость газа слабо зависит от его плотности 

(давления), так как при сжатии газа общее ко-

личество молекул, переходящих из слоя в слой, 

увеличивается, но зато каждая молекула менее 

глубоко проникает в соседний слой и переносит 

меньшее количество движения (закон Максвел-

ла). Для вязкости идеальных газов в молекуляр-

но-кинетической теории дается следующее со-

отношение [3]: 
 

1
,

3
v l                             (2) 

где η – вязкость;  – плотность газа; v – средняя 

скорость молекул; l – средняя длина свободно-

го пробега молекулы между двумя соударения-

ми ее с другими молекулами. Так как возрастает 

с повышением температуры Т (несколько воз-

растает также и ),l  то вязкость газов увеличи-

вается при нагревании (пропорционально). Для 

очень разреженных газов понятие «вязкость» 

теряет смысл. 

Для плотных газов такое допущение не при-

менимо. Теория вязкости плотных газов была 

предложена Энскогом [4], который предпола-

гал, что передача количества движения в газе от 

слоя к слою осуществляется не только молеку-

лами, центры которых проходят через разделя-

ющую эти слои плоскость, но и молекулами, 

центры которых при столкновении находятся 

по обе стороны воображаемой плоскости раз-

дела.  

На основе литературного обзора [3–13] были 

проанализированы аналитические зависимости 

для вязкости в широком диапазоне изменения 

давления и температуры. Наиболее достовер-

ными являются коэффициенты переноса, полу-

ченные из строгой кинетической теории Чепме-

на–Энскога с применением модели взаимодей-

ствия Леннарда-Джонса. 

Аналитические выражения для расчета вяз-

кости были проанализированы путем сравнения 

с имеющимися экспериментальными данными 

по вязкости отдельных изотопов водорода и 

гелия [3, 9, 10, 13, 14].  

Для верификации выбраны следующие зави-

симости вязкости, дающие наиболее достовер-

ные результаты. Это формула для расчета вяз-

кости, полученная из уравнения Больцмана для 

твердых сфер [5]: 
 

2

5
,

16
B B

m
k T

d
  


                   (3) 

 

где d (Т, Р) – диаметр твердых сфер; m – масса 

частицы; kB – постоянная Больцмана. В [6] 

показано, что выражение (3) соответствует 

коэффициенту взякости для идеального газа, 

состоящего из твердосферных частиц. Поэтому 

это выражение применимо лишь в области 

невысоких давлений, близких к атмосферному. 

В [8] для выражения (3) используется допол-

нительный числовой множитель 1.016, не 

имеющий физического обоснования. Наши 

исследования показали, что добавление этого 

множителя для расчета вязкости индивидуаль-

ных веществ не дает однозначного увеличения 

точности расчетов. Поэтому в данной работе 

используется классическое выражение (3), 

полученное из уравнения Больцмана. 

Для плотных газов в области повышенных 

давлений в [6, 7, 8, 13] представлены аналити-

ческие выражения для расчета вязкости на ос-

нове модели твердых сфер. Все они записаны в 

различных переменных, однако приводят к 

идентичным результатам. В данной работе ис-

пользовалось выражение, полученное в резуль-

тате суммирования вязкости движения и вязко-

сти за счет столкновений молекул, предложен-

ное Энскогом для определения вязкости плот-

ных газов [4, 13]: 
 

24 4 48
1 (4 ) (4 ) ,

( , ) 5 25 25

B g g
g T P

   
        

  
 (4) 

 

где ( , )g g T P  – функция распределения твер-

дых сфер в точке контакта; 3

6
N d


   – коэф-

фициент упаковки твердых сфер; ρN = N/V – 

численная плотность; d – диаметр твердых 

сфер. 

Входящие в выражения (4) значения функ-

ции распределения g(T, p) и диаметра d твердых 

сфер определяются согласно методике [15], ко-

торая является неотъемлемой частью модели 

УРС [2] на основе термодинамической теории 

возмущений.  

Вклад величин, обусловленных движением и 

столкновением молекул, в значение вязкости (4) 

можно выразить следующим образом [4, 13]: 
 

кин

4
1 (4 ) ,

( , ) 5

B g
g T P

  
    

 
                (5) 

 

2
столк

4 48
(4 ) .

( , ) 25 25

B g
g T P

   
     

  
       (6) 
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Для верификации расчета вязкости индиви-

дуальных веществ выбраны выражения (3)–(4), 

а также выражение (5), чтобы показать влияние 

вклада столкновений молекул в плотных газах в 

области повышенных давлений.  

На основании выполненных в предыдущей 

работе исследований было показано, что при 

нормальном давлении все исследуемые выра-

жения приводят к одинаковым результатам. 

Однако при увеличении давления расчеты на 

основе выражения (4) имеют более высокую 

точность по сравнению с выражениями (3) и (5). 

Также очевидно, что учет лишь движения ча-

стиц в области повышенных давлений является 

неверным, и необходимо дополнительно учи-

тывать вклад от столкновений молекул, что бы-

ло показано в [4, 13]. 

Наши исследования показали, что результа-

ты расчетов коэффициента вязкости, согласно 

выражению (4), в области повышенных давле-

ний превышают экспериментальные данные. 

Это обусловлено тем, что выражение (4) было 

разработано с использованием значений давле-

ния для потенциала жестких сфер. В данной 

работе аналитическое выражение (4) было 

скорректировано с учетом реального значения 

фактора сжимаемости Z = PV/RT, полученного 

на основе теоретической модели УРС [2]: 
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1 ( 1) ( 1) ,

5 25 25

B
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Z Z


  

  
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         (7) 

 

где Z = PV/RT – фактор сжимаемости. 

Теплопроводность – один из видов переноса 

теплоты (энергии теплового движения микроча-

стиц) от более нагретых частей тела к менее 

нагретым, приводящий к выравниванию темпе-

ратуры. При теплопроводности перенос энергии 

в теле осуществляется в результате непосред-

ственной передачи энергии от частиц (молекул, 

атомов, электронов), обладающих большей 

энергией, частицам с меньшей энергией. 

На основе элементарной кинетической тео-

рии получены соотношения, связывающие теп-

лопроводность и вязкость газов [4]: 
 

1
,

3
v vv l c c                       (8) 

 

где η – вязкость;  – плотность газа; 𝑣̅ – средняя 

скорость молекул; 𝑙 ̅– средняя длина свободного 

пробега молекулы между двумя соударениями 

ее с другими молекулами; 𝑐𝑣 – теплоемкость 

одной молекулы газа при постоянном объеме. 

В данной работе для расчета коэффициента 

теплопроводности использовалось выражение, 

предложенное Энскогом [6]: 
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       (9) 

 

где g = g(T, P) – функция распределения твер-

дых сфер в точке контакта; 3

6
N d


    – коэф-

фициент упаковки твердых сфер; ρN = N/V – 

численная плотность; d – диаметр твердых 

сфер; m – масса молекулы; 𝑘𝐵 – постоянная 

Больцмана. 

С учетом реального значения фактора сжи-

маемости данное выражение было модифици-

ровано аналогично (9): 
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1 ( 1) ( 1) .
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    (10) 

 

Расчеты в данной работе в рамках термоди-

намического моделирования проводились на 

основе теоретической модели УРС [2] и выра-

жений для (4), (7) – для вязкости и выражений 

для (9), (10) – для теплопроводности с целью 

исследования точности выбранных выражений.  

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ  

МЕТОДОМ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ 

 

Молекулярно-динамическое (МД) моделиро-

вание расчета термодинамических свойств и 

коэффициентов переноса проводилось с ис-

пользованием программного пакета LAMMPS 

[16]. 

Рассматривается система с постоянным чис-

лом частиц N при заданном давлении p и темпе-

ратуре T. Под частицами подразумеваются од-

ноатомные молекулы гелия или двухатомные 

молекулы водорода.  

В качестве основы для выполнения расчетов 

свойств газов использовалась расчетная суперя-

чейка в форме куба размером 20×20×20 Å, со-

держащая 8000 частиц, равномерно распреде-

ленных по расчетной ячейке. Использованы пе-

риодические граничные условия. Шаг интегри-
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рования варьировался в зависимости от темпе-

ратуры от 4 фс (при 300 К) до 1 фс (при 3000 К). 

Общая длительность расчета составила от 1 до 

4 нс (1000000 шагов расчета). 

Вязкость является мерой способности флюи-

да передавать импульс в направлении, перпен-

дикулярном направлению скорости или им-

пульса. Другими словами, это сопротивление 

флюида сдвигу, которое можно записать как 
 

J = –Vstream, 
 

где J – поток импульса в единицах импульса на 

площадь за время; Vstream – пространственный 

градиент скорости флюида, движущегося в дру-

гом направлении, по нормали к области, через 

которую течет импульс. Вязкость имеет значе-

ния, выраженные в единицах давления-времени 

(Па  с). 

Теплопроводность является мерой способно-

сти материала передавать тепловую энергию в 

диффузионном режиме в соответствии с зако-

ном Фурье: 

,J T   

где J – тепловой поток в единицах энергии на 

площадь за время; а T – пространственный 

градиент температуры. Таким образом, тепло-

проводность имеет размерность единицы энер-

гии на расстояние за время на градус K и часто 

аппроксимируется как изотропная величина, 

т.е. как скаляр. 

В программном пакете LAMMPS есть воз-

можность реализовать шесть способов расчета 

вязкости и четыре метода расчета теплопровод-

ности, включая как равновесные, так и неравно-

весные методы. 

В данной работе для расчета коэффициентов 

переноса был выбран метод Грина–Кубо [17, 

18], который позволяет одновременно рассчи-

тать вязкость и теплопроводность в полностью 

равновесном моделировании. 

Для вязкости выражение для вязкости на ос-

нове метода Грина–Кубо: 
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которая связывает среднее значение автокорре-

ляции по ансамблю тензора напряже-

ния/давления к вязкости. Это можно сделать в 

полностью равновесном моделировании, в от-

личие от двух предыдущих неравновесных ме-

тодов, где импульс непрерывно течет через об-

ласть моделирования. 

В случае расчета теплопроводности формула 

Грина–Кубо связывает среднее значение авто-

корреляции по ансамблю потока тепла к тепло-

проводности: 
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Поток тепла можно рассчитать по флуктуа-

циям потенциала на атом и кинетические энер-

гии и тензор напряжений на атом в равновесной 

МД. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

Изотопы гелия 
 

Валидация выбранных аналитических выра-

жений и методик молекулярно-динамического 

моделирования для расчета вязкости и тепло-

проводности гелия проведена на основе экспе-

риментальных данных при 1 атм [3, 9, 14] и при 

повышенных давлениях [3, 14]. Результаты рас-

четов в сравнении с данными [3, 9, 14] для нор-

мального давления представлены графически на 

рис. 1 – для вязкости и на рис. 2 – для тепло-

проводности в зависимости от температуры. 

Для повышенных давлений представлены 

результаты расчетов вязкости на рис. 3 для изо-

терм 223, 273 и 473 К в зависимости от давле-

ния, результаты расчетов теплопроводности 

представлены на рис. 4 для изотерм 300, 500, 

800 К в сравнении с экспериментальными дан-

ными. 

В табл. 2–3 представлена статистика 

отклонений результатов расчета вязкости гелия 

по формулам (4) и (7) от данных [3, 9, 14]. 

 
Таблица 2. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости гелия от данных [3, 9, 14]  

при 1 атм (среднее/ максимальное значение, %)  

в диапазоне температур > 200 К 
 

Выражение 

223.15–

1273.15 К [3] 

200– 

2200 K [9] 

200– 

2273 К 

[14] 

(4) 3.64/7.98 5.62/9.24 6.84/11.18 

(7) 3.64/7.98 5.62/9.24 6.84/11.18 

 

Таблица 3. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости гелия от данных [3, 14]  

при повышенных давлениях  

(среднее/максимальное значение, %) 
 

 

Выражение 

223.15–298.15 К 

7–70 МПа  

[3] 

273.15– 

1273.15 К 

0.1–50 МПа [14] 

 (4) 2.25/4.69 3.04/8.38 

(7) 0.87/2.17 2.44/8.38 
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Рис. 1. Вязкость гелия в зависимости от температуры при 1 атм. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (4), расчет 2 – по формуле (7). Символы MD_Lammps – результаты МД-моделирования, 

остальные символы – экспериментальные данные: 1 – [14], 2 – [3], 3 – [9] 

 

 

 
Рис. 2. Теплопроводность гелия в зависимости от температуры при 1 атм. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (9), расчет 2 – по формуле (10). Символы MD_Lammps– результаты МД-моделирования, 

остальные символы – экспериментальные данные: 1 – [14], 2 – [9] 

 
Рис. 3–6 и табл. 2–5 показывают, что при 

нормальном давлении все исследуемые выра-

жения для расчета вязкости и теплопроводности 

приводят к одинаковым результатам. Однако 

при увеличении давления расчеты на основе 

модифицированных в данной работе выражений 

(7) и (10) имеют более высокую точность по 

сравнению с предыдущими выражениями (4) и 

(9).  
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Рис. 3. Вязкость гелия в зависимости от давления на изотермах. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (4), расчет 2 – по формуле (7). Символы – экспериментальные данные: 1– [14], 2 – [3] 

 
Рис. 4. Теплопроводность гелия в зависимости давления на изотермах. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (9), расчет 2 – по формуле (10). Символы MD_Lammps – результаты МД-моделирования, 

остальные символы – экспериментальные данные: 1 – [14], 2 – [9] 

 

В табл. 4–5 представлена статистика от-

клонений результатов расчета теплопровод-

ности по формулам (9) и (10) от данных [9, 14]. 
 

Таблица 4. Статистика отклонений расчетных 

значений теплопроводности гелия от данных [9, 14] 

при 1 атм (среднее/ максимальное значение, %)  

в диапазоне температур > 200 К 
 

Выражение 200–1500 K [9] 200–3000 К [14] 

(9) 5.1/12.3 5.6/13.9 

(10) 5.1/12.3 5.6/13.9 

 

Таблица 5. Статистика отклонений расчетных 

значений теплопроводности гелия от данных [9, 14] 

при повышенных давлениях  

(среднее/максимальное значение, %) 
 

 

Выражение 

200–1500 К 

0.1–100 МПа 

[9] 

300–1500 К 

0.1–30 МПа 

[14] 

(9) 4.8/12.3 6.8/13.7 

(10) 4.5/12.3 6.7/13.7 
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Изотопы водорода 

 

Верификация выбранных выражений (4), (7) 

для расчета вязкости изотопов водорода (H2 и 

D2) и выражений (9), (10) – для теплопроводно-

сти проведена на основе экспериментальных 

данных при 1 атм [3, 9] и при повышенных дав-

лениях [3, 10, 14].  

Результаты расчетов вязкости в зависимости 

от температуры при давлении 1 атм для водоро-

да и дейтерия представлены графически на 

рис. 5 и 6 соответственно.  

 

 
Рис. 5. Вязкость водорода H2 в зависимости от температуры при 1 атм. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (4), расчет 2 – по формуле (7). Символы MD_Lammps – результаты МД-моделирования, 

остальные символы – экспериментальные данные: 1– [3], 2 – [9] 

 

 
Рис. 6. Вязкость дейтерия D2 в зависимости от температуры при 1 атм. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (4), расчет 2 – по формуле (7). Символы – экспериментальные данные: 1– [3], 2 – [9] 
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В табл. 6–7 представлена статистика откло-

нений результатов расчета вязкости водорода и 

дейтерия по формулах (4) и (7) от данных [3, 9]. 

 
Таблица 6. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости водорода H2 от данных [3, 9]  

при 1 атм (среднее/ максимальное значение, %) 
 

 

Выражение 
198.15– 

1273.15 К [3] 

200–2000 K [9] 

(4) 3.97/9.68 5.65/10.78 

(7) 3.95/9.61 5.64/10.78 

Таблица 7. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости водорода D2 от данных [3, 9]  

при 1 атм (среднее/ максимальное значение, %) 
 

 

Выражение 
198.15– 

1273.15 К [3] 

200–500 K [9] 

(4) 4.28/9.67 5.97/11.6 

(7) 4.26/9.61 5.93/11.53 

 
Результаты расчетов вязкости H2 в зависимо-

сти от давления на изотермах 300, 500, 1000 К 

представлены графически на рис. 7. 

 

 
Рис. 7. Вязкость водорода в зависимости от давления на изотермах. Линии – результаты расчетов:  

расчет 1 – по формуле (4), расчет 2 – по формуле (7). Символы MD_Lammps – результаты МД-моделирования, 

остальные символы – экспериментальные данные: 1– [3], 2 – [14] 
 

В табл. 8–9 представлена статистика от-

клонений результатов расчета вязкости водо-

рода и дейтерия соответственно по формулам 

(4) и (7) от данных [3, 10, 14]. 

 
Таблица 8. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости водорода H2 от данных [3, 10, 14] 

при повышенных давлениях  

(среднее/ максимальное значение, %) 
 

Выражение 

288.15 – 

523.15 К 

0.1–81 МПа 

[3] 

298.15 – 

423.15 К 

2–200 МПа 

[10] 

300 –1000 

К 

0.1–100 

МПа [14] 

(4) 6.9/15.83 8.6/14.6 3.45/17.1 

(7) 2.83/6.45 1.96/4.99 1.7/5.34 

 

Таблица 9. Статистика отклонений расчетных 

значений вязкости водорода D2 от данных [10]  

при повышенных давлениях  

(среднее/ максимальное значение, %) 
 

Выражение 
298.15 – 348.15 К 

2–200 МПа  [10] 

(4) 11.88/24.58 

(7) 3.07/6.03 

  
На основании проведенных верификаций 

формул для расчета вязкости и теплопроводно-

сти гелия и водорода на основе термодинамиче-

ского моделирования [2] оптимальными по точ-

ности являются модифицированные в данной 

работе выражения (7) и (10) соответственно, 

которые и использовались для дальнейших рас-
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четов коэффициентов переноса изотопов гелия 

и водорода.  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Для моделирования термодинамических и 

теплофизических свойств различных веществ и 

физических процессов широко применяется 

компьютерное моделирование методом молеку-

лярной динамики. Программный пакет 

LAMMPS позволяет моделировать не только 

термодинамические свойства веществ и смесей, 

в нем также реализуются несколько методов 

расчета коэффициентов вязкости и теплопро-

водности. В данной работе был рассмотрен ме-

тод Грина–Кубо, согласно которому тепловой 

поток рассчитывается на основе флуктуаций 

потенциальной и кинетической энергии и тен-

зора напряжений в стационарном равновесном 

моделировании. 

Для термодинамического моделирования ис-

пользуется теоретическое уравнение состояния 

на основе теории возмущений KLRR-T, позво-

ляющее рассчитать термические свойства газов 

(флюидов) в широкой области давлений и тем-

ператур. Одновременно с термодинамическими 

параметрами теория возмущений позволяет 

рассчитывать диаметр частицы в приближении 

твердых сфер и радиальную функцию распре-

деления твердых сфер, что дает возможность 

определять свойства переноса вещества на ос-

нове кинетической теории Чепмена–Энскога. 

В данной работе показано, что учет расчет-

ного значения фактора сжимаемости Z = 

= PV/RT, полученного с использованием теоре-

тической модели уравнения состояния, позво-

ляет повысить точность рассчитываемых значе-

ний коэффициентов переноса в области уме-

ренных температур.  

Сопоставление результатов молекулярно-

динамического и термодинамического модели-

рования свойств гелия и водорода, выполнен-

ных в данной работе, с экспериментальными 

данными демонстрирует согласие рассчитанных 

термодинамических свойств и свойств переноса 

исследуемых веществ в широком диапазоне 

давлений и температур. 
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This paper analyzes the analytical expressions available in the literature for calculating the coefficient of viscosi-

ty and thermal conductivity obtained from the Chapman-Enskog kinetic theory. A modification of the expressions is 

proposed taking into account the calculated value of the compressibility factor Z = PV/RT, obtained as a result of 

thermodynamic calculations using a theoretical model of the equation of state based on perturbation theory. To vali-

date the modified expressions, the Green-Kubo model for modeling transport properties by the molecular dynamics 

method is considered. This model allows, within one calculation, to simultaneously calculate both the viscosity and 

thermal conductivity values, having previously performed the statization of the system in the NpT ensemble. Molec-

ular dynamics and thermodynamic modeling of the transport properties of individual helium and hydrogen isotopes 

was carried out in the pressure range of 1–2000 atm and in the temperature range of 200–3000 K. The values of the 

viscosity and thermal conductivity coefficients were determined in the considered pressure and temperature range. It 

is shown that the use of modified analytical expressions for transfer coefficients makes it possible to calculate the 

viscosity and thermal conductivity of helium and hydrogen isotopes, taking into account the real pressure in the sys-

tem in accordance with experimental data and the results of molecular dynamics modeling over a wide range of 

pressures and temperatures, including the supercritical region. 
 

Keywords: transport properties, thermal conductivity coefficient, viscosity coefficient, perturbation theory, in-

termolecular interaction potential, equation of state, fluids, isotopes, helium, hydrogen. 
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В работе показан анализ изменения формы ватт-амперных характеристик светодиодов, изготовленных из 

различных полупроводниковых структур AlGaInP, InGaN и GaP при изменении уровня инжекции неосновных 

носителей заряда в активную область светодиода. Показано, что мощность излучения является критериальным 

параметром светодиодов, основной светотехнической характеристикой и функцией от приложенного прямого 

тока. Для светодиодов на основе AlGaInP c множественными квантовыми ямами различного типа монтажа 

наблюдается существенное снижение мощности излучения для СД желтого цвета свечения. Для приборов на 

основе GaP наблюдается обратная зависимость. Высказано предположение о проявлении примесных центров в 

качестве центров безызлучательной рекомбинации. Показано, что с высокой точностью для всех типов свето-

диодов и изготовленных из различных полупроводниковых структур ватт-амперные характеристики описыва-

ются одной степенной функцией. Установлено, что показатель степени  в полученном соотношении  опреде-

ляет режим работы светодиода и характеризует квантовый выход индивидуального прибора и чувствитель-

ность фотодиода, используемого при измерениях в фотометрическом шаре и различен для различных диапазо-

нов токов. Сделано предположение о различном поведении СД в указанных диапазонах токов при наличии 

каких-либо внешних воздействий (наработка, старение, длительная эксплуатация, радиационное воздействие). 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Светодиоды давно заняли существенное 

место в жизнедеятельности человека. Если в 

начале производства светодиодов их, как 

правило, использовали в качестве индикаторов, 

то сейчас полупроводниковый диод на основе 

p-n-перехода может полностью заменить 

освещение на основе ламп накаливания и в 

быту, и в специальных условиях [1, 2]. Раз-

работчики постоянно совершенствуют свето-

диоды, контролируя при этом систему пара-

метров и характеристик, таких как концен-

трация носителей заряда, концентрация при-

месей, вольт-амперная характеристика, вольт-

фарадная характеристика, ватт-амперная ха-

рактеристика, ватт-вольтная характеристика и 

др. [3–5]. Особое значение для разработчиков и 

потребителей представляет собой совершенст-

вование основной выходной характеристики: 

ватт-амперной (далее – ВтАХ), которая являет-

ся основой светотехнической и вольт-амперной 

характеристики, как основной электрофизи-

ческой характеристики. 

К настоящему времени имеется достаточно 

большое количество работ по исследованию 

влияния различных факторов на ВтАХ данных 

приборов. Исследованию зависимости про-

хождения электронов через p-n-переход по-

священо множество работ [6, 7]. Однако недо-

статочно сведений о влиянии уровня инжекции 

на вид ВтАХ СД, в то время как обычно 

внимание исследователей уделяется исследо-

ванию электрофизических характеристик [8–9]. 

При этом присутствуют литературные данные, 

посвященные анализу ВтАХ определенного 

типа СД, но эти сведения не обладают 

общностью для всех типов СД, поэтому их 

можно считать разрозненными. В данной 

работе особое внимание будет уделено рас-

смотрению ВтАХ различных типов СД с точки 

зрения зависимости основной светотехнической 

характеристики от механизма протекания тока и 

уровня инжекции неосновных носителей заряда 

в активный слой. 

На данный момент практически отсутствуют 

исследования взаимосвязи исходной формы 
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ВтАХ СД радиационной стойкостью и на-

дежностью этих приборов. На практике же 

существуют способы потенциальной отбраков-

ки СД по их выходным характеристикам, т.е. 

наблюдаются различные формы ВтАХ, что 

говорит о зависимости вида ВтАХ и радиацион-

ной стойкости и надежности СД. Таким об-

разом, результаты анализа формы ВтАХ 

различных типов СД, не подвергавшихся 

каким-либо воздействиям, будут в дальнейшем 

использованы для определения взаимосвязи 

вида ВтАХ СД и их радиационной стойкости и 

надежности и являются, несомненно, актуаль-

ными. 

Целью работы является исследование 

изменения формы ВтАХ СД, изготовленных из 

различных полупроводниковых структур при 

изменении уровня инжекции неосновных 

носителей заряда в активную область СД. 

 
ОБЪЕКТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ  

И ИСПОЛЬЗУЕМОЕ ОБОРУДОВАНИЕ 

 

В данной работе объектами исследования 

являлись промышленные СД видимого диапа-

зона длин волн на основе гетероструктур 

AlGaInP с множественными квантовыми ямами 

и без (выводные и поверхностного монтажа), 

светодиоды на основе гетероструктур InGaN c 

множественными квантовыми ямами и на 

основе GaP. Все используемые в работе 

материалы представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Обозначения и характеристики 

используемых материалов 
 

 

Тип 
Мате-

риал 

 

Обозначение 
Цвет, длины 

волны 

I AlGaInP I-1-Ж1 590 желтый 

I-1-Ж1_СМД 587 желтый 

I-1-Кр1 630 красный 

I-1-Кр1_СМД 624 красный 

I-2-Ж1 590 желтый 

I-2-Ж2 590 желтый 

I-2-Кр1 630 красный 

II InGaN II-Б 465 белый 

III GaP 

 

III-Ж 567 желтый 

III-Кр 693 красный 

 

Далее рассмотрим более подробно исполь-

зуемые для изготовления СД полупровод-

никовые структуры, конструктивные особен-

ности и основные технологические приемы 

изготовления СД. 

Для изготовления кристаллов СД на основе 

гетероструктур AlGaInP c множественными 

квантовыми ямами были использованы за-

рубежные двойные гетероструктуры AlGaInP 

типа Es-WLR05BB, ES-SMHRPN28 (красные), 

EsWUSOL5BC (красные), UED-MB028SOL-AU-

02 (красные), ES-SMSOPN14 (красные), 

TK515UOH-G (красные), ODY08RF (желтые), 

EsWLY5BB (желтые) фирмы «EPISTAR».  

Использование гетероструктур позволяет 

обеспечить наилучшие выходные параметры и 

эксплуатационные свойства СД [10, 11]. Поэто-

му при рассмотрении действия различных 

внешних факторов на СД мы уделим отдельное 

внимание стойкости гетероструктур, поскольку 

именно исходный полупроводниковый ма-

териал во многом определяет эксплуатацион-

ные свойства получаемых приборов [12, 13]. 

Именно исследование стойкости гетерострук-

тур позволяет установить виды вводимых 

внешним воздействием дефектов и их комплек-

сов и установить их влияние на основные 

характеристики гетероструктур. 

Структуры AlGaInP фирмы EPISTAR, 

OSRAM, TYNTEK – выращены на моно-

кристаллической кремниевой подложке толщи-

ной 350 мкм. Сверху выращен буферный слой 

GaP толщиной 16 мкм. Далее был выращен 

активный слой AlGaInP с МКЯ, а затем верхний 

подконтактный слой InGaP, толщина которых 

составляла 1.8–2.0 мкм. 

По типу конструкции исследуемые СД на 

основе AlGaInP делились на: 

выводные (на базе корпусов КИ1 и КИ2), 

представлены под кодом I-1-Ж1 и I-1-Кр1; 

СД поверхностного монтажа (I-1-Ж1_СМД и 

I-1-Кр1_СМД). 

Для изготовления кристаллов СД на основе 

гетероструктур AlGaInP без множественных 

квантовых ям использовались гетероструктуры 

красного цвета свечения BL-L524UEC и 

гетероструктуры желтого цвета свечения BL-

L524UYC, BL-L542UYC. Причем желтого 

свечения были выбраны светодиоды двух 

типов: I-2-Ж1 и I-2-Ж2 соответственно. 

Данные СД обладают большим углом 

рассеяния светового потока благодаря тому, что 

излучающий кристалл расположен ближе к 

передней стенке линзы. Такой тип СД получил 

название Straw Hat («соломенная шляпа»), 

внешне напоминающий обычные цилиндри-
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ческие двухвыводные СД, однако с меньшей 

высотой и увеличенным радиусом линзы. 

Для всех исследуемых СД на основе 

гетероструктур на основе AlGaInP без множе-

ственных квантовых ям величина прямого 

рабочего тока составляет Iраб = 30 мА в непре-

рывном режиме питания, а напряжение питания 

при этом не превышало Uраб = 2.5 В. Все гетеро-

структуры СД красного свечения имели длину 

волны в максимуме спектра электролюминес-

ценции λ = 0.63 мкм. В то же время все 

гетероструктуры СД желтого свечения имели 

длину волны в максимуме спектра электро-

люминесценции – λ = 0.590 мкм, что свидетель-

ствует о близком элементном составе активного 

слоя. 

Гетероструктуры с квантовыми ямами InGaN 

позволяют изготовить СД синего и зеленого 

свечения. Для изготовления СД белого свечения 

были использованы гетероструктуры InGaN 

синего свечения и люминофор для получения 

требуемого спектра излучения (II-Б).  

Гетероструктуры InGaN/GaN с МКЯ были 

изготовлены методом газофазной эпитаксии из 

металлорганических соединений на подложке 

из сапфира толщиной 150 мм. Буферный слой 

GaN формировался в условиях насыщения 

атмосферы водородом. Величина наращи-

ваемого буферного слоя GaN составляла 

3.5 мкм. Затем формировался активный слой с 

множественными квантовыми ямами в 

условиях насыщения атмосферы азотом. При 

формировании слоев использовалась органиче-

ские соединения TMGa, TEGa, TMIn, NH3. 

Для подложек  эпитаксиальных структур 

светодиодов на основе GaP (III-Ж и III-Кр) ис-

пользовались монокристаллы фосфида галлия  

GaP(Zn,O),  выращенные методом Чохральско-

го. Этот метод  для данных кристаллов является 

наиболее эффективным [11]. Легирование азо-

том и/или цинком и кислородом применяется в 

зависимости от получения необходимого цвета 

свечения. Исторически сложилось так, что 

именно на материале GaP отрабатывалась мето-

дика оценки радиационной стойкости полупро-

водниковых приборов. 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  

И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

 

Для каждого СД измеряли ВтАХ в 

фотометрическом шаре, который обеспечивает 

задание прямого тока СД в диапазоне (0 – 

500) мА с шагом 1 мA и погрешностью не более 

± 3 %. Измерение тока на выходе фото-

приемника измерялось с погрешностью из-

мерения тока фотоприемника ± 2 %. На основа-

нии измеренного тока фотоприемника произ-

водили расчет мощности излучения, используя 

калибровочные зависимости чувствительности 

фотоприемника от длины волны излучения. 

Рассмотрим подробно ВтАХ СД из раз-

личных материалов. Для всех СД наблюдаются 

отличия в выходной мощности излучения для 

приборов разного цвета свечения. На рис. 1 

представлены ватт-амперные характеристики 

СД на основе гетероструктур AlGaInP c 

множественными квантовыми ямами. Для СД 

желтого (λ = 590) и красного (λ = 630) цвета 

свечения наблюдается различие мощности 

излучения в два раза. Для СД желтого цвета 

свечения (λ = 590) наблюдается снижение 

мощности излучения, достигающее 25 % от СД 

красного цвета свечения (λ = 630). Таким 

образом, для исходных СД на основе AlGaInP c 

множественными квантовыми ямами раз-

личного типа монтажа наблюдается сущест-

венное снижение мощности излучения для СД 

желтого цвета свечения. Аналогичные зависи-

мости наблюдаются для СД на основе гетеро-

структур AlGaInP без включения квантовых ям 

(рис. 2). 

Для СД на основе GaP наблюдается обратная 

зависимость: для СД желтого цвета свечения на 

мощность излучения в области высоких токов и 

высоких напряжений на 40 % выше, чем у 

светодиодов красного цвета свечения с λ = 

= 693 нм. В отличие от СД на основе 

гетероструктур AlGaInP, для изготовления СД 

на основе GaP желтого цвета свечения 

используется легирование одной примесью 

азотом, а для изготовления СД красного цвета 

свечения используются дополнительные 

примеси – цинк и кислород, что объясняет 

отмеченное различие в мощности излучения 

исходных СД. 

Рассмотрим более подробно зависимости 

мощности излучения светодиода от протекаю-

щего в СД тока. В результате аппроксимации 

зависимостей мощности излучения от прямого 

тока всех типов СД было выявлено, что все 

кривые с высокой точностью описываются 

степенной функцией 
 

  
α
раб ,P A I             (1) 

 

где А – коэффициент пропорциональности, 

величина которого характеризует квантовый 

выход индивидуального СД и чувствительность 

фотодиода, используемого при измерениях в 

фотометрическом шаре; α – показатель степен-
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ной функции прямого тока, который зависит от 

области прямых токов, в которой рас-

сматривается ВтАХ:  α = 2 – в области высоких 

прямых токов;  α = 1 – в области средних значе-

ний прямых токов;  α = 0 – в области низких 

токов и, соответственно, низких напряжений.  

 
 

 
 

Рис. 1. ВтАХ исходных СД на основе AlGaInP: а)  с множественными квантовыми ямами  

(I-1-Ж1 и I-1-Кр1);  b) поверхностного монтажа (1-Ж1_СМД и I-1-Кр1_СМД) соответственно.  

Линии – функции, описывающие выделенные стадии снижения мощности излучения СД 

 

 

 
 

Рис. 2. ВтАХ исходных СД на основе AlGaInP  

(I-2-Ж1 и I-2-Кр1). Линии – функции, описывающие 

выделенные стадии снижения мощности  

излучения СД 

 Рис. 3. ВтАХ исходных СД на основе GaP  

(III-Ж и III-Кр). Линии – функции, описывающие 

выделенные стадии снижения мощности  

излучения СД 

 

Хочется отметить, что не для всех исходных 

СД наблюдается работа СД при α = 0, когда 

мощность излучения СД есть величина 

постоянная и не зависящая от протекающего в 

СД тока. Указанное состояние описывает 

работу СД в режиме низкой инжекции 

электронов в активную область СД. Тогда 

можно сделать вывод, что при α =1 и при α =2 

СД работает в режимах средней и высокой 

инжекции носителей заряда в активную область 

соответственно. Данное предположение было 

подтверждено расчетами концентрации инжек-

тируемых электронов и концентрации дырок в 

р-области. 

Как было показано ранее, ВтАХ, пред-

ставленная в полулогарифмическом масштабе 

[16], также позволяет однозначно иденти-

фицировать механизмы протекания прямого 

тока и выделить области со средним и высоким 

уровнем инжекции неосновных носителей в 

активный слой СД при прямом смещении [14]. 

Поэтому наиболее четко возможно выделить 

режим низкой инжекции электронов, используя 

логарифмический / полулогарифмический мас-

штаб (рис. 4). Для большинства исходных при-



А.Р. Расул, К.Н. Орлова 

 

 – 56 – 

боров режим низкой инжекции не наблюдается 

ввиду высокого напряжения порога проводи-

мости при относительно низкой чувствитель-

ности измерительной аппаратуры в диапазоне 

токов 0 мА < I < 5мА. 

Рассмотрим более подробно ВтАХ в 

областях средних и высоких токов. На рис. 5 

видно, что рост мощности излучения всех 

исследуемых образцов с ростом прямого тока 

наиболее точно описывается линейной функ-

цией, что соответствует 𝑃 ~ 𝐼раб и коэффи-

циенту α = 1 и подтверждает, что в указанном 

диапазоне токов приборы работают в режиме 

средней инжекции электронов. 

На рис. 6 показаны ВтАХ исходных СД на 

основе AlGaInP, AlGaN и GaP в области 

высоких токов, мощность излучения которых 

изменяется в зависимости от рабочего тока по 

закону 𝑃 ~ 𝐼раб
2   и описывается формулой (1) 

при α = 2. 

Таким образом, при воздействии внешних 

факторов на СД необходимо более подробно 

рассматривать характеристики СД в трех 

областях инжекции электронов в активную 

область СД: 

 сильной инжекции; 

 средней инжекции; 

 низкой инжекции. 

 

                    
Рис. 4. ВтАХ исходных СД на основе гетероструктур 

AlGaInP с множественными квантовыми ямами:  

символы – экспериментальные данные; линии – 

установленные зависимости; горизонтальная пунктирная 

линия – уровень низкой инжекции электронов 

 

 

 

 

 

Рис. 6. ВтАХ исходных СД на основе AlGaInP, 

AlGaN и GaP в области высоких токов.  

Линии – функции, описывающие выделенные 

стадии снижения мощности излучения СД 

 
 

 

 
 

Рис. 5. ВтАХ исходных СД на основе AlGaInP, 

AlGaN и GaP в области средних токов.  

Линии – функции, описывающие выделенные стадии 

снижения мощности излучения СД 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основании установленных закономер-

ностей можно сделать следующие выводы: 

1. ВтАХ СД, изготовленных из различных 

материалов, имеют различную исходную фор-

му, причем мощность излучения является функ-

цией от приложенного прямого тока, однако с 

высокой точностью описываются одной функ-

цией.  

2. ВтАХ СД позволяют выделить области 

низкой, средней и высокой инжекции неоснов-

ных носителей заряда в активную область СД. 

При этом область средней инжекции электро-

нов характерна для всех типов СД, в то время 

как низкая и высокая инжекции наблюдаются 

для некоторых СД. 

3. Мощность излучения СД изменяется по 

закону 
α
рабP A I  , причем показатель степени 
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 определяет режим работы СД и равен: α = 2 – 

в области высоких токов; α = 1 – в области 

средних токов; α = 0 – в области низких значе-

ний токов. И возможно предполагать различное 

поведение СД в указанных режимах при нали-

чии каких-либо внешних воздействий (наработ-

ка, старение, длительная эксплуатация, радиа-

ционное воздействие). 
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      The paper shows the changes in the watt-ampere characteristics shape of LEDs made from various 

semiconductor structures AlGaInP, InGaN and GaP with variation of the electron injection into the active region of 

the LED changes. It is shown that the light output power is a criterion parameter of LEDs, the main lighting 

characteristic and a function of the applied forward current. For LEDs based on AlGaInP with multiple quantum 

wells of various types of installation, a significant decrease in the emission power is observed for yellow LEDs. For 

GaP-based devices, an inverse relationship is observed. It has been suggested that impurity centers manifest 

themselves as nonradiative recombination centers. It is described with high accuracy for all types of LEDs by a 
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single power function. It has been established that the exponent  determines the LEDs operating mode and 

characterizes the light output power of an individual LED and the photodiode sensitivity used in measurements in a 

photometric sphere. It is different for various current ranges. It is assumed that LEDs behave differently in the 

specified current ranges in the presence of any external influences (operation, aging, long-term operation, radiation 

exposure). 

Keywords: LEDs, watt-ampere characteristic, light output power. 
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