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  В рамках гидродинамического описания исследуется динамика нелинейных цилиндрических ленгмю-
ровских волн в изотермической плазме, где ионы образуют неподвижный фон. Задача рассматривается  
в электростатической постанове для двухмерной геометрии. Используя частное, точное аналитическое 
решение уравнений гидродинамики, получена система дифференциальных уравнений, описывающая ди-
намику электронов с учетом конечной температуры электронов. В настоящих расчетах использовался па-
раболический по радиусу, вогнутый температурный профиль, связанный с меняющейся только по времени 
электронной плотностью. В рамках данной модели обсуждается влияние начальных условий и тепловых 
эффектов на регулярную динамику возбуждаемых волн и развитие гидродинамических сингулярностей  
в электронном потоке. Получены оценки, задающие допустимый диапазон параметров плазмы, при которых 
реализуется либо регулярное поведение волны, либо происходит опрокидывание электронной волны. По-
казано, что развитие сингулярного поведения за счет собственной нелинейности можно избежать при учете 
тепловых эффектов и начального вращения электронного потока. Данные результаты могут быть полезны 
для установления механизмов неравновесного переноса энергии/импульса в плазменных средах с конечной 
температурой электронов и ионов. 

Ключевые слова: цилиндрические волны, нелинейная динамика, идеальный газ, коллапс плотности, ади-
абата Пуассона. 
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ВВЕДЕНИЕ

Динамика плазменных волн конечной ампли-
туды интенсивно изучается в течение последних 
нескольких десятилетий, что связано как с ис-
следованием естественных явлений (например, 
зарождение вихрей, перенос энергии/импульса  
в неравновесных потоках [1 – 7]), так и с много-
численными техническими приложениями (на-
пример, ускорение заряженных частиц, создание 
источников излучения [8 – 11]). При этом следует 
иметь в виду, что некоторые физически и техниче-
ски интересные задачи требуют математического 
рассмотрения в полной нелинейной постановке 
уравнений гидродинамики и электродинамики  
[1, 2, 6]. К сожалению, в настоящее время общего 
подхода к аналитическому описанию подобных 
задач нет [4, 12, 13], а именно к такому типу отно-

сится задача о динамике нелинейных двухмерных 
волн, возбуждаемых в плазме.

 Чтобы в этом случае выявить некоторые фи-
зические свойства исследуемой системы, избежав 
математических трудностей, можно рассмотреть 
наиболее простую динамику системы в условиях, 
где они будут проявляться наиболее наглядным 
образом. Например, в [14 – 16] была установле-
на возможность аккумуляции энергии/импульса  
в одной из макроскопических степеней свободы 
вращающегося потока холодной плазмы. Этот 
процесс принципиально отличается от обычно-
го механизма рассеяния энергии при развитии 
любой неустойчивости, переводящего энергию  
в тепловую форму (см., например, [4, 6, 7]). 
Данная особенность связана с взаимодействием 
нелинейных радиальных и аксиальных плазмен-
ных колебаний, происходящих при локальном 
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нарушении квазинейтральности, обусловленной 
вращением потока. В результате этого процесса 
может происходить ускорение потока в аксиаль-
ном или азимутальном направлении. 

Однако полученные результаты относятся  
к потокам холодной плазмы [14 – 16]. В этой связи 
возникает естественный вопрос, как учет конеч-
ной энергии ионов и электронов будет влиять на 
данный механизм перераспределения энергии/
импульса. Чтобы подойти к решению данного 
вопроса, мы рассмотрим в рамках гидродинами-
ческого описания влияние электронного давления 
и собственного электростатического поля плазмы 
на электронную динамику, оставляя ионы холод-
ными и неподвижными.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в начальный момент задан плазменный 
цилиндр радиусом R0 и высотой d, ограниченный 
вакуумом (рис. 1), в котором холодные ионы соз-
дают неподвижный фон постоянной плотности 
n0, а подвижные электроны имеют конечную 
температуру Te. При этом мы будем трактовать 
электронную составляющую как идеальный газ, 
удовлетворяющий уравнению состояния pe = Tene, 
где pe и ne – давление и плотность электронов. 
С другой стороны, в отсутствии диссипативных 
процессов в системе давление также описывается 
адиабатой Пуассона:

 const,e ep n g- =                      (1)

где g – показатель адиабаты. 

( )04 ,eE e n npÑ× = -


                   (4)

где ev


 – скорость электронов; me и e – масса  
и заряд электрона; E



 – электростатическое поле. 
Используя уравнение состояния идеального 

газа и уравнение непрерывности (2), перепишем 
уравнение адиабатичности (1) в дифференциаль-
ной форме, как

 ( ) ( )1 .e
e e e

T v T v
t

g
¶

+ Ñ =- - Ñ×
¶

×
 

В настоящей работе обсуждается только изо-
термический предел (g = 1), когда данное соотно-
шение сводится к 

( ) 0.e
e e

T v T
t

¶
×+ Ñ =

¶
                    (5)

Ограничиваясь пределом 0d R  в аксиаль-
но-симметричной геометрии (∂j = ∂z = 0), далее 
рассмотрим динамику цилиндрической волны  
в плоскости r 0 j. 

Чтобы выделить управляющие параметры 
данной задачи, введем безразмерные переменные

0 0 *

* * 0

, , , , 

, , ,

e r
pe

eer
r

n Err t t n E
R n E

vv Tv v T
v v T

j
j

w= = = =

= = =
   (6)

здесь 2
0 * 04 , pe e pen e m v Rw p w= =    и  E* = 4p e n0 R0, 

а T0 – характерная температура электронов. В но-
вых переменных, опуская знак математического 
акцента над безразмерными переменными, пере-
пишем уравнения (2) – (5) в скалярном виде 

( )1 0,rrnvn
t r r

¶¶
+ =

¶ ¶
                     (7)

( )2
2 1 ,r r

r T

v nTv vv E
t r r n r

j b
¶¶ ¶

+ - =- -
¶ ¶ ¶

    (8)

 0,r
r

v v v v
v

t r r
j j j¶ ¶
+ + =

¶ ¶
               (9)

 
( )1 1 ,
rE

n
r r
¶

= -
¶

                      (10)

 0,r
T Tv
t r

¶ ¶
+ =

¶ ¶
                      (11)

Рис. 1.  Цилиндрический  
плазменный слой

Тогда основные уравнения, описывающие ди-
намику электронов, есть 

( ) 0,e
e e

n n v
t

¶
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¶
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      (3)
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где bT – управляющий параметр
2

2 0
2 2 2

0 *e pe

T a
m R v

b = =
w

,                 (12)

представляет собой квадрат отношения тепловой 
скорости 0T ea T m=  к характерной скорости 

v*=R0wpe. 
Уравнения (7) – (11) с начальными условиями

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

0, 0, 1,  0, 0,

0, ,  0, ,r r

n t r T t r E t r

v t r v r v t r v rj j

= = = = = =

= = = =
 (13)

где vr0 (r) и vj0 (r) – гладкие, ограниченные функ-
ции, задающие начальное распределение поля 
электронных скоростей, составляют основу для 
исследования динамики цилиндрических волн  
в рассматриваемой системе.

2. ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ

Частное решение (7) – (11) можно построить  
с помощью подстановки

n = n (t),                           (14)

( ) ( ) ,rv rA t e rB t ej= +
  

               (15)
21 ,T nr= ±                          (16)

( )
2
t

E r
e

= ,                          (17)

которая обращает уравнения в частных произво-
дных (7) – (11) в тождества, если пока что неиз-
вестные функции n (t), A (t) и B (t) удовлетворя-
ют системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которая получается при подстановке 
(14) – (17) в (7) – (11). 

Подставив (14) и (15) в (7), получим

 2 .dn An
dt

=-                         (18)

Заметим, что подстановка (16) и (15) в (11) 
приводит к этому же уравнению (18). Из (10)  
с учетом (14) и (17) следует

e = 1 – n.                            (19)

Аналогичным образом из (9) с помощью (15) 
находим

 2 .dB AB
dt

=-                       (20)

Наконец, воспользовавшись (15), (16), (17)  
и (19) в (8), получим

2 2 2 12 .
2T

dA nA B n
dt

b
-

=- + +
      (21)

Таким образом, соотношения (14) – (17), в кото-
рых временная зависимость задается уравнения-
ми (18), (20) и (21) являются частными, точными 
решениями исходной начальной задачи (2) – (5) 
и (13) при соответствующем выборе начальных 
значений

( ) ( )
( ) ( )0 0

0 1, 0 0

,

,

0 0 .

n t t

A t A B t B

e= = = =

= = = =
 

Эти уравнения определяют динамику элек-
тронов и будут положены в основу дальнейшего 
анализа.

3. ДИНАМИКА ЭЛЕКТРОНОВ

Рассмотрим динамику электронов в случае во-
гнутого параболического профиля температуры 
(16), что соответствует знаку минус перед тре-
тьим членом в правой части уравнения (21). Для 
этого из (18) и (20) находим

( )
( )0

exp 2 ,

exp 2 ,

n

B B

q

q

= -

= -
                (22)

где 

( )
0

.
t

A x dxq= ò                     (23)

Как видно из (22) и (23), динамика плотности 
и азимутальной скорости электронов полностью 
определяется временной эволюцией радиальной 
составляющей скорости через нелокальную зави-
симость (23). Причем интегральная зависимость 
(23) показывает, что значительные колебания  
в радиальной составляющей могут относитель-
но слабо влиять на азимутальную составляющую 
скорости и плотность. Поэтому далее можно огра-
ничиться анализом радиальной составляющей 
A(t).

Подставив (22) в (21) и воспользовавшись со-

отношением  dA
dt
q

= , получим

22
2 2 2
02

1 ,
2

d d D B e e
dt dt

q qq q - -æ ö÷ é ùç+ = + -÷ç ê ú÷ ë ûçè ø      (24)
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где параметр 

21 4
2

T
TD b-
=                        (25)

отражает влияние тепловых эффектов.
Чтобы упростить (24), введем подстановку

W = exp (q),                         (26)

которая сводит данное уравнение к
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где согласно (23) и (26) использовались y (t = 0) = A0 
и W (t = 0) = 1.

Соотношение (28) удобно переписать в более 
наглядной форме, как
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Поскольку левая часть (29) всегда положитель-
на, то это накладывает определенные ограниче-
ния на DT. Так, при W < 1, что реализуется для A < 0, 
необходимо, чтобы DT < 0, т.е.

        24 1.Tb >                             (30)

При W >1, что отвечает A (t) > 0, будет DT  > 0, 
а значит, выполняется противоположное (30) ус-
ловие. При DT = 0, когда 4bT2 = 1, как и для bT = 0, 
влияния теплового эффекта нет.

В качестве иллюстрации влияния тепловых эф-
фектов на развитие цилиндрических электронных 
волн рассмотрим волновую динамику для наибо-
лее характерных случаев bT. 

На рис. 2 представлены зависимости ради-
альной A и азимутальной B составляющих ско-
рости электронов вместе с плотностью n при 
отсутствии начального возмущения в поле ско-
ростей, но при ненулевом значении теплового па-
раметра bT. Как видно из приведенных графиков,  
в этом случае радиальная скорость и электронная 
плотность испытывают почти гармонические ко-
лебания ленгмюровского типа из-за действия bT  
и возникающего электрического поля e, тогда как 
азимутальная составляющая скорости остается 
невозмущенной. 

Рис. 2.  Зависимости величин A, B, n от времени  
при bT = 0.25; A0 = 0; B0 = 0; n(0) = 1,  

где 1 – зависимость A(t); 2 – зависимость B(t);  
3 – зависимость n(t)
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Совершенно другая картина реализуется 
(рис. 3), когда имеется начальное возмущение  
в радиальной скорости. Для выбранного bT раска-
чиваются сильно нелинейные колебания в ради-
альной скорости A, за конечное время профиль 
волны опрокидывается, что приводит к коллапсу 
плотности. Следовательно, конечное давление  
в данном случае не препятствует развитию син-
гулярности, но при этом азимутальная скорость 
не меняется.

Теперь посмотрим, что будет происходить при 
увеличении bT с наличием начального вращения 
и радиального движения (рис. 4). В этом случае 
возникающие нелинейные радиальные колебания 
скорости не приводят возникновению коллапса 
плотности из-за действия тепловых эффектов, 
препятствующих развитию сингулярности. Как 
и следует из уравнений (18) и (20), профили ази-
мутальной скорости и плотности для выбранных 
начальных условий совпадают. 

Несколько иная картина наблюдается при на-
личии начального вращения и невозмущенном 
радиальном профиле скоростей (рис. 5), когда 
все величины испытывают почти гармониче-
ские колебания. Данные примеры показывает, что  
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в рассматриваемой модели за развитие сингуляр-
ностей отвечают колебания в радиальной скорости. 

В заключение рассмотрим особый случай 
bT = 0.5, в котором полностью должно отсутство-
вать влияние конечной температуры электронов. 
Зависимости, представленные на рис. 6, каче-
ственно близки кривым на рис. 2, где не было 
проявления ни собственной нелинейности, как 
на рис. 3, ни дисперсии, связанной с тепловым 
движением плазмы, как в случае рис. 4, что под-
тверждает ранее сделанные выводы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе в рамках гидродинами-
ческого описания рассматривалась нелинейная 
динамика цилиндрических волн с конечным 
электронным давлением и неподвижными холод-
ными ионами в двухмерной геометрии. Считая 

Рис. 4.  Зависимости величин A, B, n  
от времени при bT = 1; A0 = 1; B0 = 1; n(0) = 1,  

где 1 – зависимость A(t); 2 – зависимость B(t);  
3 – зависимость n(t)
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Рис. 6.  Зависимости величин A, B, n от времени  

при bT = 0.5; A0 = 0; B0 = 1; n(0) = 1, 
где 1 – зависимость A(t); 2 – зависимость B(t);  

3 – зависимость n(t)

Рис. 3.  Зависимости величин A, B, n от времени  
при bT = 0.25; A0 = 1; B0 = 0; n(0) = 1,  

где 1 – зависимость A(t); 2 – зависимость B(t);  
3 – зависимость n(t)
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систему адиабатической, давление электронов 
описывалось формулой Пуассона (1) или в диф-
ференциальной форме соотношением (5) в изотер-
мическом пределе g = 1. Такая постановка задачи 
позволила использовать подстановку (14) – (17), 
которая превращает уравнения гидродинамики 
в систему обыкновенных уравнений (18), (20) 
и (21). При этом стоит отметить, что уравнения 
(5) и (7) порождают одно и тоже эволюционное 
уравнение (18). Таким образом, точное частное 
решение (14) – (17) при определенных начальных 
условиях описывает начальную стадию развития 
нелинейных электронных волн до тех пор, пока 
ионы можно считать неподвижными, электроны 
– изотермическими.

 Введенный безразмерный параметр bT отра-
жает проявление теплового эффекта и начальных 
характеристик в динамике рассматриваемой си-
стемы [см. уравнение (21)]. Этот управляющий 
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Рис. 5.  Зависимости величин A, B, n от времени  
при bT = 1; A0 = 0; B0 = 1; n(0) = 1, 

где 1 – зависимость A(t); 2 – зависимость B(t);  
3 – зависимость n(t)
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параметр в принципе позволяет выделить область 
значений, где будет проявляться тепловой эффект 
в динамике электронных нелинейных волн, ис-
ключающий развитие гидродинамических сингу-
лярностей. Приведенное рассмотрение показыва-
ет, что развитие сингулярного поведения за счет 
собственной нелинейности можно избежать при 
учете тепловых эффектов и начального вращения 
электронного потока, т.е. регулярная динамика от-
вечает не только определенным значениям bT, но 
также следует учитывать величину B0.

Следует подчеркнуть, что решение с не-
подвижными ионами является ограниченным  
и описывает только начальную стадию развития 
нелинейных плазменных волн. Данная задача 
только позволяет выделить диапазон параметров 
системы, при которых возможна реализация ре-
гулярного поведения. На более больших интерва-
лах  времени следует учитывать движение ион-
ной компоненты, как это было сделано в [14 – 16],  
а также выйти за пределы изотермического при-
ближения. Настоящая постановка допускает та-
кое обобщение, что позволит подойти к решению 
ряда технических и естественных задач.
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 Within the framework of hydrodynamic description, the dynamics of nonlinear cylindrical Langmuir waves 
has been studied for an isothermal plasma where ions form a stationary background. The problem is considered 
in the electrostatic formulation for two-dimensional geometry. Using a partial, exact solution for the equations 
of hydrodynamics, a system of differential equations describing the dynamics of electrons with the finite 
temperature is obtained. In these calculations, a parabolic on radius, concave temperature profile associated with 
an electron density changing only in time was used. In the framework of this model, the influence of initial 
conditions and thermal effects on the regular dynamics of excited waves and the development of hydrodynamic 
singularities in the electron beam is discussed. Estimates are obtained that specify the permissible range of plasma 
parameters at which either regular wave behavior is realized or the electron wave breaks down. It is shown that 
the development of singular behavior due to the intrinsic nonlinearity can be avoided by taking into account 
the thermal effects and the initial rotation of electron beam. These results may be useful for establishing the 
mechanisms of nonequilibrium energy/momentum transfer in plasma media with finite electron and ion temperatures.  
Estimations specifying the admissible range of plasma parameters are derived.

Keywords: cylindrical waves, nonlinear dynamics, ideal gas, density collapse, Poisson adiabatic equation.
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Рассматривается обобщенное уравнение Герджикова – Иванова. В последние годы это уравнение интен-
сивно изучается, поскольку оно используется для описания распространения импульсов в оптическом волокне. 
В отличие от классического уравнения Герджикова – Иванова, исследуемое уравнение не проходит тест Пенлеве, 
и задача Коши для этого уравнения не решается методом обратной задачи рассеяния. Этот вариант уравнения 
Герджикова – Иванова имеет лишь ограниченное число законов сохранения. С помощью множителей и пря-
мых вычислений в работе построены законы сохранения рассматриваемого уравнения и найдены два закона 
сохранения без ограничений на параметры уравнения. Еще один дополнительный закон сохранения найден 
при дополнительном ограничении на параметры уравнения. В работе также получены первые интегралы для 
обыкновенных дифференциальных уравнений в результате редукции законов сохранения к переменным бегу-
щей волны в обобщенном уравнении Герджикова – Иванова. Найдены аналитические решения рассматриваемого 
уравнения. Точные решения обобщенного уравнения Герджикова – Иванова представлены в форме оптических 
солитонов, а также через эллиптические функции Якоби. Используя вспомогательные интегралы, вычислены 
сохраняющиеся величины для оптического солитона. Консервативные плотности соответствуют физическим 
величинам: мощности, момента и энергии. Полученные сохраняющиеся величины имеют практическую пользу 
при численном и нейросетевом моделировании процессов распространения импульсов в оптическом волокне.

Ключевые слова: уравнение Герджикова – Иванова, законы сохранения, первые интегралы, точные ре-
шения, оптические солитоны, консервативные плотности. 
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с необходимостью решения задач пе-
редачи информации на большие расстояния в по-
следние десятилетия появился большой интерес  
к исследованию математических моделей распро-
странения импульсов в нелинейно-оптических 
средах [1 – 3]. Основным уравнением, использу-
емым для математической модели описания оп-
тических солитонов [4 – 6], является нелинейное 
уравнение Шредингера 

i qt+ a qxx+ b |q|2 q = 0,                 (1)

где q (x, t) – комплекснозначная функция; i2 = –1;  
x и t – пространственная и временная координаты, 
соотвественно; a и b – действительные параметры 

математической модели. Уравнение описывает 
огибающую волнового пакета в среде с диспер-
сией и кубической нелинейностью. Известно, что 
нелинейное уравнение Шредингера принадле-
жит классу интегрируемых уравнений, для него 
найдены пара Лакса, преобразования Бэклунда  
и многосолитонные решения [7, 8]. Также оно 
имеет бесконечное количество законов сохране-
ния.

Однако классического нелинейного уравне-
ния Шредингера оказалось недостаточно для 
описания процессов распространения им-
пульса в оптическом волокне. В последние 
годы для описания оптических импульсов на 
большие расстояния предложен ряд новых 
математических моделей, учитывающих такие 
физические процессы, как влияние дисперсии 
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высокого порядка, сложных зависимостей 
коэффициентов преломления и ряда других 
факторов [9 – 12]. Все эти уравнения не относятся 
к классу уравнений, интегрируемых методом 
обратной задачи рассеяния и, как правило, имеют 
три или менее законов сохранения. Законы 
сохранения некоторых математических моделей, 
описывающих распространение импульсов  
в оптических средах, можно найти в работах 
[13 – 17].

В данной работе изучается возмущенное 
уравнение Герджикова – Иванова [18]

( ) ( )
4 2 *

2 2

 | |  
  | |  | |  ,

t xx x
m m

x xx

iq aq b q q i cq q
i q q q q q

+ + + =
 = a + l + m 

     (2)

где q (x, t) – комплекснозначная функция; x и t – 
пространственная и временная координаты соот-
ветственно; i2 = –1, a, b, c, a, l, m – действительные 
параметры математической модели.

Уравнение (2) является одним из широко 
известных нелинейных уравнений в частных 
производных, использующихся при описании 
оптических солитонов в оптоволокне. Уравнение 
не проходит тест Пенлеве, задача Коши для этого 
уравнения не решается методом обратной задачи 
рассеяния в общем случае. Лишь только при 
значениях параметров a = l = m = 0 уравнение (2) 
является интегрируемым, что показано в работах 
[19 – 21].

Цель данной работы – исследование обобщен-
ного уравнения Герджикова – Иванова (2).

В данной работе применительно к уравнению 
(2) поставлены следующие задачи: 

1) найти законы сохранения прямыми вычис-
лениями для исследуемого уравнения; 

2) построить первые интегралы для обобщен-
ного уравнения, используя законы сохранения; 

3) получить точные решения рассматриваемого 
уравнения; 

4) вычислить сохраняющиеся величины для 
соответствующих решений. 

Результаты работы представлены в следую-
щем порядке. В разд. 1 показан алгоритм по-
строения законов сохранения, и найдены три 
закона сохранения для обобщенного уравнения 
Герджикова – Иванова. В разд. 3, используя 
найденные для уравнения законы сохранения, 
получены первые интегралы уравнения в пе-
ременных бегущей волны. В разд. 3 представ-
лены некоторые точные решения для обоб-
щенного уравнения Герджикова – Иванова.  
В разд. 4 вычислены сохраняющиеся величины 
оптического солитона исследуемого уравнения.

1. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ  
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ 

ГЕРДЖИКОВА – ИВАНОВА

Законы сохранения являются одной из 
важнейших характеристик нелинейных 
эволюционных уравнений [22 – 25]. Они позво-
ляют оценить некоторые сохраняющиеся 
характеристики математических моделей [26 – 29]. 
Также известно, что законы сохранения отражают 
свойство интегрируемости нелинейных уравнений 
в частных производных [30 – 32]. Так, уравнения  
в частных производных, интегрируемые методом 
обратной задачи рассеяния, такие как, например, 
уравнение Кортевега-де Вриза

ut + 6 u ux + uxxx = 0                     (3)

и классическое нелинейное уравнение Шредин-
гера (1) имеют бесконечное число законов сохра-
нения.

Существует несколько подходов к нахождению 
законов сохранения нелинейных уравнений  
в частных производных. В статье [33] был приме-
нен гамильтонов формализм для нелинейных 
уравнений Шредингера второго и четвертого 
порядков с использованием формализма Дирака –
Бергмана для построения Гамильтониана. Однако 
законы сохранения для обобщенных нелинейных 
уравнений Шредингера можно искать, используя 
прямые преобразования уравнений, что показано 
в работах [34 – 37]. Данный раздел посвящен 
построению законов сохранения с помощью мно-
жителей и прямых вычислений.

Остановимся на общем определении законов 
сохранения.

Говорят, что уравнение в частных производных 

E (u, ux, ut,…, x, t) = 0                   (4)

имеет n законов сохранения, если оно представ-
лено в виде

0,  1,  ..., ,i iT X i n
t x

∂ ∂
+ = =

∂ ∂                 (5) 

где Ti – плотность; Xi – поток; причем Ti и Xi 
зависят от функции u и ее производных по x и t.

В предположении, что при x → ± ∞ имеем, что 
интегрируя (5) по x от – ∞ до + ∞  выражение (5), 
получим, полагая потоки  Xi = 0, на бесконечности

0i
i i

i
X ddx dx T dx X

t x dt
T+∞ +∞

+∞
−∞

−∞ −∞

∂ ∂
+ = + =

∂ ∂∫ ∫ ∫    (6)
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отсюда 

 const .i iI T dx
+∞

−∞

= =∫                   (7)

Величина (7) называется консервативной 
плотностью. Она не зависит от времени и явля-
ется сохраняющейся величиной.

В данном разделе построим три закона 
сохранения для обобщенного уравнения Герджи-
кова – Иванова используя множители и прямые 
вычисления. Для получения законов сохранения 
уравнение запишем в виде системы, состоящей 
из двух уравнений, а именно уравнения (2) 

( ) ( )
4 2 *

2 2

   | |   
   | |  | |

t xx x
m m

x x x

i q a q b q i cq q
i q q q q

q
q

+ + + =
 = a + l + m 

      (8)

и комплексно-сопряженного к нему в виде

( ) ( )
* * 4 * *2

* 2 * 2 *

  | |   
   | |  | | .

t xx x
m m

x x x

i q a q b q q i cq q
i q q q q q
− + + − =
 = − a + l + m 

   (9)

Построим первый закон сохранения для 
уравнения (8). Для этого умножаем уравнение 
(8) на q*, уравнение (9) на –q, а затем сложим 
полученные уравнения. Результат преобразуем 
к следующему выражению

1 1 0,T X
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                      (10)

где T1 и X1 имеют вид 

( )
( ) ( )

2
1

4 2* *
1

2 1 2 1

| | ,

 
2

1 . 2 2  
1 1

x x

m m

T q
cX ia q q qq q q

mq q
m m

+ +

=

= − − + −a −

 −l − − m + + 

  (11)

Для построения второго закона сохранения 
воспользуемся следующим подходом. Умножим 
уравнение (8) на *

xq , а уравнение (9) на qx и затем 
также сложим их. Получаем

( )
( )

( )
( ) ( )

1
2* * * *2

2 * *

  2   

2   .
x x xx xx

m
xx xx

Xq q qq c q qq q q
t x

q qq q q

∂∂
− + + − =

∂ ∂
 = l + m − 

(12)

где (1)
2X имеет вид 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 61 * *
2

2 * *

2 * *

22  
3

2  
2 .

t t x

x x
m

x x

X qq q q ia q ib q

c q qq q q
q qq q q

= − +

−

−

+

+

−

+ l + m −

 (13)

Данный вид не соответствует закону сохранения, 
однако его можно преобразовать к закону 
сохранения. Для этого рассмотрим еще одно 
выражение. Умножим уравнение (8) на q* |q|2k 
и сложим с уравнением (9), умноженным на  
– q |q|2k, где k∈ . Тогда получим 

 ( )
( )

( )

2
2 2 2

2 * *

  | |
1
| | 0,

k

k
xx xx

Xi q
k t x
a q q q qq

+ ∂∂
+ +

+ ∂ ∂
+ − =

           (14)

где (2)
2X имеет вид 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2 1
2

2 1

2 1

 | |  | |
2 1
2 1   | |

1
2   | | .

1

k k

k m

k m

cX i q i q
k k

mi q
k m

mi q
k m

+ +

+ +

+ +

a
= − −

+ +
+

− l −
+ +

− m
+ +

  (15)

 Затем сложим уравнение (12) с уравнением 
(14) при k = 1 и уравнением (14) при k = m. Резуль-
тат разделим на i и тогда получим второй закон 
сохранения 

 2 2 0,T X
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                   (16)

где T2 и X2 определяются как 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* * 4 2 2
2

1 2 2
2 2 2 1 2

2  |  | | | ,   
1

2 | 2   | .

m
x x

k k m

T ia q q qq c q q
m

X iaX icX i X

+

= =

l + m
= − − + −

+
= − − + l + m

 (17)

Покажем как для исследуемого уравнения 
получить третий закон сохранения прямыми 
вычислениями. Сначала умножим уравнение (8) 
на *

tq , уравнение (9) на qt и сложим. Получим 

( ) ( )
( )

( ) ( )(
( ) ) ( ) ( )

* * 4 * *

2 * * *2

* * 2 *

2 * 2 * *

  | |
 

  | |
| |  | | .

xx t xx t t t

x t x t
m

x t x t tx
m m

t t tx x

a q q q q b q qq q q
ic q q q q q q

i q q q q q q q
q q q q qq q q

+ + + +
+ − =

= a − + l −
− + m − 

  (18)
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 Рассмотрим случай m = – l Тогда (18) прини-
мает форму 

( ) ( )
( )

( ) ( )

* * 4 * *

2 * * *2

* * 2 * *

 | |
 

 | | .

xx t xx t t t

x t x t
m

x t x t x t x t

a q q q q b q qq q q
ic q q q q q q

i q q q q q q q q q

+ + + +
+ − =

= a − + l −  

(19)

На следующем шаге уравнение (19) запишем 
в виде

Рассмотрим выражение

( )
( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )( )

2 * *
3, 3,

2 * * *

2 * * * *

3
2 2 2 *

3

2 2 2 2

2 *

22 2 2

| |

| |

 | | 2 3 

| | | | 3 | |

| | | | | |  | |

3 | |

 | | | | | |
2

x x

xx xx x x

xx xx x x x x

x x

xx x xx

x x

xx x

ac q q q qq

ac q q q qq q q
x

ac q q q qq q q q q
x

ac q q ac q q q
xx

ac q q ac q q
x

ac q q q
x

acac q q q
x x

+ =
∂

= + − =
∂

∂
= + + − =

∂
∂ ∂

= − =
∂∂

∂
= − −
∂

∂
− =

∂
∂ ∂ = −
∂ ∂

( )2 *3 | | .x xac q q q
x

 − 
 

∂
−

∂

 (24)

Преобразуем уравнение (23), используя 
(14) при значениях k = 1, k = 2 и k = m + 1 а также 
полученное выражение (24): 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )( )
( )

2 * *

22 2 2

2 * 8

2 2
26

2 2

24
2 1

2 2

| |

| | | | | |
2
53 | | | |
4

  | |   |
3 

| |  |
2

| |
1 2

xt xt

xx x

x x

k

k

m

ic q q q qq
acac q q q

x x

ac q q q bc q
x x

c i cq X
t a x a

c i cq X
t a x a

c q
t a m m

=

=

+

− =
∂ ∂  = − + + ∂ ∂  

∂ ∂  + − + ∂ ∂  
∂ ∂   + −   ∂ ∂   
∂ a ∂ a   + − +   ∂ ∂   
∂ l+  +

+

∂ +

( )
( )

( ) ( )

2
2 1

2 1 * *

|
1

| | .
1

k m

m
x x

i c X
x a m
i cm q q q qq

x m

= +

+

 −


∂ l − + ∂ + 
∂ l + − ∂ + 

Следующим шагом умножим уравнение (8) на 
*23 | | xc q q , а уравнение (9) на 3 c |q|2qx, сложив их, 

получим

( )( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

6
* * 2

2 * * *2

2 * * *2 2 * *

* * * *

1
2

 | |  | |
3

   
2

   | |   
2

         
2 2

 
2 ( 1)

x t x t x

t t

x x xt xt

t t x x

m

b qa q q q q a q
x t t

i c q q q q qq
x

i c q q q q qq ic q q q qq
t

i iq q q q q q q q
x t

i q
x m

+

∂ ∂ ∂  + − + + ∂ ∂ ∂  
∂  + − + ∂  

∂  + − + − = ∂  
∂ a ∂ a   = − + − +   ∂ ∂   

∂ l
+
∂ +

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

1 1* * 1

1 11 * * 1
2

  

  .
2 ( 1)

t

m m m
t

m mm m
x x

q q q

i q q q q
t m

+ + +

+ ++ +

 − + 
 

∂ l + − ∂ + 

(20)

 Уравнение (20) можно представить в виде

( )

( )
( )1 1

2 * *3 3| | 0,xt xt
T Xic q q q qq
t x

∂ ∂
+ − + =

∂ ∂
   (21)

где (1)
3T  и (1)

3X

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 2
(1) 2 * *

3

2
* * * *

2
(1) * * * *
3

2
* * * *

| |   | || |   
3 2

 | |    ,
2 2 1

| |  
2

 | |  .
2 2 1

x x x

m

x x x x

x t x t t t

m

t t t t

b q i c qT a q q q qq

i i qq q qq q q qq
m
ic qX a q q q q qq q q

i i qqq q q qq q q
m

= − − − −

a l
− − −

+

= + + − −

a l
− − − −

+

(22)

Далее дифференцируем уравнения (8) и (9) по
переменной x, затем умножаем первое получив-
шееся выражение на c |q|2 q*, а второе на c |q|2 q. 
Получим 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )( )

2 * * 2 * *
  3, 3,

8 2 4 * *

2 * *

2 1
* *

2 1 * *

| |  | |  
5     | |  |    
4

| |    

   | |   
1

  | |   .

|

1

x t x t x x

x x

x x

m

x x

m
x x

ic q q q qq ac q q q qq

bc q i c q qq q q
x x
i c q q q qq

x
i c q q q qq

m x
i cm q q q qq
m x

+

+

− + +
∂ ∂

+ + − =
∂ ∂

∂
= a − +

∂
l ∂

+ − +
+ ∂

l ∂
−+

∂

+

+

(23)

–

(25)
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( ) ( )

( )

( )

2 * * 2 *

8 2 4 * *

2
4 * *

3 | | 3 | |

3 3| |  | |
4 2

3  | |   0.
2

t x x t x x

x x

x x

ic q q q q q ac q q q
x

bc q ic q q q qq
x x

ic q q q qq
x

∂
− + +

∂
∂ ∂ + + − − ∂ ∂ 

∂  − − = ∂  

     (26)

Преобразуем (26), используя выражение (14) 
при k = 2:

( )

( )

( )

( )

( )

2 *

2 * *

2 * *

2
8 6

2
2

2 2

2
4 * *

3 | |

3  | |
4
3 | |  
4

3 | |  | |
4 2

3 |
2

3 | | .
2

x x

x x

t t

k

x x

ac q q q
x

ic q q q qq
t

ic q qq q q
x

cbc q q
x t a

ic X
x a
ic q q q qq

x

=

∂
=

∂
∂  = − + ∂  
∂  + − − ∂  

∂ ∂   − − +   ∂ ∂   
∂  + + ∂  

∂  + − ∂  

      (27)

Подставляя (27) в (25) получаем

( )
( ) ( )2 2

2 * * 3 3| | ,xt xt
T Xic q q q qq
t x

∂ ∂
− = +

∂ ∂
    (28)

где  ( )2
3T  и ( )2

3X  определяются как 

( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

2
(2) 6 4

3

2 2

2 * *

2(2) 2 2 2
3

2
2 28

2 2 2 1

2
2 1

2 1 * *

2 * *

2

| |  | |
6 2

 | |
1 2

3 | | ,
4
| | | | | |

2
12 | | | |
2

 |
1

 | |
1
3 | |  
4

3

m

x x

xx x

k k

k m

m
x x

t t

c cT q q
a a
c q

a m m

ic q q q qq
acX ac q q q

ic i cbc q X X
a a
i c X

a m
i cm q q q qq
m

ic q q q q

ic

+

= =

= +

+

a
= − + +

l
+ +

+ +

+ −

= − + −

a
− +

l
− +

+
l

+ − +
+

+ − +

− −

+ ( )4 * *| | .  
2 x xq q q qq−

 (29)

Затем подставляем (28) в (21) и после домно-
жения на a получаем третий закон сохранения 
при m = – l в форме 

 3 3 0,T X
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                     (30)

где T3 и X3 имеют вид 

( )( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2 26 4

3

6
2 * * 2 2

2 
* * * *

1 2
3 3 3

  | | | |  | |
6 2 1 2

1 | | | |   
4 3
  | |   ,  
2 2 1

.

| |

m

x x x

m

x x x x

c c cT q q q
m m
ab qiac q q q qq a q

i a ia qq q qq q q qq
m

X aX aX

+a l
= − + + +

+ +

+ − + − −

a l
− − − −

+
= +

(31)

В результате при построении второго и третье-
го законов сохранения требуется большее количе-
ство шагов, чем для многих других обобщенных 
уравнений Шредингера, поскольку в процессе 
построения законов сохранения возникают не-
которые слагаемые, имеющие нетривиальный вид.

2. ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ,  
СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ОБОБЩЕННОМУ 
УРАВНЕНИЮ ГЕРДЖИКОВА – ИВАНОВА

В этом разделе покажем, что, используя законы 
сохранения обобщенных нелинейных уравнений 
Шредингера, можно построить первые интегралы 
для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, соответствующей уравнениям в част-
ных производных [38]. Суть метода заключается 
в следующем.

Рассмотрим нелинейное уравнение в частных 
производных

 ( ),  ,   , 0.t x xxE q q q q … =              (32)

Если нам известны несколько законов сохра-
нения для уравнения (32), представленные в виде 

 0,   1,   ...,   ,i iT X i n
t x

∂ ∂
+ = =

∂ ∂
           (33)

где Ti – плотность, а Xi – поток, а также уравне-
ние (32) инвариантно относительно группы пре-
образований сдвига по x и по t, то в (33) делается 
переход к переменным бегущей волны 

 z = x – C0 t,                          (34)

где C0 – скорость волны.
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Подставляя (34) в уравнение (33), после инте-
грирования получаем следущее выражение 

Ii = Xi (q, qz,…) – C0 Ti (q, qz,…),         (35)

где Ii – произвольная постоянная.
Подставляя комплекснозначную функцию 

уравнения (32) в показательной форме 

q (x, t) = y (z) eiy(z)                    (36)

в уравнение (35), и учитывая соотношения

|q|2 = y2,                            (37)

( )* * 22 ,x x zi q q qq y= − y−               (38)

( )* * 2
02t t zi q q qq C y− = y              (39)

и 
2 2 2 2| ,|x z zq y y= + y                   (40)

находим первые интегралы системы двух обык-
новенных дифференциальных уравнений.

В результате получим первые интегралы для 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений на функции  y (z) и y(z) 

Xi (y, y, yz, yz,…) – C0 Ti (y, y, yz, yz,…) = Ci, (41)

где Ci – произвольная постоянная.
Построим первые интегралы для системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений, 
полученной из обобщенного уравнения Герджи-
кова – Иванова (2). Для построения первых инте-
гралов в законах сохранения (10) и (16) делаем 
переход к переменным бегущей волны (34).

Подставляем (11) в (41), учитывая (36) и (34). 
Получаем первый интеграл в виде

( )

2 4 2

2 1 2
0 1

12 2
2 1

2  ,
1

z

m

cay y y
m

m y C y C
m

+

 y + −a − l − − + 

− m − =
+



     (42)

где 1C  – произвольная постоянная.
Подставляя (17) в (41), и учитывая (36) и (34), 

получаем первый интеграл вида

где 2C  – произвольная постоянная.
Выражая yz  из (42) и сделав замену 1

1 ,
2
CC =


 
имеем 

( )
( )

20

2 1
2

2 4
2 1  2 .

2 1

z

m

C c y
a a

m m Cy
a m ay

+ a
y = − +

+ l + m + + + 

        (44)

Подставляя yz из (44) в (43) и принимая во 
внимание замену

( )1 0 2
2 ,

2 4
C C CC

a a
 + a 

= − + 
 



получим

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 4

2 2 4
0

2 6 2 20

2 4

4 2
2

2 2 4
4  

2 2
3 1

2 2 2 12  
2
22  ,

2 1

z z z
m

z

m

m

m

a y a y acy
ay c C y

Cab c y y
m

m mc y
m

m y C
m

+

+

+

+

− − y − y +
+ l + m y + + a +

a + l + m
− + − +

+
l + + m +

+ −
+

 − l + m l + m = 
 

−

+


(43)

( )
( )
( )( )

( )

( )

22
2 20 01

2 2
4 60 1

2

2 4 21 1

2 20

2 2 2 2 2

2

3
2 8 8 4 4

5  
8 8 6 962

5 6 22
2 1 8  1 2

4 1
4 4 2

8 (1 ) 1 2

z

m m

m

C CcCa y y
a a a a

C c Cc b cy y
a a aay

c m mC C y y
m a a m m

C y
a m

m m m
a m m

+

+

aa 
+ + + + + 
 

a   + + + + −      
l + m + ll + m   − +   + + +   

l + la + − + 
m + lm − l − l

−
+ +

−

 



2 4
2 0.my C+ − =



Решение уравнения (45) найти затруднитель-
но и по-видимому оно не имеет общего решения, 
однако можно найти некоторые точные решения 
при ограничениях на параметры уравнения.

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОГО 
УРАВНЕНИЯ ГЕРДЖИКОВА – ИВАНОВА

В этом разделе проиллюстрируем построение 
некоторых точных решений для обобщенного 
уравнения Герджикова – Иванова (2). Для этого 
используем первый интеграл (45).

(45)

+



Д. Р. Нифонтов, Н. А. Кудряшов

– 386 –

Рассмотрим случай m = 1. Запишем первый 
интеграл (45) при m = 1 в следующей форме 

2 2 2
2 6

2
40 0 01

22
20 1 1 1

22

5 7
2 6 96 24 24 32 48 8

3
8 8 8 8 4 8

0.
4 8 4 2 2

z
a b c c cy y

a a a a a a
C c C CcCc y
a a a a a a

C C C Cy C
a a a a ay

lm m l l m + − − − + + + + 
 

la la  + + + + + + +    
a l ma + + − − + − =



(46)

Используя замену 

( ) ( ) , y z V z=                       (47)

в уравнении (46), имеем уравнение 

2
2 4 3 2 2 1

1 1 1 2

8 4 0,z
C CV AV BV EV V
a a

+ + − − + =  (48)

где A1, B1 и E1 определяются следующим выра-
жением 

2 2 2

1 2 2 2 2 2 2

0 0
1 2 2 2 2

2 2
0 0 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

4 5 7 ,
3 12 3 4 3 6

,

2 2 4 6 .

b c c cA
a a a a a a
C c CcB
a a a a
C C C C cCE
a a a a a a

m l lm l m
= − − + − + +

la la
= + + +

a l ma
= − − − + + −

 (49)

 Полагая C1 = 0 и C2 = 0 решение уравнения (46) 
имеет вид уединенной волны

( )

( )( )
1 0

1 0

1
2

1 1 1

4  e( ) ,
4 e

E z z

E z z

EV z
A E B

−

−
=

+ +
       (50)

где z0 – произвольная постоянная.
Тогда решение y1(z) записывается как 

 
( )

( )( )
1 0

1 0

1/2

1
1 2

1 1 1

4  .)
4

(
E z z

E z z

E ey
A E B e

z
−

−

 
 =
 + + 

     (51)

Оптический солитон q1(x,t) для обобщенного 
уравнения Герджикова – Иванова (2) в таком слу-
чае имеет вид 

( )
( )

( )( )
( )

1 0 0

1 0 0

0

1/2

1
1 2

1 1 1

4  e,
4 e

e .

E x C t z

E x C t z

i x C t

Eq x t
A E B

− −

− −

y −

×

×


 

=
 + + 

    (52)

 Функцию y(z) можно выразить в явном виде. 
Она имеет вид

( )
( )1 0

1
1

1 1 1

0

e2 3
2 2

 .
2

E z z Bcz
a A A E
C z
a

− +m + l −  y = + 
  

+ a + 
 

    (53)

График решения (51) демонстрируется на рис. 1 
при значениях z0=3.0, A1=1.0, B1=2.0 и E1=5.0.

Общее решение уравнения (46) можно вы-
разить через эллиптические функции Якоби. 
Известно, что решение уравнения (46) можно 
представить через эллиптический синус или 
через функцию Вейерштрасса. Запишем общее 
решение при C1 ≠ 0 и C2 ≠ 0 уравнения (46) в виде 

Рис. 1.  Решение y1(x, t) при z0 = 3.0, A1 = 1.0, B1 = 2.0 и E1 = 5.0 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ }

1/22
1 4 2 1 0 1 4 2 1

2 2
4 2 1 0 1 2 1

;)  ( ,
; 

V V V sn S z z k V V Vy
V V sn S z

z
z k V V

− − + − 
=  − − + − 

(54)

×

.

,
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где z0 – произвольная постоянная, V1, V2, V3 и V4 
корни следующего уравнения 

( )( )( )( )

2
4 3 2 2 1

1 1 1 2

1 1 2 3 4

8 4

0,

C CAV BV EV V
a a

A V V V V V V V V

+ − − + =

= − − − − =
 (55)

S1 и k1 определяются как 

( )( )1 1 4 3 2 1
1 ,
2

S A V V V V= − −            (56)

( )( )
( )( )

3 1 4 2
1

4 3 2 1
.V V V Vk

V V V V
− −

=
− −                 (57)

Периодическое решение q2 (x, t) для  обобщен-
ного уравнения Герджикова – Иванова (2) при 
m = 1 находится по формуле (36), используя (54).

Решение (54) представлено на рисунке 2 при 
z0 = 1.0, A1 = 1.0, V1 = 1.0, V2 = 3.0, V3 = 2.0 и V4 = 4.0.

Далее рассмотрим случай m = 2.
Уравнение (45) при m = 2 принимает форму

2
2 1

2 2

22
20 01

40 1 1

2
60

8

2 2
10

2 2
3
4 8 4 8

8 8 3 6
5

6 96 12 12

8 8
2 2 0.

72 45 45

z
Ca y C
ay

C CcC y
a a a a

C c C Cc y
a a a a

Cb c y
a a a
c c y
a a

y
a a a

− + +

aa 
+ + + + + 
 

m la + + − − + 
 

lla + − + + 
 

l m + + 
 

l lm m


+



+

+ − − =
 

        (58)

 Рассмотрим уравнение (58) при выполнении 
следующих условий 

1
2 0

40,   ,   
3
CC C
c
l

= m = −l = −a −         (59)

и после этого сделаем в нем замену 

 y = W (z)1/4,                          (60)

тогда получим

2 2 2
2 21 1 1

2 2 2 2

22 2
3 41

2 2 2

16 24 64  
9

16 5 32 4  0.
3 93 9

C cC CW W W
a a a c

Cb c W W
a a a c a

l + + + + 
 

l l + − − + = 
 

 (61)

Запишем уравнение (61) в форме 

2 2
2 2 3 41

2 2

16 4 0,
9z

CW W RW NW W
a a

l
+ − + + =  (62)

где
2 2

1 1
2 2 2

24 64   ,
9

cC CR
a a c

l = − + 
 

            (63)

22
1

2 2

16 5 32  .
3 93

Cb cN
a a a c

l = − − 
 

           (64)

Общее решение уравнения (62) можно пред-
ставить через эллиптический синус в виде

( )
( ) ( ){ }

3 1
2

3 1 2 0 2 1

,
 ; 

W WW z
W W sn S z z k W

=
− − +  (65)Рис. 2.  Решение при z0=1.0, A1=1.0, V1=1.0, V2=3.0,

V3=2.0 и V4=4.0
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где W1, W2, W3 корни уравнения 

2 2
2 31

2 2

16 4 0,
9

C RW NW W
a a

− + + =        (66)

а параметры S2 и k2 имеют вид 

( )2 3 2 1  ,
3

S W W W
a
l

= −                (67)

( )
( )

3 1 2
2

3 2 1
.W W Wk

W W W
−

=
−                   (68)

Тогда решение для (58) при условиях (59) 
запишется в виде 

( ) ( ){ }

1/4
3 1

3 2
3 1 2 0 2 2

( ) .
 ;

W Wy
W W sn z z k W

z
S

 
=  − − + 

 (69)

Решение (69) показано на рис. 3 при значениях 
z0 = 1.0; a = 1.0; l = 3.0; W1 = 3.0; W2 = 2.0 и W3 = 4.0.

Если положить C1 = 0 то получим уединенную 
волну для (61) вида 

( )

( )( )
0

0

2

2 2 2 2

36  e( ) .
144 9 e

R z z

R z z

R aW z
Ra Na

−

−
=

l + +
(70)

Выразим решение уравнения (58), которое 
будет иметь вид 

 
( )

( )( )
0

0

1/4
2

4 2 2 2 2

36 e .
144 9 e

( )
R z z

R z z

Ray z
Ra Na

−

−

 
 =
 l + + 

 (71)

Оптический солитон для уравнения (2) ищется, 
используя (71) и (36).

Решение (71) представлено на рис. 4 при 
z0 = 20.0; a = 2,0; l = 4.0; R = 1.0 и N = 2.0.

Также существуют некоторые частные реше-
ния в случае произвольного m для обобщенного 
уравнения Герджикова – Иванова. Они представ-
лены в работе [18]. 

Рис. 4.  Решение y4(x, t) при z0 = 20.0; a = 2.0; l = 4.0;
R = 1.0 и N = 2.0

Рис. 3 . Решение y3(x, t) при z0 = 1.0; a = 1.0;
l = 3.0;W1 = 3.0;W2 = 2.0 и W3 = 4.0
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4. КОНСЕРВАТИВНЫЕ ПЛОТНОСТИ  
ОПТИЧЕСКОГО СОЛИТОНА  

ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ  
ГЕРДЖИКОВА – ИВАНОВА

 Найдем сохраняющиеся величины для обоб-
щенного уравнения Герджикова – Иванова.

Рассмотрим решение (52) и найдем консер-
вативные плотности для него. Для этого разберем 
следующие вспомогательные интегралы:

( )

( )( )
1 0 0

1 0 0

2
1 1

 
1

2 
1 1 1

1

4 e

4 e
2   arctg ,

2

E x C t z
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∫      (72)
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∫

∫    (73)
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1 0 0

1 0 0

6
3 1

3

1
2

1 1 1

21

1 1

4 e
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 2 3 1 arctg
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E x C t z
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∞

−∞

∞ − −

− −
−∞
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 = =
 + + 

= − g + g +

g pg − + p

∫

∫    (74)

Интегрирование плотности T3 с учетом реше-
ния (52) и выражения для yz дает следущее 
выражение:

Из плотности T1 получаем первую сохраня-
ющуюся велину для решения (52) в виде

2 2
1 1 1 1 1 .I T dx q dx y dx L

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= = = =∫ ∫ ∫        (76)

 Интегрирование плотности T2 с подставленным 
решением (52) и имеющимся yz дает следущее 
выражение: 

      (77)

(75)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

 В данной работе исследовано обобщенное 
уравнение Герджикова – Иванова. Представлен ал-
горитм построения законов сохранения методом 
прямых вычислений. Найдено два закона сохра-
нения для исследуемого уравнений без ограниче-
ний на параметры, а также третий закон с одним 
ограничением на параметры уравнения. Постро-
ены первые интегралы системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, соответсвующей 
обобщенному уравнению Герджикова – Ивано-
ва. Найдены решения рассматриваемого урав-
нения в форме оптических солитонов, а также 
через эллиптические функции Якоби. Для опти-
ческого солитона рассчитаны сохраняющиеся 
величины. Полученные законы сохранения и 
консервативные плотности можно использовать 
для численного и нейросетевого моделирования. 
Помимо этого сохраняющиеся величины имеют 
практическую пользу при оценки некоторых ха-
рактеристик, измеряемых при распространении 
импульсов в оптических волокнах.
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The generalized Gerdjikov – Ivanov equation is considered. In recent years, this equation has been intensively 
studied, since this equation is used to describe pulse propagation in optical fiber. Unlike the classical Gerdjikov –
Ivanov equation, the equation under study does not pass the Painlevé test and the Cauchy problem for this equation 
cannot be solved by the inverse scattering method. This version of the Gerdjikov –Ivanov equation has only a limited 
number of conservation laws. Using multipliers and direct calculations, conservation laws for the equation under 
consideration are constructed in this paper and two conservation laws are found without restrictions on the parameters 
of the equation. One more additional conservation law is found under an additional restriction on the parameters 
of the equation. In this paper, first integrals for ordinary differential equations are also obtained by reducing the 
conservation laws to the variables of a traveling wave in the generalized Gerdjikov – Ivanov equation. Analytical 
solutions of the equation under consideration are found. Exact solutions of the generalized Gerdjikov – Ivanov 
equation are presented in the form of optical solitons, as well as through the Jacobi elliptic functions. Using auxiliary 
integrals, conserved quantities for an optical soliton are calculated. Conservative densities correspond to physical 
quantities: power, momentum, and energy. The obtained conserved quantities are of practical use in numerical and 
neural network modeling of pulse propagation processes in optical fiber.

Keywords: Gerdjikov – Ivanov equation, conservation laws, first integrals, exact solutions, optical solitons, 
conservative densities. 
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Исследуется нелинейное уравнение Шредингера общего вида, в котором хроматическая дисперсия  
и потенциал задаются двумя произвольными функциями. Рассматриваемое уравнение является есте-
ственным обобщением широкого класса родственных нелинейных уравнений, которые часто встречаются  
в различных разделах теоретической физики, включая нелинейную оптику, сверх проводимость и физику 
плазмы. Найдены точные решения нелинейного уравнения Шредингера общего вида, которые выражают-
ся в квадратурах. Описаны одномерные несимметрийные редукции, приводящие исследуемое уравнение 
в частных производных к более простым обыкновенным дифференциальным уравнениям или системам 
таких уравнений. Специальное внимание уделено уравнениям, дисперсия которых задается степенной 
функцией. Полученные в данной работе точные решения могут использоваться в качестве тестовых задач, 
предназначенных для оценки точности численных методов интегрирования нелинейных уравнений мате-
матической физики. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, нелинейные УрЧП общего вида, нелинейная оп-
тика, точные решения, решения в квадратурах, решения с обобщенным разделением переменных, несим-
метрийные редукции.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическое нелинейное уравнение Шре-
дингера. Во многих разделах теоретической 
физики встречается классическое нелинейное 
уравнение Шредингера с кубической нелиней-
ностью [1 – 6]: 

iut + uxx + k |u|2u = 0,                    (1)

где u (x, t) – искомая комплекснозначная функ-
ция действительных аргументов; t – время;  
x – пространственная переменная; k – параметр 
уравнения; i 2 = –1.

Уравнение (1) применяется для математи-
ческого моделирования распространения волн 
практически во всех разделах физики, где рас-
сматриваются нелинейные волновые процессы. 
Теоретическое и экспериментальное обосно-
вание использования нелинейного уравнения 

Шредингера в нелинейной оптике дано в [7 – 10]. 
При описании распространения импульсов в оп-
тическом волокне выражение со второй произ-
водной отвечает за дисперсию импульса, квадра-
тичный множитель k |u|2, называемый керровской 
нелинейностью, характеризует взаимодействие 
светового импульса с материалом волокна  
и определяет зависимость коэффициента пре-
ломления света в нелинейной среде. Уникаль-
ность уравнения (1) объясняется не только тем, 
что это уравнение является базовым уравнением 
для описания процессов передачи информации 
в оптической среде, но и тем, что оно относится 
к классу интегрируемых уравнений в частных 
производных (УрЧП) [5]. Уравнение (1) имеет 
бесконечное число законов сохранения, преоб-
разования Бэклунда, и проходит тест Пенлеве 
[4, 5, 11 – 13]. Задача Коши для уравнения (1)  
с начальным условием общего вида решается 
методом обратной задачи рассеяния [4, 5]. Точ-
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ные решения нелинейного уравнения Шредин-
гера (1) приведены в [14 – 16].

Родственные нелинейные уравнения с част-
ными производными вида 

iut + uxx + g (|u|)u = 0,                    (2)

и более сложные нелинейные уравнения типа 
Шредингера, которые встречаются в литературе, 
можно найти, например, в [14 – 29] (см. также 
разд. 1 этой статьи). В нелинейной оптике по-
тенциал g(|u|) в уравнении (2) определяет закон 
взаимодействия светового импульса с материа-
лом волокна.

Точные решения уравнения (2) в случае сте-
пенной зависимости g (|u|) = k |u|n рассматрива-
лись, например, в [14 – 16]. В теории плазмы 
и лазерной физике встречается уравнение (2)  
с g (|u|) = k (1 – ea|u|) (см., например, [30]). Точные 
решения нелинейного уравнения Шредингера 
(2) для произвольной функции g (|u|) приведены  
в [14, 16]. 

Точные решения нелинейных уравнений  
в частных производных (терминология).  
В данной статье под точными решениями урав-
нений в частных производных понимаются сле-
дующие решения [31]:
a) решения, которые выражаются через эле-

ментарные функции;
b) решения, которые выражаются в квадрату-

рах, т.е. через элементарные функции, функции, 
входящие в уравнение (это необходимо, если 
уравнение содержит произвольные или специ-
альные функции) и неопределенные интегралы;
c) решения, которые выражаются через реше-

ния обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) или систем таких уравнений.

Допускаются также различные комбинации 
решений, описанных в пп. a – c. В случаях a и b 
точное решение может быть представлено в яв-
ной, неявной или параметрической форме.

Важно отметить, что точные решения явля-
ются математическими эталонами, которые ча-
сто используются в качестве тестовых задач для 
проверки адекватности и оценки точности чис-
ленных методов интегрирования нелинейных 
уравнений в частных производных. Наиболее 
предпочтительными для этих целей являются 
простые решения из пп. a и b. Несколько таких  
и более сложных точных решений описано да-
лее в данной статье.

1. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ  
ШРЕДИНГЕРА ОБЩЕГО ВИДА.  

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ К СИСТЕМЕ  
ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ УрЧП

Нелинейное уравнение Шредингера обще-
го вида. В данной работе будем исследовать не-
линейное уравнение Шредингера общего вида 

iut + [f (|u|)u]xx + g (|u|)u = 0,                 (3)

где u = u (x, t) – искомая комплекснозначная функ-
ция действительных аргументов; f (z) и g (z) – про-
извольные действительные функции (f должна 
быть дважды непрерывно дифференцируемой;  
а g – непрерывной); i 2 = –1. Уравнение (3) с нели-
нейной дисперсией, которая задается функций 
f (z), является существенным обобщением урав-
нения (2), соответствующего частному случаю  
f (z) = const.

В случае степенных функций

f (z) = az k,   g (z) = bz m  + cz n               (4)

нелинейное уравнение Шредингера (3) рассма-
тривалось в работе [21], где были описаны его 
решения типа стационарных солитонов вида  
u = r (x)e ilt. При произвольной функции f (|u|)  
и g (|u|) ≡ 0 некоторые точные решения уравнения 
(3) приведены в [14].
Свойство  уравнения (3). Если u(x, t) – реше-

ние уравнения (3), то функции 

u e u x C t CiC
= ( , ),1

2 3� � �

где C1, C2, C3 – произвольные действительные 
постоянные, также являются решениями дан-
ного уравнения. Из этого свойства следует, что 
уравнение (3) допускает точные решения типа 
бегущей волны вида u = U(z), z = x – lt, где l – 
произвольная постоянная (более сложные реше-
ния, включающие решения типа бегущей волны, 
будут рассмотрены в конце разд. 2). 

Преобразование уравнения Шредингера 
к системе действительных УрЧП. Представим 
искомую функцию в показательной форме 

u = re ij,   r = |u|,                         (5)

где r = r (x, t) ≥ 0 и j = j (x, t) – действительные 
функции.

Дифференцируя (5), находим производные: 

                    
u r ir e

f u u h ih e h rf r
f u u

t t t
i

x x x
i

xx

� �

� � �

� �� � �
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Подставим (6) в (3) и сократим все члены на 
e ij. Приравняв далее к нулю действительную  
и мнимую части полученного соотношения, 
приходим к следующей системе двух действи-
тельных уравнений в частных производных: 

� � � � �
� � �
r h h rg r

r h h h rf r
t xx x

t x x xx

� �
� �

2 ( ) 0

2 0 = ( ).

,

,
            (7)

Система (7) вместе с выражением (5) будут 
использованы далее для построения точных ре-
шений нелинейного уравнения Шредингера (3). 

Из каких соображений ищутся точные ре-
шения. Поиск точных решений уравнения (3) 
затруднен тем, что оно содержит две произволь-
ные функции f (z) и g (z). Для построения точных 
решений этого уравнения наложим на аргумент 
произвольных функций одно из трех дополни-
тельных соотношений 

|u| = const,                               (8)
 |u| = p (x),                                (9)
|u| = g (t),                              (10)

где p (x) и g (t) – некоторые функции одного аргу-
мента. При выполнении любого из соотношений 
(8) – (10) уравнение (3) «линеаризуется» , что по-
зволяет далее использовать стандартную проце-
дуру разделения переменных, применяемую для 
линейных УрЧП [32] (или метод обобщенного 
разделения переменных, применяемый для не-
линейных УрЧП [14, 31]). Аналогичный прием, 
основанный на привлечении дополнительных 
соотношений типа (8) – (10) и называемый ме-
тодом функциональных связей, позволил найти 
много точных решений нелинейных УрЧП с за-
паздыванием [33 – 35].

После перехода от комплексного уравнения 
(3) к системе действительных УрЧП (7) при по-
строении точных решений следует использовать 
соотношения (8) – (10), положив в них |u| = r (это 
следуют из представления (5)).

2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО 
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА ОБЩЕГО 

ВИДА

Ниже описаны точные решения нелинейно-
го уравнения Шредингера общего вида (3), ко-
торое содержит две произвольные функции f (z)  
и g (z). Для построения этих решений, как отме-
чено выше, используются дополнительные соот-
ношения (8) – (10) и методы разделения перемен-
ных. 

Решения типа бегущей волны с постоянной 
амплитудой. Используем простейшее допол-
нительное соотношение (8), положив |u| = r = C1.  
В этом случае система (7) имеет простое точное 
решение 

r C C x C Bt
B g C C f C

� � � �

� �
1 2 3

1 2

2

1

, ,

( ) ( ),

�             (11)

где C1, C2, C3 – произвольные действительные 
постоянные (C1 > 0). Подставив (11) в (5), полу-
чим решение типа бегущей волны рассматрива-
емого нелинейного уравнения (3): 

u C e B g C C f Ci C x C Bt
= , = ( ) ( ).1

( )

1 2

2

1
2 3� � �    (12)

Это решение – периодическое по простран-
ству и времени с постоянной амплитудой C1.

В случае степенных функций (4) решение 
(12) принимает вид 

u C e B bC cC aC Ci C x C Bt m n k= , = .1

( )

1 1 1 2

22 3� � � �

Периодические по времени решения с ам-
плитудой, зависящей от пространственной 
переменной. Используя дополнительное соот-
ношение (9), можно показать, что система (7) 
допускает более сложное, чем (11), периодиче-
ское по времени t точное решение 

r = r (x),   j = C1t + q (х),                (13)

где C1 – произвольная постоянная, а функции  
r = r (x) и q = q (x) описываются системой ОДУ 

�� � � � � �
� � � �� �

h h C r rg r h rf r
h h

xx x

x x xx

( ) ( ) 0 = ( )

2 0

2

1�
� �

, ,

.
  (14)

Частному случаю q (x) ≡ const в (13) соответ-
ствуют решения (5) типа стационарных солито-
нов, у которых фаза j не зависит от простран-
ственной координаты. При q (x) ≡ const  второе 
уравнение (14) удовлетворяется тождественно, 
и остается только одно первое ОДУ, в котором 
надо положить � ��x 0 .

В общем случае, интегрируя дважды второе 
уравнение (14), последовательно находим

 

 
� �
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,

( ) ,
   (15)

где C2, C3 – произвольные постоянные. Подста-
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вив (15) в первое уравнение (14), получим нели-
нейное ОДУ второго порядка автономного вида 

�� � � ��h C h C r rg r h rf rxx 2

2 3

1 ( ) = 0, = ( ).     (16)

Общее решение уравнения (16) можно пред-
ставить в неявной форме (подробные пояснения 
даны в разд. 5):

[ ]

[ ]

1/22 2
2 1 4

5

[ 2 ( )] =

,
= ( ), = ( ) ( ) ,

−−− + − +

= ±
′+

∫ ∫

r

C h C r rg r dh C dh

C x
h rf r dh f r rf r dr

 (17)

где C4, C5 – произвольные постоянные. Таким 
образом показано, что система (7) допускает 
точное решение (13), которое можно выразить  
в квадратурах.

В частном случае, который соответствует 
q ≡ const, в формулах (15) и (17) следует поло-
жить C2 = 0.

Отметим, что для уравнения со степенной 
дисперсией f (r) = ar k функция r =r (x), входящая 
в решение (13) системы (7), задается неявно:

a k C a r C a k
k

r

a k r g

k k
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2
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� rr dr C r dr C xk) =4

1/2

5� �
� �
�

,

а функция q = q(r) определяется с помощью вто-
рого соотношения (15). 

Решения с обобщенным разделением пере-
менных, амплитуда которых зависит от вре-
мени. Используя дополнительное соотношение 
(10), покажем, что система (7) допускает точное 
решение с обобщенным разделением перемен-
ных вида 

r = r (t),   j = a (t) x2 + b (t) x + c (t).      (18)

Для этого подставим (18) в (7). В результате 
первое уравнение системы приводится к ква-
дратному уравнению относительно x, коэффи-
циенты которого зависят от времени. Приравни-
вая нулю функциональные коэффициенты этого 
квадратного уравнения и добавляя второе урав-
нение системы, которое в данном случае зависит 
только от t, получим следующую систему, состо-
ящую из четырех ОДУ: 

� � �
� � �

� � � �
�� �

a a f r
b abf r
c b f r g r
r arf r

t

t

t

t

4 ( )

4 ( )
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2 ( )

2

2

,

,

.

                 (19)

Здесь первые три уравнения были сокраще-
ны на r.

Из первого, второго и четвертого уравнения 
системы (19) можно получить два интеграла 

a = C1r 2,   b = C2r 2,                     (20)

где C1 и C2 – произвольные постоянные. Подста-
вим первое выражение (20) в первое уравнение 
(19). Интегрируя полученное ОДУ, находим за-
висимость r = r (t) в неявной форме 

� � � �
dr

r f r
C t C

3 1 3
( )

2 ,                (21)

где C3 – произвольная постоянная. Интегрируя 
третье уравнение системы (19), получим 

c C r f r dt g r dt C= ( ) ( ) .2

2 4

4� � �� �         (22)

Для простоты полагая в (20) и (22) С2 = 0  
и подставляя полученные выражения в (18), на-
ходим функции, определяющие решение (5): 

r r t C r x A g r dt C= ( ), = ( ) ( ) ,1

2 2

4� � � ��   (23)

где функция r = r (t) задана неявно выражением 
(21). Отметим, что во вторую формулу добавле-
на произвольная постоянная A, поскольку систе-
ма (7) инвариантна относительно произвольного 
постоянного сдвига по пространственной пере-
менной.

Для уравнения (3) со степенной дисперсией 
f (r) = ar k в решении (23) надо положить 

r t a k C t C k( ) = 2 2 .1 3

1

2�� � �� ��� ��
�

�

Эта формула получена из (21). 
Решения, представляющие собой нелиней-

ные суперпозиции бегущих волн. Система (7) 
допускает точные решения вида 

r = r (z),   j = C1t + C2  x + q (z),   z = x – lt,    (24)

где C1, C2, l – произвольные постоянные, кото-
рое обобщает решение (13). Частному случаю 
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C1 = C2 = 0 в (24) соответствует решение типа бе-
гущей волны.

Подставив (24) в (7), получим смешанную 
нелинейную систему, состоящую из двух ОДУ: 

� � � � �� � � � � �
� � � � � � � �
r C h h C g r r
r h C h

z zz z

z z z

( ) ( ) ( ) 0

2 ( )

1 2

2

2

�� �
� �

,

�� ��zz h rf r0 = ( ), .
 (25)

Подстановка � �= �z  позволяет понизить по-
рядок этой системы на единицу. 
Замечание. Решение (24) можно получить, 

например, используя следующие соображения. 
Сначала заметим, что одну из двух произволь-
ных постоянных C1 или C2 в (24) без ограниче-
ния общности можно положить равной нулю 
(это соответствует переопределению функции 
q). После этого в уравнении (3) или системе (7) 
переходим от переменных x, t к новым независи-
мым переменным z, t, где z = x – lt. Затем по ана-
логии с (9) введем дополнительное соотношение 
|u| = p (z). Далее используется процедура разделе-
ния переменных.

Опишем также другой более простой способ 
получения решения (24). Сначала в уравнении 
(3) делается замена u e wi C t C x

=
( )1 2+ , где C1 и C2 – 

произвольные действительные постоянные. За-
тем ищется решение типа бегущей волны преоб-
разованного уравнения, т. е. полагается w = W(z), 
где z = x – lt.

3. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ

Ниже описывается структура точных реше-
ний более общих, чем (3), родственных нели-
нейных уравнений, которые явно зависят от од-
ной из независимых переменных.

1. Рассмотрим нелинейное уравнение 

iu f u u n x f u u

g u u
t xx x
� � � � � � � �

� � � �

�(| |) ( ) (| |)

| | ,

1

0

1

   (26)

которое описывает радиально-симметричные ре-
шения n-мерного уравнения Шредингера общего 
 
вида, где x x

m

n
m=

=1

2
1/2

�� �  – радиальная координа-

та; xm – пространственные переменные. При n = 1 
уравнение (26) переходит в одномерное уравне-
ние (3), плоским и пространственным задачам 
соответствуют значения n = 2 и n = 3.

Уравнение (26) имеет решения с обобщен-
ным разделением переменных 

U = r (x) exp [iC1t + iq(x)],               (27)

где C1 – произвольная действительная посто-
янная, а действительные функции r (x) и q (x) 
описываются соответствующей системой ОДУ, 
которая здесь опускается. Частному случаю 
q (x) ≡ 0 в (27) соответствуют стационарные со-
литоны. 

2. Рассмотрим теперь более общее, чем (3), 
одномерное нелинейное уравнение Шредингера, 
зависящее явно от пространственной перемен-
ной x, вида 

iu f x u u g x u ut xx
� � � � � �( , | |) , | | = 0,

где f (x, z) и g (x, z) – произвольные функции двух 
аргументов. Это уравнение также допускает ре-
шения вида (27), где функции r = r (x) и q = q (x) 
описываются системой ОДУ, которую можно по-
лучить из (14), формально заменив в ней функ-
ции f (r) и g (r) на f (x, r) и g (x, r). 

3. Приведем также другое более общее, чем 
(3), одномерное нелинейное уравнение Шредин-
гера, зависящее явно от времени t, вида 

iu f t u u g t u ut xx
� � � � � �( , | |) , | | = 0,

где f (t, z) и g (t, z) – произвольные функции двух 
аргументов. Можно показать, что это уравнение 
допускает решения с обобщенным разделением 
переменных 

u r t i a t x b t x c t= ( ) ( ) ( ) ( ) ,2exp � ��� ��� �
где функции r = r (t), a = a (t), b = b (t), c = c (t) опи-
сываются системой ОДУ, которую можно полу-
чить из (19), формально заменив в ней функции 
f (r) и g (r) на f (t, r) и g (t, r).

4. РЕШЕНИЕ ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА  
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Рассмотрим класс автономных ОДУ второго 
порядка специального вида 

�� � �h h r h rxx � � �( ) ( ), = ( ),             (28)

где F(h), Y(r), Q(r) – заданные функции. ОДУ 
(16) является частным случаем уравнения (28) 
при 

� �
�

( ) = , ( ) = ( ),

( ) = ( ),

2

2 3

1h C h r C r rg r
r rf r

� �        (29)

При Y(r) ≡ 0 общее решение ОДУ (28) можно 
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представить в неявной форме [36]: 
1/2

1

2

2 ( )

,
( ),

−
 F + = 

= ±
= Q

∫ ∫ h dh A dh

A x
h r

             (30)

где A1 и A2 – произвольные постоянные. В общем 
случае во втором слагаемом правой части урав-
нения (28) перейдем от переменной r к переме-
ной h, положив Y1(h) = Y(r), где h = Q(r). Имеем 

�� � �h h hxx � �( ) ( )1 .                   (31)

Общее решение этого уравнения определяет-
ся формулой (30), в которой F(h) надо заменить 
на F(h) + Y1(h), или 

 

1/2

1 1

2

2 ( ) 2 ( )

,

( ),

−
 F + Y + = 

= ±

= Q

∫ ∫ ∫h dh h dh A dh

A x

h r
   (32)

Первый внутренний интеграл в (32) не меняем, 
а во втором внутреннем интеграле вернемся от 
переменной h к переменной r. Учитывая соот-
ношения Y1(h) = Y(r) и dh r drr= ( )�� , в итоге по-
лучим 

1/2

1

2

2 ( ) 2 ( ) ( )

,

( ).

−
 ′F + Y Q + = 

= ±

= Q

∫ ∫ ∫ rh dh r r dr A dh

A x

h r
 (33)

Подставив в (33) выражения (29), находим 
общее решение уравнения (16): 

� �� � �� � ��
�

�
� � �

� �

�
�

C h C r rg r dh A dh A x

h rf r dh f r

2

2 2

1 1

1 2

22 ( ) ,

( ), ( )

/

�� �� �rf r drr ( ) .

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

Исследуется нелинейное уравнение Шре-
дингера общего вида, дисперсия и потенциал 
которых задаются двумя произвольными функ-
циями. Найдены точные решения этого урав-
нения, которые выражаются в квадратурах или 
элементарных функциях. Описаны одномерные 
редукции, приводящие рассматриваемое нели-
нейное УрЧП к более простым системам ОДУ. 
Полученные решения могут использоваться  
в качестве тестовых задач для численных мето-
дов интегрирования нелинейных уравнений ма-
тематической физики. 

ФИНАНСИРОВАНИЕ

Работа выполнена по темам государственного 
задания (№№ госрегистрации 124012500440-9  
и FSWU-2023-0031).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Агравал  Г. Нелинейная волоконная оптика. М: 
Мир, 1996.

2. Кившарь Ю.С., Агравал Г. Оптические солитоны. 
От волоконных световодов к фотонным кристаллам. 
М: Физматлит, 2005.

3. Kodama  Y.,  Hasegawa  A. Nonlinear pulse 
propagation in a monomode dielectric guide // IEEE 
Journal of Quantum Electronics, 1987. V. 23. № 5.  
P. 510 – 524.

4. Drazin P.G., Johnson R.S. Solitons: An Introduction. 
Cambridge: Cambridge University Press, 1989.

5. Ablowitz  M.J.,  Clarkson  P.A. Solitons Nonlinear 
Evolution Equations and Inverse Scattering. Cambridge: 
Cambridge University Press, 1991.

6. Kivshar Yu.S., Malomed B.A. Dynamics of solitons 
in nearly integrable systems // Rev. Mod. Phys., 1989.  
V. 63. P. 763 – 915.

7. Ахманов С.А., Сухоруков А.П., Хохлов Р.В. Само-
фокусировка и дифракция света в нелинейной среде 
// Успехи физических наук, 1967. Т. 93. № 1. С. 19 – 70.

8. Hasegawa A., Tappert F. Transmission of stationary 
nonlinear optical pulses in dispersive dielectric fibers.  
I. Anomalous dispersion // Applied Physics Letters, 1973. 
V. 23. № 3. P. 142 – 144.

9. Hasegawa A., Tappert F. Transmission of stationary 
nonlinear optical pulses in dispersive dielectric fibers. 
II. Normal dispersion // Applied Physics Letters, 1973.  
V. 23. № 4. P. 171 – 172.

10. Tai  K.,  Hasegawa  A.,  Tomita  A. Observation 
of modulational instability in optical fibers // Physical 
Review Letters, 1986. V. 56. № 2. P. 135 – 138.

11. Weiss  J.,  Tabor  M.,  Carnevale  G. The Painleve 
property for partial differential equations // J. Math. Phys., 
1982. V. 24. № 3. P. 522 – 526.

12. Kudryashov N.A. Painlevé analysis of the resonant 
third-order nonlinear Schrödinger equation // Appl. Math. 
Letters, 2024. V. 158. 109232.

13. Kudryashov  N.A. Painlevé analysis of the Sasa–
Satsuma equation // Phys. Letters A, 2024. V. 525. 129900.

14. Polyanin A.D., Zaitsev V.F. Handbook of Nonlinear 
Partial Differential Equations, 2nd ed. Boca Raton: CRC 
Press, 2012.

15. Al Khawaja U., Al Sakkaf L. Handbook of Exact 
Solutions to the Nonlinear Schrödinger Equations. Bristol: 
Institute of Physics Publ., 2019.

16. Polyanin  A.D. Handbook of Exact Solutions 
to Mathematical Equations. Boca Raton: CRC Press –
Chapman & Hall, 2025.



А. Д. Полянин, Н. А. Кудряшов

– 400 –

17. Kudryashov N.A. A generalized model for description 
of propagation pulses in optical fiber // Optik, 2019.  
V. 189. № 42. 52.

18. Kudryashov N.A. Solitary and periodic waves of 
the hierarchy for propagation pulse in optical fiber // Optik, 
2019. V. 194. 163060.

19. Kudryashov  N.A. Mathematical model of 
propagation pulse in optical fiber with power nonlinearities 
// Optik, 2020. V. 212. 164750.

20. Kudryashov N.A. Solitary waves of the non-local 
Schrödinger equation with arbitrary refractive index // 
Optik, 2021. V. 231. 166443.

21. Kudryashov  N.A. Stationary solitons of the 
generalized nonlinear Schrödinger equation with nonlinear 
dispersion and arbitrary refractive insex. Applied 
Mathematics Letters, 2022, Vol. 128. 107888.

22. Kudryashov N.A. Almost general solution of the 
reduced higher-order nonlinear Schrödinger equation // 
Optik, 2021. V. 230. 66347.

23. Yildirim Y. Optical solitons to Schrodinger – Hirota 
equation in DWDM system with modified simple equation 
integration architecture // Optik, 2019. V. 182. P. 694 – 701.

24. Zayed E.M.E., Shohib R.M.A., Biswas A., Ekici M., 
Alshomrani A.S., Khan S., Zhou Q., Belic M.R. Dispersive 
solitons in optical fibers and DWDM networks with 
Schrodinger – Hirota equation // Optik, 2019. V. 199. 
163214.

25. Zayed  E.M.E.,  Shohib  R.M.A.,  Alngar  M.E.M.,  
Biswas  A.,  Moraru  L.,  Khan  S.,  Yildirim  Y.,  Alsheh-
ri  H.M.,  Belic  M.R. Dispersive optical solitons with 
Schrodinger – Hirota model having multiplicative white 
noise via Ito Calculus // Physics Letters A: General, 
Atomic and Solid State Physics, 2022. V. 445. 128268.

26. Wang G., Kara A.H., Biswas A., Guggilla P., Alzah-
rani A.K., Belic M.R. Highly dispersive optical solitons in 
polarization-preserving fibers with Kerr law nonlinearity 
by Lie symmetry // Physics Letters A: General, Atomic 
and Solid State Physics, 2022. V. 421. 127768.

27. Biswas A., Hubert M.B.,  Justin M., Betchewe G.,  
Doka S.Y., Crepin K.T., Ekici M., Zhou Q., Moshokoa S., 
Belic M. Chirped dispersive bright and singular optical 
solitons with Schrodinger–Hirota equation // Optik, 2018. 
V. 168. P. 192–195.

28. Zhou  Q.,  Xu  M.,  Sun  Y.,  Zhong  Y.,  Mirzazadeh 
M. Generation and transformation of dark solitons, anti-
dark solitons and dark double-hump solitons // Nonlinear 
Dynamics, 2022. V. 110. № 2. P. 1747 – 1752.

29. Полянин А.Д., Кудряшов Н.А. Нелинейные урав-
нения Шредингера с запаздыванием: Точные решения, 
редукции и преобразования // Вестник НИЯУ МИФИ, 
2024. Т. 13. № 5. С. 340 – 349.

30. Bullough R.K. Solitons // Physics Bulletin, 1978.  
V. 29. № 2. P. 78 – 82.

31. Polyanin  A.D.,  Zhurov  A.I. Separation of 
Variables and Exact Solutions to Nonlinear PDEs. Boca 
Raton – London: CRC Press, 2022.

32. Polyanin  A.D.,  Nazaikinskii  V.E. Handbook of 
Linear Partial Differential Equations for Engineers and 
Scientists, 2nd ed. Boca Raton – London: CRC Press, 2016.

33. Polyanin A.D., Zhurov A.I. Functional constraints 
method for constructing exact solutions to delay reaction-
diffusion equations and more complex nonlinear equations 
// Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 2014. V. 19.  
№ 3. P. 417 – 430.

34. Polyanin  A.D.,  Zhurov  A.I. The functional 
constraints method: Application to non-linear delay 
reaction-diffusion equations with varying transfer 
coefficients // Int. J. Non-Linear Mech., 2014. V. 67.  
P. 267 – 277.

35. Polyanin  A.D.,  Sorokin  V.G.,  Zhurov  A.I. Delay 
Ordinary and Partial Differential Equations. Boca 
Raton – London: CRC Press, 2024.

36. Polyanin A.D., Zaitsev V.F. Handbook of Ordinary 
Differential Equations: Exact Solutions, Methods, and 
Problems. Boca Raton – London: CRC Press, 2018.



НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА С ДИСПЕРСИЕЙ И ПОТЕНЦИАЛОМ ОБЩЕГО ВИДА:  
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ И РЕДУКЦИИ

– 401 –

Vestnik Natsional’nogo Issledovatel’skogo Yadernogo Universiteta «MIFI», 2024, vol. 13, no. 6, pp. 394 – 402

NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION WITH DISPERSION AND POTENTIAL  
OF THE GENERAL FORM: EXACT SOLUTIONS AND REDUCTIONS

A. D. Polyanin 1,*, N. A. Kudryashov  2,**

1 Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, 119526, Russia
2 National Research Nuclear University MEPhI (Moscow Engineering Physics Institute), Moscow, 115409, Russia

*e-mail: polyanin@ipmnet.ru
**e-mail: nakudr@gmail.com

Received October 17,  2024; revised October 30, 2024;   accepted  November 12, 2024

The nonlinear Schrödinger equation of a general form is investigated, in which the chromatic dispersion and 
the potential are given by two arbitrary functions. The equation under consideration is a natural generalization of 
a wide class of related nonlinear equations that are often encountered in various sections of theoretical physics, 
including nonlinear optics, superconductivity, and plasma physics. Exact solutions of the nonlinear Schrödinger 
equation of general form are found, which are expressed in quadratures. One-dimensional non-symmetry reductions 
are described, which reduce the studied partial differential equation to simpler ordinary differential equations or 
systems of such equations. Special attention is paid to equations whose dispersion is given by a power function. 
The exact solutions obtained in this work can be used as test problems intended to assess the accuracy of numerical 
methods for integrating nonlinear equations of mathematical physics.

Keywords: nonlinear Schrödinger equation, general nonlinear PDEs, nonlinear optics, exact solutions, solutions 
in quadratures, generalized separable solutions, non-symmetry reductions. 
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В статье проведен групповой анализ нелинейных уравнений в частных производных второго порядка, 
моделирующих распространение сдвиговых волн в нелинейно-упругой цилиндрической оболочке, взаи-
модействующей с внешней упругой средой. Уравнения содержат кубическую нелинейность и обобщают 
известные модели Линя – Рейсснера – Тзяна и Хохлова – Заболотской. Найдены их классические сим-
метрии с использованием универсального алгоритма коммутативной алгебры, состоящего в построении 
базиса Гребнера системы определяющих уравнений для нахождения явного вида производящей функции 
группы симметрий. Для построения решений, инвариантных относительно группы сдвигов в пространстве 
независимых переменных, использован метод годографа, позволивший перейти от нелинейного уравнения  
в частных производных к системе линейных уравнений с переменными коэффициентами. Для автомо-
дельного режима, инвариантного относительно растяжений, получено нелинейное уравнение, линейная 
часть которого точно решена в терминах функций Бесселя и тригонометрических функций. Установлены 
условия, необходимые для физической реализуемости точных решений.
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ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Линя – Рейсснера – Тзяна (ЛРТ), 
описывающее нестационарное околозвуковое 
течение газа и известное более 75 лет [1], имеет 
вид 

  uxt + uxuxx – uyy = 0                         (1)

 Групповые свойства этого уравнения под-
робно изучены [2], широкий класс точных ре-
шений приведен в [3]. Для функции w = – ∂u/∂x 
уравнение ЛРТ сводится к уравнению Хохлова 
– Заболотской [4]

 2 0.xt xx x yyw ww w w− − − =             (2)

которое можно трактовать как бездисперсион-
ный вариант уравнения Кадомцева – Петви-
ашвили. 

Уравнения типа ЛРТ нередко возникают  
в задачах нелинейной волновой динамики дефор-
мируемых систем. Так, в [5] при моделировании 
распространения пучка сдвиговых волн вдоль 
образующей нелинейно-упругой цилиндрической 
оболочки, для окружной компоненты смещения 
было получено модифицированное уравнение ЛРТ 

2 0.xt x xx yyu u u u+ + =                   (3)

Знак перед кубически нелинейным слагаемым 
в (3) определяется типом физической нелинейно-
сти материала, из которого изготовлена оболоч-
ка: случаю «мягкой» нелинейности соответствует 
минус, а «жесткой» – плюс. По аналогии с (2), 
для функции w = – ∂u/∂x уравнение  можно на-
зывать бездисперсионным модифицированным 
уравнением Кадомцева – Петвиашвили.
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При качественном анализе уравнений типа (3) 
используется экспериментально установленный 
для кубически нелинейных сред факт существен-
ного преобладания эффекта самовоздействия 
волны над эффектом генерации высших гармо-
ник [6]. Это позволяет представить решение в 
виде одной гармоники с медленно меняющейся 
комплексной амплитудой и получить для этой 
амплитуды нелинейное уравнение Шредингера 
(НУШ) или его обобщения [7, 8]. Возможность 
развития модуляционной неустойчивости, при-
водящей к разбиению малых периодических 
волн на уединенные волновые пакеты, также 
определяется типом физической нелинейности. 
Мягкая нелинейность приводит к дефокусиру-
ющей версии НУШ [7], запрещающей развитие 
модуляционной неустойчивости, в то время как 
жесткая нелинейность допускает возможность 
устойчивого распространения солитоноподоб-
ных волновых пакетов. 

При изучении нелинейной динамики реаль-
ных физических систем часто возникает необхо-
димость учета взаимодействия деформируемой 
системы с внешней упругой (нелинейно-упругой) 
средой. Если нелинейно-упругая цилиндрическая 
оболочка окружена внешней упругой средой типа 
Винклера – Фусса [9, 10], то в уравнении (3) по-
является дополнительное линейное дисперсион-
ное слагаемое, характеризующее взаимодействие 
оболочки со средой:

2 0.xt x xx yyu u u u u+ + + δ =                (4)

Уравнение (4) можно называть бездиспер-
сионным модифицированным уравнением Ка-
домцева – Петвиашвили – Островского [11] или 
пространственно-двумерным редуцированным 
уравнением Островского [12, 13]. Доминирую-
щим фактором в (4) является кубическая нели-
нейность, поэтому здесь также уместен переход  
к НУШ. Однако, сценарии, описываемые НУШ, 
не единственно реализуемы, и более полный 
анализ волнового процесса возможен на основе 
использования групповых свойств уравнений 
(3), (4). В данной работе будут найдены группы 
симметрий этих уравнений и обсуждены некото-
рые редукции.

СИММЕТРИИ ОБОБЩЕННЫХ  
УРАВНЕНИЙ ЛИНЯ – РЕЙССНЕРА – ТЗЯНА

Для нахождения групп симметрий нелиней-
ных уравнений в частных производных можно 
использовать классический и неклассический 
методы [14 – 16], комбинацию неклассическо-
го метода с методом дифференциальных бази-

сов Гребнера [17] или прямой метод Кларксона  
и Крускала [18]. Применительно к уравнениям 
(3), (4) классический метод состоит в исполь-
зовании инфинитезимального критерия инва-
риантности [2, 15]. Нужно подействовать на 
уравнение дважды продолженным оператором 
группы симметрии и, сгруппировав члены при 
одинаковых степенях зависимой переменной, 
потребовать их одновременного обращения  
в нуль. В результате получим «определяющую» 
систему – переопределенную систему линейных 
уравнений в частных производных для коэффи-
циентов искомого векторного поля. В неклассиче-
ском методе исходное уравнение в частных про-
изводных дополняется условием инвариантной 
поверхности, и «определяющая» система состоит 
из нелинейных УЧП, число которых меньше, чем 
в классическом случае, следовательно, множество 
решений в общем случае больше. Мы будем при-
менять комбинированный подход в духе [19, 20] 
с использованием дифференциальных базисов 
Гребнера [17], представляющих собой универ-
сальный алгоритм коммутативной алгебры.

Введем в рассмотрение дополнительный па-
раметр e и запишем условие на классические 
симметрии в виде системы уравнений: 

2 0,
( , , , , , , ) 0,

tx xx x yy

t x y

u u u u
F t x y u u u ue

+ + + δ =

− =

u
u

           (5)

где F – производящая функция группы симметрий 
[19, 20]. Далее получим соотношения на произво-
дящую функцию, а затем, построив базис Гребне-
ра для определяющих уравнений, получим явный 
вид производящей функции группы симметрий. В 
(5) жирным выделены лидирующие производные 
для лексико-графического упорядочения 

t x ye    . Для второго уравнения системы 
введем полные производные от F: 

,

,

.

t u t u tt u tx u tyt x y

x u x u tx u xx u xyt x y

y u y u ty u xy u yyt x y

dF F F u F u F u F u
dt
dF F F u F u F u F u
dx
dF F F u F u F u F u
dy

= + + + +

= + + + +

= + + + +

   (6)

Условие интегрируемости (совместности) 
данной системы можно записать через S-поли-
ном в соответствии с выбранным лексикографи-
ческим упорядочением: 
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( )
2

2 0.tx xx x yy tx
du u u u F
dtdxee

+ + + δ − + =u u   (7)

В (7), в силу правила дифференцирования 
Лейбница, производная по e входит в условие 
интегрируемости линейно. 

 
2

22 0.xx x x xx x yy
du u u u u u u F
dtdxe e e e+ + + δ + =   (8)

С учетом (6), заменим ue на F, используя вы-
ражения для полных производных от F:

2 2
2

2 2

2

2

0.

xx x x
d d du u F u F F
dx dx dy

dF F
dtdx

+ + +

+δ + =

        (9)

Применяя соотношения для полных произво-
дных (6), получим 

Учитывая, согласно (4), 

( )
,

,

,
,

...

tx xx x yy

ttx txx x xx xx x yy tyy t

txx xxx x xxx xx xyy x

txy xxy x xxx xy yyy y

u u u u u

u u u u u u u u u

u u u u u u u
u u u u u u u

= − − − δ

= − − − − − − δ

= − − − − δ

= − − − − δ

(11)

и то, что F не зависит от производных выше пер-
вого порядка, получаем систему линейных урав-
нений для F:

(10)

(12)

2 2 2

2 2

2

2

2 2

2

2 2 2

tu tx tu xx tu xy tu x txt x y

u u tt tx u u tx x u u ty u u tt xxt t t t t t t x

u u tx u u tx xx x u u ty xyt x t x t x

u u tt xy u u tx ty u u tx xy xt y t y t y

u u ty yy u x tt u x tx xt y t t

F F u F u F u F u F

F u u F u u F u F u u

F u F u u u F u u

F u u F u u F u u u

F u u F u F u u

δ + + + + + +

+ + + + +

+ + +

+ + + +

+ + + +

2

2 2 2

2

2 2

2

2

2 2

2 2

2

u x tyt

u ttx u txx x u tx xx x u tyyt t t t

u u tx xx u u xx x u u xy u u tx xyx x x x x x x y

u u ty xx u u xx xy x u u xy yy u x txx y x y x y x

u x xx x u y xy u txx u xxx xx x x x

u xx xx

F u

F u F u u F u u u F u

F u u F u u F u F u u

F u u F u u u F u u F u

F u u F u F u F u u

F u u

+

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + 2 2

2 2

2

2

2

2 2

2

2 2

2 2

u xyy u u ty xy u u xy xx y y y y

u u yy u x ty u x xy x u y yy u txyy y y y y y

u xxy x u xx xy x u yyy uu t txy y y t

uu x tt uu x tx x uu y ty uu t xxt t t x

uu x tx uu x xx x uux x x

F u F u u F u u

F u F u F u u F u F u

F u u F u u u F u F u u

F u u F u u u F u u F u u

F u u F u u u F

+ + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + +

2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2
2 0.

y xy uu t xyy

uu x ty uu x xy x uu y yy uu t xy y y

uu x x uu y ux t ux x x uy y

u x xx x u tx u xx x u yy xx x

x xx x yy

u u F u u

F u u F u u u F u u F u u

F u u F u F u F u u F u

F u u u F u F u u F u F u
F u u F

+ +

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + =

2 2 2 2 2

2

3

4 2 3

2

2

2

2
2 = 0,

2 2

tu tu x tx u u x u ut t t t x

u x x u t u x u x u yt t x x y

uu t uu x uu x uu t xt t x

uu x uu y ux t ux x

uy y u xx x yy

u u u y u x uut y t y

F F u F u F F u u F u

F uu F u F u F u F u

F uu F uu F uu F u u

F u F u F u F u
F u F u F u F
F u F F F

δ − δ + + + δ + δ −

− δ − δ − δ − δ − δ −

− δ − δ − δ + +

+ + + + +

+ − δ + +
− δ + + +

2 4 4

2 2 5 3

2
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6 4

2 2
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= 0,

2 2

2
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2 2 2
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u x x uu t x uu x uu t uu xx t t x x

u x x x

u u x u ut y x y
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u F u

F
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F u F u
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u ut t
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uu y uu t uu xx y y

u u u ut x y y
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Случай δ = 0 (взаимодействие с внешней сре-
дой отсутствует) 

Для системы  построим базис Гребнера в лек-
сико-графическом упорядочении с порядком пе-
ременных t x yt x y u u u u      : 

 

2 0,

2 0,

0,

0,

0,

3 2 0,

0.

x yu x x uy

yu tux y

yu yu yy xu xut y y

x xu xx

xu xu xy xx tut x

x tu x x ut

tu tyu tx ttuy y

u F F u F

F F

F F F F F

u F F

F F F F F

u F F u F

F F F F

− − =

+ =

= = = = =

− =

= = = = =

− + + =

= = = =

      (13)

Из построенного базиса Гребнера (13) видно, 
что F линейно зависит от u, ut, ux, uy, т.е 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ).
t x yF A t x y u B t x y u C t x y u

D t x y u E t x y
= + + +

+ +
 (14)

Подставляя (14) в (13) и собирая слагаемые 
при u, ut, ux, uy, получим систему на функции A, 
B, C, D, E:

 

2 2 2 0,
2 0,
2 0,
2 0,

0,
0,

0.

x x x

x y

x

y t

y y yy yy yy yy yy

x x x x x x x

xy xy xy xy xy xx xx

xx xx xx t

E D C
B C D
A
B C
A D E D C B A
C E D C A A D
E D C B A E D
C B A B

= = =
− + =

=
+ =

= = = = = = =

= − = − = − = − = = =
= = = = = = =

= = = = =

(15)

Для системы (15) снова строим базис Греб-
нера: 

Из (16) определяем функции A, B, C, D, E  
и получаем явный вид F:

( ) ( )

0 0 3 3 0

2 2 0
2

0
0 0 0

2
3

2 2 2

,
2

t x y x y

t x t
y

x

F A u B u B tu B u y C u
C tu C u x D tuC u y

D u xD u yE t E t

= + − + + +

+ + + + +

+ − + +
   (17)

где A0, B0, B3, C0, C2, D0 – произвольные посто-
янные, E0(t) – произвольная функция времени.

Из вида F в (17) можно записать базис алге-
бры Ли соответствующей группы преобразова-
ний: 
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     (18)

Случай δ ≠ 0 (учитывается взаимодействие  
с внешней средой) 

Проводя аналогичные рассуждения и вычис-
ления, получим группу преобразований: 

 

( )

1 2 3

4

5

6

, , ,

,
2

,
2 2

, ,

X X X
t x y

yX t
y x

t xX u
t x u

X E t y
u

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂

∂
=

∂

      (19)

где E (t, y) – функция, удовлетворяющая обыкно-
венному дифференциальному уравнению 2 по-
рядка Eyy + δE = 0.   

Сравнение групп симметрий уравнений (3) 
и (4) позволяет сделать вывод, что учет взаи-
модействия с внешней упругой средой (δ ≠ 0) 
уменьшает «автомодельность» рассматриваемой 
системы. Так, в (18) имеются два оператора 
растяжений X5, X6, в то время как в (19) – 
единственный оператор X5, совпадающий с X6 из 
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2 3 0,

0,
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y x
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         (23)

Выбирая какое-либо частное решение 
y = y1(V, W ) первого уравнения системы (23) 
и подставляя его в (22), определяем функцию 
z = z1(V, W ), соответствующую этому частному ре-
шению. Исключая из системы равенств y = y1(V, W ), 
z = z1(V, W ) параметр W, получим решение уравне-
ния (20) в неявной форме: F (z, y, V ) = 0, где V = uz. 
Например, для частного решения 

 y1 = a1V W + a2V + a3W + a4,             (24)

содержащего произвольные постоянные a1 – a4, 
получаем 

( )4 3 2 231 1
1

3 2

4 3 2
,

aa az V V V W

a V a W C

= + + + +

+ + +
     (25)

и решение уравнения  принимает вид
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АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Уравнение (4), учитывающее взаимодействие 
цилиндрической оболочки с упругой средой, ин-
вариантно относительно группы преобразова-
ний (19). Попробуем построить автомодельные 
решения (4), т.е. решения, инвариантные отно-
сительно действия оператора

5 = ,
2 2
t xX u
t x u
∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂
 и обсудить условия их

физической реализуемости. Принимая в каче-
стве инвариантов 

 x = x t,  v = x2 u,                     (27)

преобразуем (4) к уравнению с двумя независи-
мыми переменными – автомодельной перемен-
ной ξ и окружной пространственной координа-
той y:

 

(18). Видно, что разность X5 – X6 в (18) имеет вид

t x y u
t x y u
∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
 и характеризует  под-

группу одинаковых растяжений всех неза-
висимых и зависимой переменной. Допол-
нительное слагаемое с коэффициентом δ ≠ 0 в (4) 
запрещает растяжение независимой переменной 
y. Сдвиги по независимым переменным, допус-
тимые в обоих случаях, позволяют отыскивать 
инвариантные решения в виде бегущих волн.

НЕКОТОРЫЕ ИНВАРИАНТНЫЕ  
РЕШЕНИЯ

Во введении упоминалось о том, что уравне-
ние (3) было выведено в [5] при моделировании 
распространения пучка сдвиговых волн вдоль 
образующей цилиндрической оболочки. В этом 
случае для физической состоятельности иско-
мых компонент смещений требуются их ограни-
ченность по обеим пространственным коорди-
натам и периодичность по окружной координате. 
Поскольку (3) допускает сдвиги по всем трем 
независимым переменным, а возмущение рас-
пространяется вдоль оси x, медленно изменяясь 
во времени t и по окружной координате y, введем  
в рассмотрение новую независимую перемен-
ную z = x + t и перепишем (3) в виде

 2 .zz z zz yyu u u u+ =                       (20)

Обозначая uz = V, можно представить (20)  
в виде равносильной системы уравнений перво-
го порядка 

 
( )21 ,

.
z y

y z

V V W

V W

 + =


=
                   (21)

Применим к (21) преобразование годографа, 
т.е. поменяем местами независимые и зависимые 
переменные: z = z (V, W ), y = y (V, W ). В результате 
вместо (21) имеем систему линейных уравнений 
первого порядка 

 
( )21 ,

,
V W

W V

z v y

z y

 = +


=
                  (22)

из которой получаются линейные уравнения ги-
перболического типа с переменными коэффици-
ентами 

(26)
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vv v v v v

x x xx x

x x

x + x + x + x + + x +

+ x + x + + + δ =
(28)

Учитывая малость компонент смещений сре-
динной поверхности цилиндрической оболочки, 
ограничимся линейной частью (28):

 vyy + xvxx + 3vx + δv = 0.                 (29)

Уравнение (29) имеет точное решение с раз-
деленными переменными вида

 v = F1(x) F2(y)                      (30)

где функции F1(x), F2(y) удовлетворяют уравне-
ниям 

 ( )1 1 1 2 23 ,F CF F F C F′′ ′ ′′x = − = − δ +    (31)

с общими решениями

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 2

2 3 4

1 2 2 ,

cos sin ,

F C J C C Y C

F C C y C C y

 = − x + − x x

= δ + + δ +

  (32)

где J2, Y2 – функции Бесселя 1-го и 2-го рода, со-
ответственно, С, С1 – С4 – произвольные посто-
янные. Для ограниченности и периодичности по 
y полученных решений необходимо выполнение 
условий:

 C2 = 0,  C < 0,  δ + C > 0,  x > 0,       (33)

откуда получаем δ > 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При вычислении классических симметрий 
обобщенных модифицированных уравнений 
Линя – Рейсснера – Тзяна был применен подход, 
основанный на построении базисов Гребнера 
определяющих систем уравнений для нахожде-
ния явного вида производящих функций групп 
симметрий. Выбор этого подхода объясняется 
легкостью его алгоритмизации и личными пред-
почтениями авторов. Установлено, что наличие 
дополнительного линейного дисперсионного 
члена в уравнении, характеризующего влияние 
внешней упругой среды на волновой процесс, 
приводит к тому, что в группе симметрий остает-
ся единственный оператор растяжения. Получе-
но точное решение, описывающее простейший 

автомодельный режим, выявлены условия фи-
зической реализуемости данного решения. Для 
решений, инвариантных относительно группы 
сдвигов независимых переменных, получено 
уравнение, линеаризуемое методом годографа. 
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The article provides a group analysis of nonlinear second-order partial differential equations that model the 
propagation of shear waves in a nonlinear elastic cylindrical shell interacting with an external elastic medium. 
The equations contain cubic nonlinearity and generalize the well-known models of Lin – Reissner – Tsien and 
Khokhlov – Zabolotskaya. Their classical symmetries are found using a universal algorithm of commutative 
algebra, which consists of constructing a Gröbner basis of a system of defining equations to find the explicit form 
of the generating function of the symmetry group. To construct solutions that are invariant under a group of shifts 
in the space of independent variables, the hodograph method was used, which made it possible to move from a 
nonlinear partial differential equation to a system of linear equations with variable coefficients. For the self-similar 
regime, invariant under extensions, a nonlinear equation is obtained, the linear part of which is exactly solved in 
terms of Bessel functions and trigonometric functions. The conditions necessary for the physical realizability of 
exact solutions are established.

Keywords: nonlinear waves, group analysis, Gröbner basis, invariant solutions.
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  В быстро развивающейся области разработки программного обеспечения компании все чаще используют 
парадигму DevOps для повышения скорости и качества. Однако управление процессами DevOps сопряже-
но со значительными трудностями. Несмотря на то, что свод знаний по управлению проектами (PMBOK) 
предоставляет лучшие практики, не зависящие от отрасли, существует пробел в понимании практической 
осуществимости достижения ее факторов успеха в рамках проектов DevOps. Цель исследования – выявить 
ключевые факторы успеха в управлении ИТ-проектами DevOps, которые считаются важными, но не всегда 
реализуются на практике. Проведен анкетный опрос с использованием теории нечетких множеств и метода 
анализа нечеткой иерархии для решения многокритериальных задач принятия решений. В результате анализа 
был составлен ранжированный список действий, в котором были выделены две группы: действия, которыми 
пренебрегают, и действия, которым уделяется больше внимания, чем требуется. Эти результаты указывают на 
несоответствия между признанными факторами успеха и реальной практикой управления. Устранение этих 
несоответствий имеет решающее значение для повышения эффективности управления проектами DevOps, 
оптимизации распределения ресурсов и улучшению показателей успешности проектов. Эти выводы служат 
основой для разработки стратегий, которые лучше интегрируют принципы PMBOK в процессы DevOps. 

Ключевые слова: DevOps, PMBOK, нечеткие множества, треугольные нечеткие множества, Fuzzy AHP, 
принятие многокритериальных решений.
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ВВЕДЕНИЕ

В современном мире, характеризующемся 
стремительными изменениями и постоянным 
ростом требований, где скорость и качество раз-
работки программного обеспечения играют ре-
шающую роль, все большее количество компаний 
решает перейти на парадигму DevOps. Однако эти 
организации сталкиваются с различными слож-
ностями при управлении процессами DevOps [1]. 

Свод знаний по управлению проектами 
(PMBOK) – это всеобъемлющая коллекция ре-
комендаций и лучших практик по управлению 
проектами, не зависящих от отрасли. Он уста-
навливает общий язык и методологию управления 
проектами в различных отраслях [2]. Учитывая, 
что DevOps – основа для процессов разработки 

программного обеспечения, руководители проек-
тов могут использовать области знаний PMBOK 
для эффективного контроля проектов по раз-
работке программного обеспечения, в которых 
применяется методология DevOps [3]. Применяя 
принципы PMBOK, руководители проектов могут 
повысить свою способность управлять инициа-
тивами по разработке программного обеспечения 
на основе DevOps [4].

DevOps способствует развитию культуры 
сотрудничества между группами разработки  
и эксплуатации, уделяя особое внимание таким 
практикам, как непрерывная интеграция и непре-
рывное развертывание, для оптимизации рабочих 
процессов [5]. Несмотря на свои преимущества, 
эффективное управление процессами DevOps 
сопряжено со значительными трудностями. Ор-
ганизации часто сталкиваются с такими препят-
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ствиями, как культурное сопротивление измене-
ниям, недостаточный набор навыков и сложности 
с интеграцией инструментов [6 – 8].

Ограниченное количество исследований сосре-
доточено на практической реализации факторов 
успеха PMBOK в среде DevOps, особенно в отно-
шении необходимых действий и их последствий 
для ресурсов [9]. Решение этих проблем имеет 
решающее значение для того, чтобы организации 
могли в полной мере реализовать преимущества 
DevOps, придерживаясь при этом установленных 
стандартов управления проектами.

Существуют критерии (факторы успеха со-
гласно PMBOK), которые обеспечивают успех 
проекта для менеджера или организации, и по-
вышают вероятность реализации проекта. Есть 
исследования, например [10], которые посвяще-
ны выявлению и ранжированию данных крите-
риев, но нет исследований, которые направлены 
на достижимость данных факторов с уклоном на 
практическую реализуемость. В действительно-
сти может оказаться, что действия, приводящие 
к этим факторам, являются невыполнимыми или 
чрезмерно ресурсозатратными. В данной работе 
планируется выявить несоответствие факторов 
успеха и реальных действий, которые люди гото-
вы предпринимать.

Результаты данного исследования предпо-
лагается использовать в качестве основы для 
разработки эффективных стратегий управления 
процессами DevOps. Цель исследования заклю-
чается в выявлении ключевых факторов успеха  
в управлении IT-проектами DevOps, которые счи-
таются важными, однако на практике методы их 
достижения не всегда применяются.

В ходе работы проведен опрос и получен ран-
жированный список действий, необходимых для 
реализации факторов успеха, а также выявлены 
две группы: 

– действия, которыми пренебрегают;
– действия, которым уделяется большее внима-

ние, чем требуется.
Статья состоит из трех разделов. В разд. 1 

представлены методы исследования: теория не-
четких множеств и подход к решению много-
критериальных задач методом нечеткого анализа 
иерархий, анкетный опрос. Разд. 2 содержит ре-
зультаты опроса, а именно портрет респондента 
и подготовленный список соответствий факторов 
успеха и действий, и результаты расчета весов  
и рангов для каждой области знаний PMBOK.  
В разд. 3 обсуждаются полученные результаты,  
а также выявленные группы несоответствия фак-
торов успеха и действий.

1. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

1.1. Нечеткие множества

Применение метода нечеткого иерархическо-
го анализа (Fuzzy AHP) в данной статье обосно-
вано необходимостью ранжирования действий, 
направленных на достижение ключевых факто-
ров успеха в рамках управления проектами по 
методологии DevOps. Основное преимущество 
Fuzzy AHP заключается в его способности учи-
тывать неопределенность экспертных оценок. 
В условиях неопределенности суждений метод 
позволяет обрабатывать нечеткие данные, что 
особенно актуально при использовании таких 
лингвистических переменных, как «эквивалент-
ный» или «более важный». Это способствует бо-
лее точному учету мнений экспертов и повышает 
достоверность получаемых выводов [11]. Однако 
метод Fuzzy AHP также сталкивается с ключевой 
проблемой всех многокритериальных подходов – 
субъективностью экспертных оценок. В качестве 
альтернативы можно было бы рассмотреть такие 
методы многокритериальной оптимизации, как 
TOPSIS или метод анализа полезности, которые 
также применимы для решения задач в условиях 
неопределенности [12]. Однако они менее при-
способлены для работы с нечеткими данными  
и неопределенностью [13].

1.1.1. Треугольные нечеткие числа

Определение 1. Обозначим A ∈ F (R) которое 
называется нечетким числом, если:

– существует такой x0 ∈ R, что mA (x0) = 1
– для любого a ∈ [0,1]

 ( ),  .
aa AA x x a= m ≥                     (1)

Нечеткое число определяется как нечеткое 
множество A на множестве действительных чи-
сел R.

Определение 2. Определим нечеткое число M 
на множестве действительных чисел R, как треу-
гольное нечеткое число, функция принадлежно-
сти которого mM (x): R → [0, 1] определяется сле-
дующим равенством:

 ( )

[ ]

[ ]

,   , ,
       

,   , , ,
       

0, в другом случае

M

x l x l m
m l m l
x lx x m u

m l m u

 − ∈ − −
  μ = − ∈ − − 
 
  

  (2)
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где l < m < u, l и u означают нижнее и верхнее 
значение нечеткого числа (степень размытости 
числа) M, а m – модальное значение. Треугольное 
нечеткое число можно обозначить через M (l, m, u). 
Нечеткое число состоит из элементов, когда вы-
полняется следующее условие {x ∈ R| l < x < u}, 
но если l = m = u, то это условное число является 
четким. 

Пусть даны два треугольных нечетких числа 
M1 = (l1, m1, u1) и M2 = (l2, m2, u2). Для этих чисел 
справедливы следующие правила:

 
( ) ( )
( )
1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

, , ,
 

,
, , ,

l m u l m u
l l m m u u

⊕ =

= + + +
              (3)

 
( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,l m u l m u l l m m u u=   (4)  

( ) 1 1 1 1, , , , .l m u
u m l

−  =  
 

                 (5)

1.1.2. Оценка нечеткой степени  
соответствия

Процесс оценки степени соответствия сводит-
ся к нахождению наилучшего решения среди мно-
жества целей, которые могут вступать в противо-
речие между собой. Например, есть некоторый 
набор планов X = {x1, x2,…, xn} и U = {u1, u2,…, un}, 
являющийся набором целей, где U = {u1, u2} мо-
жет быть представлена, как u1 – необходимая цель,  
а u2 – достижимая цель. Согласно предложенному 
Чангом подходу необходимо произвести оценку 
степени соответствия каждого плана для каждой 
цели [14, 15]. Представим это в виде набора не-
четких треугольных чисел:

 1 2  ,  ... ,    1 ,  2,  ...,  .,
i i i

m
E E EM M M i n=           (6)

Определение 3. Пусть 1 2,  , ... ,
i i i

m
E E EM M M  зна-

чения оценок степени соответствия i-го плана для 
m целей. Тогда значение степени соответствия i-го 
плана определяется как:

 
1

1 1 1
.

i i

m n mj j
i E Ej i j
S M M

−

= = =
 =  ∑ ∑ ∑        (7)

В формуле применяются алгебраические опе-
рации из формул (3) и (4).

1.1.3. Метод представления нечетких чисел  
для шкалы парных сравнений

Первым шагом является использование метода 
анализа нечетких иерархий – определить относи-
тельную важность каждой пары факторов в одной 
иерархии. Используя треугольные нечеткие числа 
в парных сравнениях, строится нечеткая оценоч-
ная матрица:

 ( )   
  .ij n m
A a

×
=                         (8)

Например, если элемент i существенно или 
значительно важнее элемента  j по определен-
ному критерию, тогда aij (l, m, u), где l и u пред-
ставляют собой нечеткую степень высказывания. 
Чем больше разница u – l, тем более размыто вы-
сказывание; когда u – l = 0, высказывание можно 
считать четким, следовательно число не является 
нечетким, а равно m для данного примера. Если 
элемент j значительно важнее элемента i, тогда 
парная шкала сравнения может быть представ-
лена нечетким числом:

 1 1 1 1, , .ija u m l
−  =  

 
                    (9)

В формуле (9) применятся операция из фор-
мулы (5).

1.1.4. Вычисление векторов приоритетов для 
метода нечеткого анализа иерархий

Пусть ( )   
  ij n m
A a

×
=  будет нечеткая матрица по- 

парных сравнений, где aij = (lij, mij, uij), а параметры 
представляются в виде 

 
1 1 1,  ,  ij ij ij
ji ji ji

l m u
u m l

= = = .           (10)

Для получения оценки векторов весов по ка-
ждому критерию необходимо:

– определять наименьшее и наибольшее не-
четкое значение из множества нечетких чисел, 
используя операции min и max;

– определять наименьшее и наибольшее нечет-
кое число.

Для определения наименьшего и наибольшего 
треугольного нечеткого числа необходимо срав-
нить вероятность принадлежности каждого треу-
гольного нечеткого числа к нечеткому множеству, 
основываясь на следующих выражениях:
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 P(M1 ≥ M2) = 1, если m1 ≥ m2,             (11)

( ) ( ) ( )
1 2

2 1
2 2 1 1

1 2

  ,  
     

если  .

l uP M M
m u m u
m m

−≥ =
− − −

≥

 (12)

Для сравнения нечетких треугольных чисел 
M1 и M2 мы должны вычислять их вероятности 
P (M1 ≥ M2) и P (M2 ≥ M1). Далее рассмотрим срав-
нение того, что степень принадлежности одно-
го нечеткого треугольного числа будет больше-
го, чем k других нечетких треугольных чисел 
Mi (i = 1, 2,…, k), основываясь на вычислении ми-
нимума из степеней P (M ≥ Mi), т.е. вероятности 
того, что M больше, чем каждое Mi.

Теперь определим весовой вектор W ′, который 
рассчитывается по формулам:

d ′(Ai) = min P (Si ≥ Sk),              (13)

W ′ = (d ′ (A1), d ′ (A2),..., d ′ (An)) T.          (14)

Следующий шаг – нормализация полученного 
вектора:

W = (d (A1), d (A2),..., d (An)) T.           (15)

1.2. Анкетный опрос

Для ранжирования действий, было проведено 
исследование с участием экспертов. Мы исполь-
зовали анкетный опрос, поскольку он является 
эффективным способом сбора данных от целевой 
группы. Ниже рассматриваются этапы исследо-
вания:

1) экспертное составление списка действий 
для каждого фактора успеха. Результаты пред-
ставлены в табл. 1;

2) проведение опроса среди группы экспертов;
3) анализ полученных результатов.

№ Фактор успеха Действие
Д1.1 Координация взаимодействия между командами 

DevOps
Формирование культуры сотрудничества между командами

Д1.2 Четкие каналы коммуникации Разработка эффективных способов общения в команде
Д1.3 Стратегии обмена знаниями Назначение опытных сотрудников менторами для новичков
Д1.4 Открытость и доступность информации в команде Регулярные встречи и обсуждения
Д2.1 Выполнение количественного анализа рисков Регулярное проведение оценки рисков с использованием 

соответствующих методик и инструментов
Д2.2 Внедрение мер реагирования на риски Разработка и обновление методов реагирования на риски,  

а также проведение учений и тренировок
Д2.3 Составление плана управления рисками Создание и регулярное обновление плана управления  

рисками
Д3.1 Политика закупок Ведение реестра лицензированного ПО
Д3.2 Планы и графики закупок и учета сроков служ-

бы оборудования и ПО для их своевременного 
обновления

Ведение учета сроков службы оборудования и ПО  
для их своевременного обновления

Д3.3 Надежная структура поддержки Выстраивание процессов по долгосрочной поддержке  
реализуемого ПО клиентам

Д4.1 Применение правильного подхода к 3P (люди, 
процессы и партнеры)

Регулярная оценка и оптимизация работы сотрудников  
и рабочих процессов

Д4.2 Оценивание ресурсов для деятельности Оценка уровня адаптаций технологий в организации
Д4.3 Привлечение лучших кадров для выполнения 

работ
Регулярный анализ потребностей в кадрах и разработка 
стратегии привлечения и удержания лучших сотрудников

Д4.4 Методика распределения рабочего времени Разработка и регулярное обновление методики оптимизации 
человеческих ресурсов

Д4.5 Управление распределенными по организациям 
DevOps командами

Разработка и регулярное обновление стратегии управления 
распределенными командами

Д5.1 Проектирование базовой DevOps инфраструктуры 
с использованием стандартных инструментов

Разработка и регулярное обновление базовой DevOps  
инфраструктуры

Таблица 1.  Список соответствий фактора успеха и действия для его достижения
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Д5.2 Инструменты и автоматизация для дальнейшей 
интеграции

Разработка и регулярное обновление стратегии интеграции

Д5.3 Замыкание цикла между мониторингом  
и планированием

Ежемесячное проведение совещаний для анализа данных 
мониторинга и корректировки планов

Д5.4 Планирование потребностей ИТ-инфраструктуры Проведение регулярной оценки потребности  
в инфраструктуре, а также планирование и мониторинг  
ее использования

Д6.1 Управление организационными и культурными 
изменениями

Разработка и регулярное обновление стратегии управления 
культурными изменениями

Д6.2 Ожидания заинтересованных сторон и пороговые 
значения рисков

Анализ ожиданий заинтересованных лиц и рисков  
неудовлетворенности продуктом

Д6.3 Контроль и управление сроками при взаимодей-
ствии с заинтересованными сторонами

Разработка и регулярное обновление стратегии контроля  
и управления сроками

Д6.4 Коммуникации между заинтересованными сторо-
нами

Разработка и регулярное обновление стратегии  
коммуникаций

Д6.5 Стратегии управления конфликтами Разработка и регулярное обновление стратегии управления 
конфликтами

Д7.1 Оценка продолжительности работ Проведение ежемесячного анализа проделанной работы
Д7.2 Владение информацией о текущем статусе работ  

в реальном времени
Использование инструментов полного отслеживания  
действий разработчика

Д7.3 Управление непрерывным процессом DevOps Корректировка частот интеграции проектного кода
Д8.1 Установление требований к выполняемой работе Проведение регулярного анализа и оценки требований  

к выполняемой работе, а также разработка и согласование 
соответствующих документов

Д8.2 Определение MVP продукта Проведение регулярного анализа и оценки потребностей 
клиентов и рынка, а также разработка и согласование  
концепции MVP продукта

Д8.3 Установление плана выполняемых работ Разработка и регулярное обновление плана выполняемых 
работ

Д9.1 Разработка стандартов оценки и улучшения  
качества

Разработка и регулярное обновление стандартов оценки  
и улучшения качества

Д9.2 Планируемые мероприятия по контролю качества 
и управлению качеством в системе DevOps

Разработка и регулярное обновление плана контроля  
и управления качеством DevOps

Д9.3 Дашборд контроля качества процессов DevOps Создание централизованного дашборда для оценки качества 
процессов CI/CD

Д10.1 Прогнозы затрат на процессы разработки  
и управления операциями

Регулярное проведение оценки рентабельности инвестиций 
(ROI)

Д10.2 Отслеживание и контроль бюджетов в процессах 
разработки и управления операциями

Регулярное отслеживание и контроль бюджетов в процессах 
разработки и управления операциями

Д10.3 Анализ затрат и выгод для продолжения  
разработки и управления операциями

Проведение регулярного анализа и оценки затрат  
на процессы разработки и управления операциями, а также 
разработка и согласование прогнозов затрат

Продолжение табл.1

на рис. 1. Размер организации классифицирует-
ся, согласно федеральному закону от 24.07.2007  
N 209-ФЗ (ред. от 29.05.2024) «О развитии ма-
лого и среднего предпринимательства в Россий-
ской Федерации», а именно малое предприятие 
(16–100 сотрудников), среднее предприятие (101 –  
250 сотрудников) и крупное предприятие (больше  
251 сотрудника).

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Результаты анкетного опроса

Был проведен анкетный опрос среди десяти 
экспертов в области информационных техноло-
гий и DevOps. Для составления портрета респон-
дента мы собрали данные по организации, долж-
ности и опыту работы. Результаты представлены 
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2.2. Результаты применения метода  
нечеткого иерархического анализа  
(Fuzzy AHP)

Для работы с нечеткими числами необходи-
мо использовать лингвистические переменные 
из шкалы Ликерта, которые мы сопоставили для 
каждого нечеткого треугольного числа, как пока-
зано в табл. 2.

Для каждой области знаний из PMBOK мы со-
ставили матрицу попарных сравнений действий, 
используя формулу (8), комбинируя результаты 
ответов респондентов в один. Пример такой ма-

трицы для области знаний «Интеграция» пред-
ставлен на табл. 3.

Для оценки степени соответствия каждого дей-
ствия в области знаний, связанной с управлени-
ем проектом DevOps, мы применили формулу (7). 
Промежуточные результаты для области знаний 
«Интеграция» представлены в формулах:

Таблица 2.  Шкала преобразования треугольных нечетких чисел

Лингвистическая переменная Треугольное нечеткое число Обратное треугольное нечеткое число
Эквивалентный (2/3, 1, 3/2) (2/3, 1, 3/2)
Не менее важный (1, 1.5, 2) (1/2, 1/1.5, 1)
Слабо важный (1.5, 2, 2.5) (1/2.5, 1/2, 1/1.5)
Сильно важный (2, 2.5, 3) (1/3, 1/2.5, 1/2)
Более важный (2.5, 3, 3.5) (1/3.5, 1/3, 1/2.5)
Абсолютно более важный (3, 3.5, 4) (1/4, 1/3.5, 1/3)

Рис. 1.  Основная информация о респондентах

(16)

( )
( ) ( )

( )

Д1.1  
4.03, 5.01, 6.17  * 1/ 20.44,1  / 16.77,1  /13.85  

0.20, 0.30, 0.45 ,

S =
= =

=
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( )
( ) ( )

( )

Д1.3    
3.10, 3.71, 4.47  * 1/ 20.44,1  /16.77,1  /13.85    

0.15, 0.22, 0.32 ,

S =
= =

=

Рис. 2.  Тепловая карта, отражающая матрицу вероятности соответствия нечетких чисел 
для области знаний «Интеграция»

Действие

Формирование  
культуры  

сотрудничества  
между командами

Разработка  
эффективных 

способов общения 
в команде

Назначение  
опытных  

сотрудников  
менторами  

для новичков

Регулярные  
встречи  

и обсуждения

Формирование культуры  
сотрудничества между командами

(1.0000, 1.0000, 
1.0000)

(1.1042, 1.4333, 
1.8125)

(1.0104, 1.3274, 
1.7292)

(0.9167, 1.2458, 
1.6250)

Разработка эффективных способов 
общения в команде

(0.5517, 0.6977, 
0.9057)

(1.0000, 1.0000, 
1.0000)

(1.3625, 1.6958, 
2.0833)

(1.0649, 1.4167, 
1.8208)

Назначение опытных сотрудников 
менторами для новичков

(0.5783, 0.7534, 
0.9897)

(0.4800, 0.5897, 
0.7339)

(1.0000, 1.0000, 
1.0000)

(1.0417, 1.3708, 
1.7500)

Регулярные встречи и обсуждения (0.6154, 0.8027, 
1.0909)

(0.5492, 0.7059, 
0.9391)

(0.5714, 0.7295, 
0.9600)

(1.0000, 1.0000, 
1.0000)

Таблица 3.  Матрица попарных сравнений действий для области знаний «Интеграция»

(17)

(18)

(19)

( )
( ) ( )

( )

Д1.2    
3.98, 4.81, 5.81  * 1/ 20.44,1  /16.77,1  /13.85    

0.19, 0.29, 0.42 ,

S =
= =

=

( )
( ) ( )

( )

Д1.4  
  2.74, 3.24, 3.99  * 1/ 20.44,1  / 16.77,1  / 13.85  

  0.13, 0.19, 0.29 ).

S =
= =

=

Далее был расчет вероятности соответствия 
нечетких чисел по формулам (11) и (12). Резуль-
таты для области знаний «Интеграция» представ-
лены на рис. 2.

Следующий шаг – определение весового век-
тора и его нормализация согласно формулам (13), 
(14) и (15). Для получения глобального веса каж-
дого действия необходимо умножить полученный 
локальный вес на вес соответствующей области 
знаний. Итоговые результаты расчетов для всех 
областей знаний представлены в табл. 4.
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3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

После анализа полученных результатов выде-
лено несколько групп действий. В первую очередь 
рассмотрены действия, которыми пренебрегают 
для достижения успеха проекта. Список таких 
действий представлен в табл. 5.

Например, в области знаний «Человеческие 
ресурсы» находятся два важнейших фактора 

Таблица 4.  Результаты расчета весов и рангов для каждой области знаний PMBOK

Область знаний Вес области 
знаний Действие Локальный  

вес
Локальный 

ранг
Глобальный  

вес
Глобальный 

ранг

Коммуникация 0.0567

Д1.1 0.3297 1 0.0187 10
Д1.2 0.3132 2 0.0178 12
Д1.3 0.2045 3 0.0116 27
Д1.4 0.1527 4 0.0087 31

Риски 0.0783
Д2.1 0.4256 1 0.0333 3
Д2.2 0.3751 2 0.0294 4
Д2.3 0.1994 3 0.0156 17

Поставки 0.0463
Д3.1 0.2747 3 0.0127 26
Д3.2 0.4415 1 0.0204 7
Д3.3 0.2839 2 0.0131 23

Человеческие  
ресурсы 0.0512

Д4.1 0.2627 2 0.0134 22
Д4.2 0.1637 4 0.0084 32
Д4.3 0.269 1 0.0138 21
Д4.4 0.1119 5 0.0057 34
Д4.5 0.1927 3 0.0099 30

Интеграция 0.0727

Д5.1 0.3749 1 0.0272 5
Д5.2 0.2295 2 0.0167 13
Д5.3 0.2194 3 0.0159 16
Д5.4 0.1762 4 0.0128 25

Заинтересованные 
лица 0.0518

Д6.1 0.2209 3 0.0114 28
Д6.2 0.3207 1 0.0166 15
Д6.3 0.2521 2 0.0131 24
Д6.4 0.1167 4 0.006 33
Д6.5 0.0895 5 0.0046 35

Сроки 0.0705
Д7.1 0.6933 1 0.0488 1
Д7.2 0 3 0 36
Д7.3 0.3067 2 0.0216 6

Содержание 0.0507
Д8.1 0.2771 3 0.014 18
Д8.2 0.394 1 0.02 9
Д8.3 0.3288 2 0.0167 14

Качество 0.0528
Д9.1 0.2638 3 0.0139 20
Д9.2 0.3825 1 0.0202 8
Д9.3 0.3537 2 0.0187 11

Стоимость 0.0615
Д10.1 0.611 1 0.0375 2
Д10.2 0.2275 2 0.014 19
Д10.3 0.1615 3 0.0099 29

успеха с рангами 1 и 7 («Методика распределения 
рабочего времени» и «Применение правильно-
го подхода к 3P (люди, процессы и партнеры)»),  
а действия, которые готовы совершать для их вы-
полнения имеют ранги 34 и 22, соответственно. 
Причиной этих расхождений может быть то, что 
на практике они требуют осознанного подхода 
к принятию решений, больших трудозатрат или 
сложно выполнимы.
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Таблица 5. Список действий, которыми пренебрегают для достижения успеха проекта

Область  
знаний

Ранг 
фактора 
успеха

Фактор успеха Действие Ранг 
действия

Коммуникация 17 Открытость и доступность 
информации в команде Регулярные встречи и обсуждения 31

Человеческие 
ресурсы

7 Применяйте правильный подход  
к 3P (люди, процессы и партнеры)

Регулярная оценка и оптимизация работы 
сотрудников и рабочих процессов 22

15 Оценивание ресурсов  
для деятельности

Оценка уровня адаптаций технологий  
в организации 32

1 Методика распределения рабочего 
времени

Разработка и регулярное обновление мето-
дики оптимизации человеческих ресурсов 34

Интеграция 10 Замыкание цикла между  
мониторингом и планированием

Ежемесячное проведение совещаний для 
анализа данных мониторинга  
и корректировки планов

16

Сроки 8 Владение информацией о текущем 
статусе работ в реальном времени

Использование инструментов полного 
отслеживания действий разработчика 36

Следующая группа показывает список дей-
ствий, которым уделяется большее внимание, 
чем следует согласно исследованию [10]. Одна-
ко серым цветом в табл. 6 выделены две обла-
сти знаний, которым необходимо уделять особое 

внимание ввиду геополитических и культурных 
особенностей. Ранги остальных действий не вы-
деляются, степень их важности примерно совпа-
дает с соответствующим им факторам успеха.

Таблица 6.  Список действий, которым уделяется большее внимание, чем требуется

Область знаний Фактор успеха
Ранг  

фактора 
успеха

Действие Ранг  
действия

Заинтересованные 
лица

Ожидания заинтересованных сторон 
и пороговые значения рисков 27

Анализ ожиданий заинтересованных 
лиц и рисков неудовлетворенности 
продуктом

15

Сроки Управление непрерывным процессом 
DevOps 12 Корректировка частот интеграции 

проектного кода 6

Стоимость
Отслеживание и контроль бюджетов 
в процессах разработки и управления 
операциями

27
Регулярное отслеживание и контроль 
бюджетов в процессах разработки  
и управления операциями

19

Риски

Выполнение количественный анализ 
рисков 26

Регулярное проведение оценки рисков 
с использованием соответствующих 
методик и инструментов

3

Внедрение мер реагирования  
на риски 21

Разработка и обновление методов  
реагирования на риски, а также  
проведение учений и тренировок

4

Составление плана управления 
рисками 9 Создание и регулярное обновление 

плана управления рисками 17

Качество

Разработка стандарты оценки  
и улучшения качества 28

Разработка и регулярное  
обновление стандартов оценки  
и улучшения качества

20

Планируемые мероприятия  
по контролю качества и управлению 
качеством в системе DevOps

24
Разработка и регулярное обновление 
плана контроля и управления  
качеством DevOps

8

Дашборд контроля качества  
процессов DevOps 26

Создание централизованного  
дашборда для оценки качества  
процессов CI/CD

11
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Устранение этих расхождений необходимо для 
повышения эффективности управления проекта-
ми DevOps, оптимизации распределения ресурсов 
и улучшению показателей успешности проектов. 
Эти выводы служат основой для разработки стра-
тегий, которые лучше интегрируют принципы 
PMBOK в процессы DevOps.

В дальнейшем мы видим необходимость  
в разработке нечеткой когнитивной карты (далее 
– НКК). Ее использование было бы полезным до-
полнением к исследованию, так как она может 
обеспечить наглядную визуализацию взаимодей-
ствий между факторами успеха и совершаемыми 
действиями при управлении DevOps-проектами. 
Это поможет лучше понять, как действия влия-
ют на факторы, а также предсказать возможные 
последствия изменений в проекте. С помощью 
НКК можно построить модель, которая покажет, 
как последствия изменений при выполнении дей-
ствий в одном факторе будут влиять на другие 
факторы и, в конечном итоге, на успех проекта. 
Это особенно полезно для анализа сценариев  
и предсказания результатов изменений в проекте.
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In the rapidly evolving field of software development, companies are increasingly using the DevOps paradigm to 
improve speed and quality. However, managing DevOps processes comes with significant challenges. Although the 
Project Management Body of Knowledge (PMBOK) provides industry-independent best practices, there is a gap in 
understanding the feasibility of achieving its success factors in DevOps projects. The purpose of the study is to identify 
key success factors in IT DevOps project management that are considered important but are not always realized in 
practice. A questionnaire survey was conducted using fuzzy set theory and fuzzy hierarchy analysis method to solve 
multi-criteria decision making problems. The analysis resulted in a ranked list of actions, with two groups: actions that 
are neglected and actions that are given more attention than required. These results indicate inconsistencies between 
recognized success factors and actual management practices. Addressing these mismatches is critical to improving 
DevOps project management efficiency, optimizing resource allocation, and improving project success rates. These 
findings provide a basis for developing strategies that better integrate PMBOK principles into DevOps processes.

Keywords: DevOps, PMBOK, fuzzy sets, triangular fuzzy sets, Fuzzy AHP, multi-criteria decision making. 
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Перспективной системой для создания биосенсоров нового поколения является твердотельная пора, раз-
меры которой сопоставимы с исследуемой молекулой. Суть детектирования и анализа частиц заключается  
в регистрации ионных токов, протекающих через пору. При этом в момент, когда в пору проникает молекула 
исследуемого объекта, величина тока изменяется в зависимости от размера и формы частицы. Следовательно, 
масштабы данных изменений могут являться признаком, позволяющим производить детектирование опре-
деленных частиц. Интерпретация результатов экспериментов по измерению вольт-амперных характеристик 
(ВАХ) нанопор является комплексной задачей, одним из решений которой может стать создание численной 
модели твердотельной нанопоры. В работе представлено создание математической модели исследуемых 
образцов твердотельных пор в мембране из нитрида кремния в программе COMSOL MultiPhysics®. Про-
изведено моделирование процесса протекания ионного тока через поры различного диаметра, получены 
соответствующие ВАХ. Для верификации модели создана методика измерения ВАХ реальных образцов 
мембран, отработанная при проведении ряда экспериментов по измерению ВАХ образцов с порами диаме-
тром 1–57 мкм и 55–140 нм. Установлено, что отклонение результатов моделирования от результатов экс-
перимента составляет порядка 30 % для измерений пор диаметром меньше 70 нм и не превышает 10–15 % 
в остальных случаях. Работа показывает отклик системы на пропускание наночастиц золота диаметром 
40 нм. В России полномасштабных работ по созданию подобных математических моделей твердотельных 
пор и их измерению не проводится. Данная работа может служить отправной точкой для проведения серии 
экспериментов по измерению твердотельных нанопор.

Ключевые слова: твердотельные нанопоры, транслокация частиц, метод вариации ионного тока, обна-
ружение одиночных частиц, COMSOL MultiPhysics.
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ВВЕДЕНИЕ

Наноразмерные приборы служат перспектив-
ным интерфейсом для исследования биологиче-
ских объектов, поскольку размеры многих нано-
структур сопоставимы с размерами биомолекул. 
Нанопоровые сенсоры могут идентифицировать 
частицы на уровне одной молекулы, имитируя 
таким образом функции естественных биологи-
ческих ионных каналов. Суть детектирования  
и анализа частиц при данном подходе заключа-
ется в регистрации ионных токов, протекающих 
через пору. При этом в момент, когда в пору про-
никает молекула исследуемого объекта, величина 
тока изменяется характерным образом.

Количество работ, посвященных исследова-
нию нанопор в мембранах различного типа, уве-
личивается с каждым годом. Авторами изучают-
ся преимущества и недостатки различных типов 
мембран [1 – 5], процессы формирования пор  
в мембранах и перспективы использования по-
следних [6 – 9]. Перспективной системой для 
создания биосенсоров, а также секвенаторов 
нового поколения считается твердотельная пора, 
размеры которой сопоставимы с исследуемой мо-
лекулой [10]. Разрабатываются различные теоре-
тические модели протекания ионного тока через 
твердотельные поры различной конфигурации 
[11 – 12], рассматриваются вопросы пропускания 
различных наночастиц через нанопоры [2, 13 – 16],  
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Рис. 1.  Общий вид модели для исследования поры в твердотельной мембране: 
а) – изометрия; б) – сечение в плоскости y – z. Синяя стрелка указывает местоположение поры

а также описываются примеры моделирования 
подобных нанопоровых систем [17 – 19]. 

Метод нанопорового детектирования с помо-
щью твердотельных мембран обладает многими 
преимуществами [4], включая высокую скорость 
обнаружения, отсутствие амплификации, мень-
ший расход образца и низкую стоимость. Так-
же есть ряд недостатков, требующих доработки. 
Например, чувствительность твердотельных на-
нопор является недостаточной для того, чтобы 
с их помощью различать молекулы с похожими 
размерами, но разными биологическими характе-
ристиками [3]. Для устранения данного и других 
недостатков требуется увеличение как количества 
необходимых экспериментов, так и сложности 
интерпретации полученных данных. Это, в свою 
очередь, требует проведения физического моде-
лирования процессов, протекающих в поре. 

В работе представлено создание математи-
ческой модели исследуемых образцов твердо-
тельных пор в мембране из нитрида кремния в 
программе физического моделирования COMSOL 
MultiPhysics®, которая описывает физические 
свойства самой нанопоры и электрофизические 
процессы, протекающие в ней. Результаты этого 
моделирования могут быть в дальнейшем исполь-
зованы для анализа экспериментальных данных. 
В данной работе использовался следующий алго-
ритм построения математической модели: перво-
начальное моделирование на основе теоретиче-
ских знаний о физике процесса с последующей 
корректировкой модели с учетом полученных 
экспериментальных данных. 

1. ПОСТРОЕНИЕ ЧИСЛЕННОЙ МОДЕЛИ

Цель численного моделирования – создание 
модели системы, включающей в себя исследуе-
мый образец твердотельной мембраны с порой  
и протекающий через него раствор КCl (далее по 
тексту – «система»). Для реализации численного 
моделирования был выбран программный пакет 
COMSOL Multiphysics®.

Разработанная геометрия системы показана 
на рис. 1.

Численная модель построена исходя из сле-
дующих теоретических представлений. Основы-
ваясь на приближении сплошной среды в нано-
масштабе [11], управляющими уравнениями для 
процесса протекания ионного тока через пору 
являются уравнения Пуассона – Нернста – Планка 
(ПНП) для распределения электростатического по-
тенциала и ионного массопереноса и уравнения На-
вье – Стокса (НС), для описания потока жидкости. 

В квазистационарном приближении, которое 
предполагает, что все физические поля достигают 
квазистационарного состояния в любой момент 
времени, можно пренебречь нестационарными 
членами из уравнений Нернста – Планка и На-
вье – Стокса. Таким образом, финальное выра-
жение для нахождения ионного тока:

( )
1

( ).
n

i iA z
i

I F z J dA z
=

 =  
 
∑∫∫ n            (1)

Когда поверхностным зарядом на частице  
и стенках можно пренебречь, как предполагалось 
в рамках моделирования в соответствии с [12], 
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Рис. 2.  Схематический маршрут изготовления образцов исследуемых кристаллов

Рис. 4. Схема установки для измерения ВАХ:  
а) общий вид; б) схематическое изображение оснастки 

с помещенными внутрь электродами

Прокладки
из PDMS

AgCl электроды

Образец с порой

1 M KCl 
(48 мкл)

а) б)

Рис. 3.  Оснастка для проведения эксперимента: 
а) 3D-модель; б) реальный вид оснастки

a) б)

Прокладки
из PDMS

Образец с порой

уравнение (1) может быть приведено к уравнению 

,= −k∇jJ                            (2)

где k раствора в уравнении (2) выражается (в рам-
ках нашей системы) как

( )K K Cl Cl H H OH OH
См  ,
м

F c D c D c D c D
RT

 κ = + + +   
(3)

где cK, cCl, cH, cOH  – концентрации ионов K+, Cl–, 
H+ и OH– соответственно, DK, DCl, DH, DOH  – коэф-
фициенты диффузии ионов K+, Cl–, H+ и OH– соот-
ветственно. Численные значения коэффициента 
диффузии ионов K+ и Cl– были взяты из [20].

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

2.1. Эксперимент по измерению ВАХ пор

Исследуемые образцы представляли собой 
кристаллы из кремния размерами 5.12 на 5.12 мм 
со слоем нитрида кремния (Si3N4) на поверхно-
сти. Толщина слоя нитрида составляла порядка  
200 нм. Краткий технологический маршрут изго-
товления образцов представлен на рис. 2.

Эксперимент по измерению ВАХ твердотель-
ных пор состоял из нескольких этапов. Входной 
контроль кристалла с мембраной заключался  
в его осмотре на оптическом микроскопе NIKON 
ECLIPSE L200N на предмет наличия микротре-

щин, загрязнений или других механических по-
вреждений кристалла или мембраны. Далее, с 
помощью двулучевого микроскопа фирмы FEI 
Helios NanoLab 650 в исследуемых образцах кри-
сталлов создавались поры. Рабочее напряжение 
фокусированного ионного пучка (ФИП) составля-
ло 30 кВ, ток варьировался от 1.1 до 33 пА в зави-
симости от того, какой диаметр поры необходимо 
было получить. Диаметры пор, изготовленных на 
ФИП и исследуемых в ходе работы, находятся  
в диапазоне от 57 мкм до 55 нм. 

В целях получения гидрофильной поверхно-
сти мембраны проводилась химическая обработка 
образцов в растворе Каро (3(H2SO4 ): 1(H2O2 )) при 
минимальной длительности обработки в 30 мин 

при температуре 90 °С. Далее образцы кристал-
лов промывались в деионизованной воде. 

Для непосредственного измерения ВАХ об-
разец помещался в оснастку, представленную на 
рис. 3. Оснастка наполнялась раствором 1 M KCl.

Схема экспериментальной установки для из-
мерения ВАХ представлена на рис. 4. Она пред-
ставляет собой помещенную внутрь зондовой 
станции собранную оснастку, в «ванночки» ко-
торой погружены электроды зондовой станции.

 Диапазон напряжений для исследования: 
[– 0.2, 0.2] В. Измерения проводились на зондо-
вой станции H8 Semishare. Результаты экспери-
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мента для пор диаметрами 15, 20, 37, 55 и 57 мкм  
и 55, 70, 85, 90, 140 нм приведены на рис. 5. Было 
получено, что зависимость тока от напряжения 
носит линейный характер. 

2.2. Постановка и проведение эксперимента 
по транслокации наночастиц через пору

Диаметр наночастиц, которые пропускали че-
рез нанопоры, составляет 40 ± 1.5 нм. На рис. 6,а 
представлена фотография исследуемой нанопоры, 
полученная с помощью электронного микроскопа. 
Фотография наночастицы золота, полученная с 
помощью просвечивающего электронного микро-
скопа, представлена на рис. 6,б. Диаметр поры, 
через которую пропускались наночастицы в ходе 
эксперимента, составлял порядка 80 нм.

Измерения проводились на цифровом 
патч-кламп-усилителе dPatch® Sutter Instrument 
при приложенном напряжении 0.025 В. Экспери-

мент носил следующий характер. После добав-
ления в одну из камер оснастки раствора 2 мкл 
наночастиц коллоидного золота общий уровень 
ионного тока претерпевал заметное падение, 
связанное с изменением проводимости раствора 
электролита при добавлении в него раствора на-
ночастиц. Далее в течение 5 – 10 мин уровень тока 
держался постоянным. После начинали наблю-
даться характерные для метода ионной вариации 
падения по току. Общее время, в течение которого 
снималась зависимость: 40 – 60 мин.

На рис. 7 представлен участок графика зависи-
мости ионного тока от времени через 5 – 10 мин по-
сле введения 2 мкл раствора коллоидного золота. 

Величина шумов, измеренная до момента вве-
дения наночастиц, составляет порядка 20 – 30 пА 
(или 0.2 % от первоначальной величины тока). 
Падение общего уровня тока при добавлении рас-
твора коллоидного золота составило 4.8 нА (из-
менение основной линии тока с 15.5 до 10.7 нА).

Рис. 5.  ВАХ пор большого диаметра (слева) и ВАХ пор малого диаметра (справа)

Рис. 6.  Фотографии исследуемой поры и наночастиц: 
а) снимок одной из экспериментальных нанопор диаметром около 80 нм, полученный с помощью электронного микроскопа; 

б) наночастица золота

а) б)
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3. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ,  
ПОЛУЧЕННЫХ ЧИСЛЕННО  

И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО

3.1. Сравнение результатов  
для эксперимента по измерению ВАХ пор

Был проведен сравнительный анализ данных, 
полученных с помощью моделирования и в ходе 
эксперимента. В табл. 1 указаны наименьшие от-
клонения по току (при напряжении 0.1 В) данных 
моделирования от данных, полученных в ходе 
эксперимента.

Рис. 7. График зависимости тока от времени при пропускании наночастиц золота 
через нанопору, соответствующую рис. 5. 

Характерное падение по току составило порядка 150 – 300 пА

Таблица 1.  Данные, полученные с помощью экс-
перимента и моделирования 

(нанопоры диаметрами 55 – 140 нм)

Диаметр 
поры,  

нм
Тип данных Ток, 

нА

Отклонение  
результатов  

моделирования от 
экспериментальных 

данных, δ

55
эксперимент 19.98

29%
моделирование 14.24

70
эксперимент 30.13

27%
моделирование 22.03

85
эксперимент 32.22

3%
моделирование 31.14

90
эксперимент 38.72

11%
моделирование 34.34

140
эксперимент 78.17

4%
моделирование 74.96

Сильное расхождение данных эксперимента  
и моделирования для пор диаметрами 55 и 70 нм 
связано, скорее всего, с ошибкой первоначального 
определения диаметра данных пор: полученные 
значения, предположительно, больше реальных.

3.2. Сравнение результатов  
для эксперимента по транслокации частиц

Было произведено численное моделирование 
процесса транслокации наночастицы золота через 
нанопору, а также моделирование с параметрами, 
соответствующими условиям проведения экспе-
римента в работе [16] – наночастицы диаметром 
100 нм, пора диаметром 240 нм, 1 M KCl, толщина 
мембраны 360 нм, приложенное напряжение 0.1 В. 

В табл. 2 приведен сравнительный анализ ре-
зультатов моделирования и результатов, получен-
ных в ходе эксперимента. 

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На основе представлений о физике процесса 
протекания ионного тока через пору и геометрии 
образцов создана математическая модель иссле-
дуемого образца в программе физического моде-
лирования COMSOL Multiphysics®. Проведено 
моделирование процесса протекания ионного 
тока через поры различного диаметра. Получена 
линейная зависимость тока от напряжения, что 
сходится с теоретическими представлениями  
о физике процесса. 

Отработана методика измерения ВАХ мем-
бран с порами различного диаметра, и проведены 
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непосредственные измерения ВАХ исследуемых 
образцов. Показано, что построенная методами 
численного моделирования модель твердотель-
ной нанопоры в мембране из нитрида кремния 
корректна.

Проведен эксперимент по транслокации на-
ночастиц золота диаметром 40 нм через пору ди-
аметром 80 нм. Среднее отношение амплитуды 
падения по току во время транслокации частиц  
к основной линии тока составило порядка 2 – 3 %. 
В рамках моделирования подобного процесса  
в системе COMSOL было получено отношение 
порядка 4 %. Таким образом, построенная мо-
дель с достаточной точностью может описывать 
процесс транслокации.
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A promising system for creating new-generation biosensors is a solid-state pore whose size is comparable to 
the size of a molecule under study. The essence of particle detection and analysis consists in registration of ionic 
currents flowing through the pore. At the moment when a molecule of the investigated object penetrates the pore, 
the current value changes depending on the size and shape of the particle. Consequently, the scale of these changes 
can be a sign that allows detection of certain particles. Interpretation of the results of experiments on measuring 
the volt-ampere characteristics (VAC) of nanopores is a complex problem, one of the solutions of which can be the 
creation of a numerical model of a solid-state nanopore. The paper presents the creation of a mathematical model 
of the studied samples of solid-state pores in silicon nitride membrane in COMSOL MultiPhysics® program. The 
process of ionic current flow through pores of different diameters has been modeled and the corresponding VACs 
have been obtained. To verify the model, a method of measuring the VAC of real membrane samples has been 
created, which has been worked out during a number of experiments on measuring the VAC of samples with pores of  
1 – 57 microns and 55–140 nm in diameter. It is found that the deviation of the modeling results from the experimental 
results is of the order of 30 % for measurements of pores with diameters smaller than 70 nm and does not exceed 
10 – 15 % in other cases. The work shows the response of the system to the transmission of gold nanoparticles with 
a diameter of 40 nm. There are no full-scale works on creation of similar mathematical models of solid-state pores 
and their measurement in Russia. This work can serve as a starting point for a large series of experiments on the 
measurement of solid-state nanopores.

Keywords: solid-state nanopores, particle translocation, ion current variation method, single-particle detection, 
COMSOL MultiPhysics.
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Негативная динамика частоты онкологических заболеваний придает высокую значимость и актуальность 
задаче повышения эффективности методов диагностики. По всему миру ежегодно выявляют более 10 млн 
случаев патологии, в том числе фиксируется 2.2 млн случаев онкологии легких, из которых 1.8 млн случаев 
заканчиваются летально. Ранняя, дифференциальная и точная диагностика заболевания традиционно счита-
ется важной задачей медицины. Целью работы является создание автоматизированной системы обработки 
результатов объективного контроля для дифференциальной диагностики злокачественных новообразований 
в грудной клетке и повышение с ее помощью точности и скорости диагностики. Полученный в результате 
работы продукт представляет собой систему искусственного интеллекта на основе нейронной сети, осу-
ществляющей анализ изображений и их множественную классификацию. Анализ изображений позволяет 
не только фиксировать отсутствие или наличие злокачественных новообразований, но и в последнем случае 
произвести дифференциальную диагностику аденокарциномы, крупноклеточной карциномы и плоскоклеточ-
ного рака легких. Результаты работы данного продукта заметно превосходят достижения других описанных 
и доступных в настоящее время систем: полученный в результате работы продукт имеет ошибку 3.5 %,  
в то время как ошибка существующих аналогов составляет не менее 7.1 %, что в два раза больше ошибки 
полученной системы. Предлагаемый продукт позволяет в два раза сократить количество неправильно по-
ставленных системой диагнозов по сравнению с существующими в настоящее время аналогами.

Ключевые слова: искусственный интеллект, нейросеть, дифференциальная диагностика, онкология, ауг-
ментация.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматривается задача 
дифференциальной диагностики рака легких по 
снимкам компьютерной томографии грудной клет-
ки с использованием нейронных сетей. Данная 
задача остается актуальной и сейчас, так как еже-
годно раком легких заболевают 2.2 млн человек, 
из которых 1.8 млн. человек умирают [1]. Выжива-
емость выше, если онкозаболевание выявлено на 
ранних стадиях. Около 80 % пациентов правильно 
диагностируются на средней или поздней стадии 
рака [2], ранняя диагностика существенно повы-
шает эффективность лечения.

Медицинская визуализация является крити-
чески важным инструментом для обнаружения и 
диагностики онкозаболевания на ранней стадии. 
Ручная интерпретация большого количества ме-

дицинских снимков весьма трудоемка, а также 
допускает человеческие предвзятости и ошибки 
в процессе диагностики. Алгоритмы класси-
фикации моделей определяют входные данные  
в различные классы в качестве основы для харак-
теристик входных данных. 

Описанные ранее в литературе процедуры не 
достигали высокой точности в дифференциаль-
ной диагностике, так как нейронные сети были 
еще недавно недостаточно развиты. Несмотря на 
то, что применением нейронных сетей для диа-
гностики рака легких по снимкам компьютерной 
томографии грудной клетки активно занимаются 
ученые [3 – 6], дифференциальная диагностика 
по снимкам компьютерной томографии грудной 
клетки с использованием нейронных сетей изу-
чена в меньшей степени и имеет недостаточно 
высокую точность.
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1 Chest CT-Scan images Dataset [Электронный ресурс]. 
URL: https://www.kaggle.com/datasets/mohamedhanyyy/
chest-ctscan-images/data (дата обращения: 16.12.2023).

Рис. 1.  Аденокарцинома (КТ)

Рис. 2.  Крупноклеточная карцинома (КТ)

Рис. 3.  Плоскоклеточный рак (КТ)

Рис. 4.  Отсутствие рака (КТ)

Целью  работы являлось создание автома-
тизированной системы обработки результатов 
объективного контроля для дифференциальной  
иагностики злокачественных новообразований 
в грудной клетке и повышение с ее помощью 
точности и скорости диагностики. В ходе работы 
решены следующие группы задач:

1) выбор архитектуры нейронной сети, опре-
деление количества скрытых слоев, оптимизация 
количества нейронов в слоях;

2) сбор и подготовка данных, включая форми-
рование сбалансированных классов;

3) обучение и тестирование обученной модели, 
оценка достигаемой точности и надежности;

4) создание интерфейса (веб-приложения) до-
ступа пользователя к системе с моделью.

Теоретическая значимость работы заключа-
ется в рассмотрении методов машинного обуче-
ния, дающих высокие результаты при дифферен-
циальной диагностике рака легких по снимкам 
компьютерной томографии грудной клетки. Прак-
тическая значимость обусловлена получением 
высоких результатов при обучении нейронных 
сетей для решения задачи дифференциальной ди-
агностики рака легких по снимкам компьютерной 
томографии грудной клетки.

НАБОР ДАННЫХ

Входными данными являются достоверные 
и реальные снимки компьютерной томографии 
грудной клетки из общедоступного банка дан-
ных1. Всего использовалось 627 изображений, 
которые равномерно распределены на 4 класса: 
аденокарцинома (рис. 1), крупноклеточная кар-
цинома (рис. 2), плоскоклеточный рак (рис. 3)  
и отсутствие рака (рис. 4).

Балансировка данных в нейронных сетях 
важна для предотвращения смещения модели в 
сторону часто встречающихся классов данных. 
Она может включать в себя использование весов 
классов, аугментацию данных или сэмплирова-
ние данных так, чтобы каждый класс был пред-
ставлен более равномерно. Это помогает моде-
ли обучаться более сбалансированно и делает ее 
более устойчивой к различиям в распределении 
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2 Аугментация данных для обучения нейронной сети на 
примере печатных символов. [Электронный ресурс]. URL: 
https://habr.com/ru/companies/smartengines/articles/264677/ 
(дата обращения: 07.11.2023).
3 A Complete Guide to Data Augmentation. [Электронный 
ресурс]. URL: https://www.datacamp.com/tutorial/complete-
guide-data-augmentation (дата обращения: 07.11.2023).

данных в реальном мире. В связи с этим была 
произведена балансировка данных.

ОБ ИСКЛЮЧЕНИИ НЕУДАЧНОЙ  
АУГМЕНТАЦИИ

В рамках машинного обучения нейронных 
сетей широко применяются методы аугмента-
ции данных для увеличения объема обучающей 
выборки2. Под аугментацией традиционно пони-
мается увеличение выборки путем модификации 
имеющихся данных (см., например, [7]). Так в 
классической задаче распознавания рукописного 
текста внесение в имеющийся образец разумно 
внести некоторые искажения (например, растяже-
ние или сжатие, поворот и пр.) и рассматривать 
искусственно полученные изображения как ре-
ально существующие образцы, увеличивая тем 
самым количество образцов, используемых для 
обучения нейронной сети3. Применимость такого 
подхода обсуждается редко, и часто специалисты 
по обучению нейронных сетей считают приме-
нимость аугментации доказанной. В настоящей 
работе приведен пример того, как применение 
аугментация значимо снижает качество обучения 
нейронной сети, и ее аналитическая способность 
уменьшается.

При формировании обучающей выборки каза-
лось правильными и разумным воспользоваться 
методом аугментации для увеличения ее объема. 
Использовались две трансформации: поворот на 
случайное количество градусов в пределах 360° 
и вертикальное отражение, вторая – поворот на 
случайное количество градусов в пределах 360°  
и горизонтальное отражение. Однако эксперимен-
тальная работа показала, что расширение объема 
выборки с такой аугментацией устойчиво при-
водит к снижению диагностического результата 
приблизительно на 4 %. Следует иметь в виду, 
что эти 4 % отнюдь не малая величина, так она 
равна тому выигрышу, который удалось достичь 
в приведенной работе в сравнении с уже извест-
ными работам: до настоящего времени точность 
классификации составляла только 93 %, нам же 
удалось достичь точности 97 %.

Выявленный в данном конкретном примере 
эффект – отрицательное влияние аугментации – 
следует детализировать и объяснить. Предложен 
один из вариантов объяснения, связанный с раз-

личием исходной задачи распознавания образов. 
Например очевидно, что несильно искаженная 
рукописная цифра не теряет своего смысла и 
по существу ничем не отличается от изначаль-
ной. Точно так же изображение кошки (еще один 
классический объект для систем распознавания 
изображений), перевернутое вверх ногами, не 
перестает быть кошкой. В некотором смысле об-
разы кошки или рукописной цифры инвариантны 
относительно поворота на некоторый угол (а изо-
бражение кошки еще и относительно отражения). 
В то же время формирование картины новообра-
зований в грудной клетке происходит в привязке 
к конкретным осям – рост вправо и влево будет 
идти неодинаково. Таким образом, не исключено, 
что новообразование, повернутое на некоторый 
угол, являет собой нереальный, несуществующий 
объект, а искусственная нейросеть, получив его 
как образец для машинного обучения, по суще-
ству оказывается введенной в заблуждение.

В связи с предложенным объяснением следует 
отметить наличие ряда вопросов для дальнейшей 
проработки. Например, имеет смысл понять, по-
чему нейросеть не смогла сориентироваться по 
внешним областям снимка (ребра, грудина, по-
звоночник). Однако проделанная работа очевидно 
указывает на то, что к применению аугментации 
следует подходить с осторожностью, и возмож-
ность (или невозможность) применения этого 
приема должна быть доказана в ходе обучения 
сети.

КЛАССИФИКАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Для классификации рака легких по снимкам 
компьютерной томографии грудной клетки была 
выбрана сверточная нейронная сеть, так как она 
хорошо себя зарекомендовала в задаче классифи-
кации изображений. Сверточная нейронная сеть 
является центральным компонентом компьютер-
ного зрения. Ее обучение происходит путем об-
наружения разнообразных абстрактных характе-
ристик, варьирующихся от простых до сложных. 
Сеть затем использует эти признаки для прогно-
зирования правильной категории [8]. Основны-
ми функциональными особенностями являются 
нормализация, свертка, активация, объединение, 
полносвязные слои и классификаторы.

Среди сверточных нейросетей рассматрива-
лись AlexNet, ResNet, GoogleNet, VGG, после чего 
была выбрана ResNet как сеть, показывающая 
наименьшую ошибку (таблица сравнения ошибок 
нейронных сетей представлена на рис. 5).

На момент проведения исследования рас-
сматривались ResNet-34, ResNet-50, ResNet-101, 
ResNet-152. Так как изображений всего 627, то 
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РЕЗУЛЬТАТЫ

Для оценки результатов обучения модели для 
множественной классификации были использо-
ваны микроточность (доля экземпляров, которые 
модель правильно спрогнозировала) и макроточ-
ность (средняя точность на уровне класса). По 

были рассмотрены ResNet-50 и ResNet-101, одна-
ко точность модели при использовании ResNet-101 
ниже, чем при использовании ResNet-50, так как 
в случае использования нейронной сети с боль-
шим количеством слоев начинается переобучение. 
Архитектура ResNet-50 представлена на рис. 6.

Чтобы использовать архитектуру ResNet-50, 
для данной задачи была произведена замена вы-
ходного слоя на новый, у которого четыре выхода. 
После этого было произведено дообучение моде-
ли (график обучения нейронной сети представлен 
на рис. 7). Для увеличения точности модели была 
использована кросс-валидация. Также было рас-
смотрено несколько видов оптимизаторов.

Рис. 7.  График обучения нейронной сети

Рис. 5.  Сравнения уровней ошибки для различных  
нейросетей4

Рис. 6.  Архитектура модели ResNet-505

итогу проведения экспериментальных работ 
микроточность диагностики равняется 96.9 %,  
а макроточность диагностики – 96.5 %.

Обученная нейронная сеть может быть по-
мещена на сервер, в результате чего ее смогут 
использовать специалисты в дополнение к са-
мостоятельному анализу снимков, что позволит 
повысить точность диагностики рака легких по 
снимкам компьютерной томографии грудной 
клетки. В настоящее время создан цифровой 
продукт, позволяющий осуществлять взаимо-
действие пользователя с созданной системой. 
Этот продукт не только предоставляет наиболее 
вероятный диагноз на основе анализа изображе-
ний, но и указывает вероятность этого диагноза. 

5 ResNet (34, 50, 101): «остаточные» CNN для классифи-
кации изображений. [Электронный ресурс]. URL: https://
neurohive.io/ru/vidy-nejrosetej/resnet-34-50-101/ (дата 
обращения: 16.12.2023).

4 Расширенные темы в глубоких сверточных ней-
ронных сетях. [Электронный ресурс]. URL: https://
machinelearningmastery.ru/advanced-topics-in-deep-
convolutional-neural-networks-71ef1190522d/ (дата обраще-
ния: 16.12.2023).
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Следует также отметить, что полная замена раз-
работанной системой деятельности медицинских 
специалистов является ошибкой, так как в слу-
чае получения вероятности класса менее 90 %, 
не следует ориентироваться исключительно на 
результат работы автоматизированной системы, а 
необходимо медицинскому персоналу установить 
причины возникновения подобных результатов.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В работе был рассмотрен и реализован метод 
для получения более высокой точности диффе-
ренциальной диагностики легких по снимкам 
компьютерной томографии грудной клетки по 
сравнению с результатами, представленными  
в других найденных научных статьях. Предла-
гаемый продукт в рамках процедуры дифферен-
циальной диагностики рака легких по снимкам 
компьютерной томографии грудной клетки дает 
ошибку 3.5 %. Это более чем в два раза меньше 
ошибки существующих аналогов, где она со-
ставляет не менее 7.1 %. Из этого следует, что 
новый продукт позволяет в два  раза сократить 
количество неправильно поставленных систе-
мой диагнозов по сравнению с существующими 
в настоящее время аналогами, что является су-
щественным достижением. 

Методологическая значимость данной работы 
заключается в обосновании методов машинно-
го обучения, дающих более высокие результаты 
при дифференциальной диагностике рака легких 
по снимкам компьютерной томографии грудной 
клетки по сравнению с известными.

Методология машинного обучения нейронных 
сетей при решении задач распознавания образов 
имеет важнейшее значение для таких приложе-
ний, как медицинская диагностика. Существен-
ными результатами проведенной работы по со-
вершенствованию этой технологии являются:

– создание полномасштабной рабочей системы 
искусственного интеллекта для дифференциаль-
ной диагностики онкологических заболеваний 
грудной клетки с уровнем надежности и точности, 
превосходящим существующие аналоги;

– возможность распространения данной тех-
нологии для создания систем диагностики иных 
онкологических заболеваний.
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The negative dynamics of the incidence of cancer gives high importance and relevance to the task of improving 
the effectiveness of diagnostic methods. Worldwide, more than 10 million cases of pathology are detected annually 
including 2.2 million cases of lung cancer of which 1.8 million cases are fatally. Early differential and accurate 
diagnosis of the disease is traditionally considered an important task of medicine. The aim of the work is to create 
an automated system for processing the results of objective control for the differential diagnosis of malignant 
neoplasms in the chests and to increase the accuracy and speed of diagnosis with its help. The resulting product is 
an artificial intelligence system based on a neural network that analyzes images and their multiple classification. 
Image analysis allows not only record the absence of presence of malignant neoplasms but also in the latter case to 
make a differential diagnosis of adenocarcinoma, large cell carcinoma and squamous cell lung cancer. The results of 
this product significantly exceed the achievements of other systems described and currently available the resulting 
product has an error of 3.5 % while the error of existing analogues is at least 7.1 % which is twice the error of the 
resulting system. The proposed product makes it possible to reduce the number of incorrectly diagnosed diagnoses 
by 2 times compared to currently existing analogues which is a significant achievement.

Keywords: artificial intelligence, neural network, differential diagnosis, oncology, augmentation.
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В настоящее время в строительной отрасли активно внедряются цифровые решения, обеспечивающие 
поддержку технологических процессов строительно-монтажных работ (СМР). Особенно актуальным реше-
нием является цифровизация производства исполнительной документации. Современные стандарты и нор-
мативные акты уже описывают рекомендации к информационным системам электронного документооборота 
на строительных объектах, а также характеристики, которыми должна обладать документация в цифровом 
виде. Однако описание этапов инспекций строительного контроля при формировании комплектов испол-
нительной документации они не регламентируют. В связи с технической потребностью информационная 
система исполнительной документации должна быть гибкой и универсальной для применения к любому типу 
объекта строительства. Разработка цифрового инструмента требует комплексной аналитики по унификации 
бизнес-процессов строительного контроля, что является целью данной работы. В исследовании авторами 
были рассмотрены нормативные источники, описывающие требования к ведению на проектах капитального 
строительства ключевых приемочных работ, а именно, инспекций входного, геодезического, операционного 
и приемочного контролей. Составлена таксономия видов СМР, для которых применимы унифицированные 
группы контрольных процедур. С помощью метода графического моделирования разработан набор унифи-
цированных бизнес-процессов. Средствами системного анализа определены ответственные исполнители 
и сроки проведения инспекционных мероприятий. В завершение работы представлено описание текущих 
ограничений для цифровизации разработки и ведения исполнительной документации.

Ключевые слова: исполнительная документация, строительный контроль, бизнес-процесс, цифровизация.
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ВВЕДЕНИЕ

В современных условиях строительства клю-
чевыми аспектами являются качество и безо-
пасность выполняемых работ. Однако процессы 
контроля и приемки объектов капитального стро-
ительства остаются сложными и трудоемкими. 
Традиционные методы ведения исполнительной 
документации, основанные на бумажных носи-
телях и ручных проверках, часто приводят к за-
держкам, ошибкам и неполадкам в цепочке стро-
ительных процессов. Существует необходимость 

в модернизации этих процессов для повышения 
их эффективности, надежности и прозрачности.

Исполнительная документация в строитель-
стве – это набор документов, отражающих фак-
тическое выполнение строительных, монтажных  
и других работ на объекте. Ведение исполни-
тельной документации является важным про-
цессом, обеспечивающим контроль качества, 
безопасность и юридическую защищенность 
строительного процесса. Правильное и своевре-
менное оформление этих документов способству-
ет успешному завершению строительства и вводу 
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объекта в эксплуатацию. Полный перечень ме-
роприятий в рамках данной деятельности утвер-
жден Градостроительным кодексом РФ1. Каждое 
производство объекта капитального строитель-
ства обладает специфическими требованиями  
к проведению контрольных процедур для прием-
ки строительно-монтажных работ, унификация 
которых необходима на уровне стандартизации. 

Актуальность темы исследования определя-
ется тенденцией к цифровизации всех аспектов 
производственной деятельности, включая строи-
тельство. Внедрение цифровых решений в стро-
ительную отрасль позволяет автоматизировать 
многие процессы, снизить вероятность ошибок, 
улучшить управление данными и обеспечить до-
ступность и прозрачность информации для всех 
участников проекта. Современные стандарты 
и нормативные акты уже включают рекоменда-
ции по использованию информационных систем 
электронного документооборота на строительных 
объектах, однако конкретные аспекты и этапы 
строительного контроля при формировании ис-
полнительной документации остаются недоста-
точно регламентированными. Процесс цифрови-
зации стимулируется нормативно-правовой базой 
в сфере ведения исполнительной документации. 
Новый приказ Министерства строительства  
и жилищно-коммунального хозяйствах Россий-
ской Федерации2 установил ведение в цифровом 
виде комплектов исполнительной документации 
для дальнейшей подготовки к передаче ее в над-
зорные органы. В 2022 г. был разработан и введен 
в действие ГОСТ Р 70108-20223, определяющий 
общие положения по формированию и ведению 
исполнительной документации. 

Остаются неохваченными вопросы унифика-
ции и стандартизации процессов строительного 
контроля, а также конкретные методики их циф-
ровизации. Малоизученными являются аспекты 
интеграции различных информационных систем, 
уже используемых предприятиями на строитель-
ных площадках. Отсутствуют актуальные данные 
о результатах цифровизации инспекционной де-

ятельности, большинство проектов по переходу 
к формированию и ведению исполнительной до-
кументации в электронном виде все еще в стадии 
внедрения и опытной эксплуатации.

Целью данного исследования является раз-
работка комплекта моделей бизнес-процессов 
строительного контроля при приемке объектов 
капитального строительства для цифровизации 
процесса оформления исполнительной докумен-
тации. В рамках исследования будут рассмотрены 
нормативные источники, описывающие требо-
вания к строительному контролю, разработаны 
модели контрольных процедур и определены 
ключевые участники инспекционных меропри-
ятий. Ожидается, что результаты исследования 
позволят создать гибкую и универсальную ин-
формационную систему исполнительной доку-
ментации, применимую к любому типу объекта 
строительства.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕГЛАМЕНТОВ  
КОНТРОЛЬНЫХ ПРОЦЕДУР  

И ИНСПЕКЦИОННОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

В рамках выполнения исследования были из-
учены нормативно-правовые акты Российской 
Федерации, в которых зафиксировано описание 
порядка проведения строительного контроля для 
проектов строительства. На основании изученной 
информации были определены основные шаги 
контрольных процедур, элементы строительной 
документации, подтверждающей качество прини-
маемых строительно-монтажных работ, а также 
основные участники процесса инспекционной 
деятельности.

Приказ Минстроя РФ от 16.05.2023 № 344, 
действие которого вступило в силу с 1 сентября 
2023 г., определяет требования к составу и по-
рядку ведения документации, необходимой при 
строительстве, реконструкции и капитальном ре-
монте для проектов строительства с целью обе-
спечения качества и безопасности строительных 
работ. В данном нормативном акте перечислен 
набор документов, входящих в состав комплектов 
исполнительной документации, направляемой  
в государственные надзорные органы на проверку. 
Среди них можно выделить следующие типы до-
кументации, которая используется и формируется 
в процессах контроля качества:

– разрешительно-аттестационная документа-
ция;

– общий и специальные журналы учета выпол-
ненных работ;

– акты освидетельствования;
– комплект рабочих чертежей;
– исполнительные схемы;

1 Градостроительный кодекс Российской Федерации «Ста-
тья 54. Государственный строительный надзор»  
от 29.12.2004 № 190-ФЗ // Российская газета, 2005.
2 Приказ Министерства строительства и жилищно-ком-
мунального хозяйства Российской Федерации «Об 
утверждении состава и порядка ведения исполнительной 
документации при строительстве, реконструкции, капи-
тальном ремонте объектов капитального строительства» от 
16.05.2023 № 344/пр // Собрание законодательства Россий-
ской Федерации, 2023.
3 ГОСТ Р 70108-2022 Документация исполнительная. Фор-
мирование и ведение в электронном виде: национальный 
стандарт Российской Федерации (дата введения: 2023-01-01) 
/ Федеральное агентство по техническому регулированию. 
Изд. официальное. М.: Стандартинформ, 2022.
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– акты испытания технических устройств  
и систем;

– документы контроля качества строительных 
материалов и оборудования;

– протоколы испытаний и проверки качества;
– замечания по недостаткам выполнения работ;
– предписания для устранения выявленных 

недостатков4.
При подробном ознакомлении с перечислен-

ной выше документацией каждый пример был 
изучен подробнее. Определено, что исполни-
тельные схемы используются для отображения 
расположения конструкций, инженерных сетей, 
монтируемого оборудования. Они содержат от-
метки и дополнительные параметры, которые 
могут отличаться от проектной документации, 
так как отражают фактические показатели строи-
тельного объекта. Утверждение исполнительных 
чертежей осуществляется уполномоченными ли-
цами при проведении инспекций строительного 
и геодезического контроля5. 

Протоколы испытаний и проверки качества со-
держат результаты контрольных испытаний мате-
риалов, конструкций, элементов и оборудования. 
Их целью является подтверждение соответствия 
фактических характеристик материально-товар-
ных ресурсов (МТР) требованиям проектной 
документации и нормативов. Проверка объектов 
МТР при входном контроле завершается оформ-
лением актов с указанием результатов инспекции.

Общий журнал работ, а также специальные 
журналы работ, оформляемые на разные виды 
СМР, ведутся ежедневно и отражают ход выпол-
нения строительных работ. Они включает в себя 
записи о проведенных контрольных мероприяти-
ях, условиях выполнения СМР и использованных 
материалах. Для специальных журналов работ 
заполняются дополнительные тематические ха-
рактеристики, необходимые для подтверждения 
соблюдения стандартов качества разных типов 
строительной деятельности.

Акты в строительстве представляют собой 
официальные документы, подтверждающие вы-
полнение определенных этапов или видов работ, 
соответствие СМР проектной документации, 
техническим регламентам и нормативам. Среди 
основных видов актов можно выделить следую-

щие: акты освидетельствования скрытых работ, 
акты входного контроля, акты промежуточной 
приемки, акты испытаний и проверки качества, 
акты приемки выполненных работ, акты приемки 
объекта в эксплуатацию. Акты оформляются по 
завершении инспекций контрольных процедур6 . 

Ведение и оформление актов является клю-
чевым результатом процесса строительного кон-
троля, обеспечивающим документальное под-
тверждение качества и безопасности выполнения 
строительных работ. Перечисленные выше доку-
менты служат юридическим основанием для при-
емки объекта в эксплуатацию и являются основой 
для разрешения возможных споров между участ-
никами строительства. Акты освидетельствова-
ния скрытых работ подтверждают выполнение 
СМР, которые будут скрыты последующими эта-
пами строительства. Они составляются до начала 
проведения последующих этапов строительства 
и подписываются представителями подрядчика 
и заказчика. Акты входного контроля отража-
ют результаты проверки качества строительных 
материалов, изделий, конструкций и оборудова-
ния, поступивших на строительную площадку. 
Для документирования результатов испытаний 
и проверок качества строительных материалов, 
конструкций и оборудования могут быть также 
оформлены акты испытаний и проверок качества. 
В свою очередь, акты промежуточной приемки 
являются подтверждением завершения отдельных 
этапов строительных работ, которые влияют на 
безопасность объекта. В конце каждого этапа 
строительства формируется акт приемки выпол-
ненных работ. В соответствии с данным доку-
ментом проводится подтверждение выполнения 
всего комплекса СМР лицом, осуществляющим 
строительство. На основании акта заказчик пере-
дает в работу следующую очередь строительства 
организации-застройщику. При завершении всех 
строительно-монтажных работ представители 
подрядчика, заказчика и надзорных органов под-
писывают акты приемки объекта в эксплуатацию.

Основные положения о порядке проведения  
и требования к процедуре строительного контро-
ля указаны в ст. 53 Градостроительного кодекса 
Российской Федерации. В соответствии с законо-
дательным актом целью проведения контрольных 
процедур является проверка соответствия выпол-
няемых работ проектной документации, требова-
ниям технических регламентов, инженерных изы-
сканий и другим установленным нормам в сфере 

4 Приказ Министерства строительства и жилищно-ком-
мунального хозяйства Российской Федерации «Об 
утверждении состава и порядка ведения исполнительной 
документации при строительстве, реконструкции, капи-
тальном ремонте объектов капитального строительства» 
от 16.05.2023 № 344/пр // Собрание законодательства 
Российской Федерации, 2023.
5 ГОСТ Р 51872-2019 Документация исполнительная гео-
дезическая. Правила выполнения (дата введения:  
2019-09-01). М.: Стандартинформ, 2019. 32 с.

6 Постановление Правительства РФ «О порядке проведе-
ния строительного контроля при осуществлении строи-
тельства, реконструкции и капитального ремонта объектов 
капитального строительства» от 21.06.2010 № 468 // Рос-
сийская газета, 2010; с изм. и допол. в ред. от 06.05.2024
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градостроительства. Строительный контроль про-
водится лицом, осуществляющим строительство, 
застройщиком, техническим заказчиком. Итого-
вое подтверждение удовлетворения требованиям 
качества осуществляется региональным предста-
вительством Ростехнадзора. При этом к прове-
дению инспекций могут привлекаться не только 
юридические лица, но и физические, которыми 
являются наемные специалисты с экспертизой  
в определенной области строительства. Для объ-
ектов федерального значения и объектов, финан-
сируемых из федерального бюджета, строитель-
ный контроль может проводиться федеральными 
органами исполнительной власти или подведом-
ственными учреждениями.

Объектом контрольных процедур являются 
все строительно-монтажные работы, влияющие 
на безопасность объекта строительства или капи-
тального ремонта. Результаты инспекций долж-
ны быть задокументированы в соответствии с 
представленными Минстроем РФ формами актов 
освидетельствования. При выявлениях отклоне-
ний от плановых характеристик объекта строи-
тельства и производства работ ответственные 
лица формируют набор замечаний и предписа-
ний. В случае наличия критических отклонений, 
требуется их устранить и провести повторную ин-
спекцию. По итогам проверочных процедур вы-
пускается юридически значимый документ. Его 
необходимо подписать с двух сторон: со стороны 
организации, осуществляющей работы на объек-
те, а также со стороны технического заказчика, 
проводящего приемку7. 

Положения о проведении строительного 
контроля при осуществлении строительства, 
реконструкции и капитального ремонта объек-
тов капитального строительства также утверж-
дены Постановлением Правительства РФ  
от  21 июня 2010 г. № 468. Документ определяет 
целью и предметом контроля проверку соответ-
ствия выполняемых работ проектной докумен-
тации, инженерным изысканиям, градостро-
ительному плану, техническим регламентам  
и стандартам для обеспечения безопасности зда-
ний и сооружений. Строительный контроль осу-
ществляют подрядные организации, выполняю-
щие строительно-монтажные работы, заказчики  
и организации, занимающиеся подготовкой про-
ектной документации по договору с заказчиком 
или застройщиком. Работники подрядчика и за-
казчика, ответственные за контроль, проводят раз-
личные мероприятия, включая проверку качества 
материалов и оборудования, соблюдение норм 

складирования и хранения, последовательности 
технологических операций, приемку скрытых ра-
бот и готовых конструкций, а также совместную 
проверку с заказчиком соответствия объекта про-
ектной документации и регламентам8. 

Законодательные акты, регулирующие ведение 
исполнительной документации в строительстве, 
тесно связаны с законом о строительном контро-
ле, поскольку они обеспечивают документаль-
ное подтверждение соответствия выполняемых 
строительных работ установленным требованиям  
и стандартам. 

Документирование проверок всех этапов стро-
ительных работ позволяет управлять качеством  
и безопасностью строительства, реконструкции и 
капитального ремонта объектов. Таким образом, 
ведение исполнительной документации является 
неотъемлемым элементом системы строительно-
го контроля, обеспечивая прозрачность и подот-
четность процессов реализации СМР.

2. МЕТОДЫ АНАЛИЗА  
БИЗНЕС-ПРОЦЕССОВ

Положения законов и нормативных актов не-
обходимо использовать для создания подробного 
и унифицированного описания инспекционной 
деятельности. Проведение проверок строитель-
ного контроля представляет собой набор биз-
нес-процессов. 

Бизнес-процесс – это система последователь-
ных, регламентированных действий, преобразу-
ющих входные ресурсы в результаты, ценные для 
потребителей. Предприятия выбирают методы 
анализа бизнес-процессов в зависимости от це-
лей и задач, ориентируясь на повышение общей 
эффективности деятельности. Это позволяет вы-
являть внутренние резервы развития и принимать 
эффективные управленческие решения. Игнори-
рование анализа приводит к ошибкам и эконо-
мическим потерям, тогда как его эффективное 
использование повышает результаты деятельно-
сти организации. Каждый вариант анализа биз-
нес-процессов представляет собой инструмент 
управления. 

Методы исследования бизнес-процессов мож-
но разделить на несколько типов. Первым явля-
ется корректирующий анализ. Он рассматривает 
уже существующие бизнес-процессы с целью 
выявления текущих проблем и неэффективных 
операций. Тем самым предприятие способно ис-
править ошибки в своей операционной деятель-
ности. Другим подтипом анализа бизнес-процес-

7 Градостроительный кодекс Российской Федерации «Ста-
тья 53. Строительный контроль» от 29.12.2004 № 190-ФЗ 
// Российская газета, 2005; вступ. в силу с 01.05.2024.

8 Градостроительный кодекс Российской Федерации «Ста-
тья 54. Государственный строительный надзор»  
от 29.12.2004 № 190-ФЗ // Российская газета, 2005.
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сов является проектирующий. В данном подходе 
осуществляется разработка новых бизнес-шагов 
основной деятельности или оптимизация уже 
существующей. В адаптивном варианте анали-
за уделяется внимание способности процессов 
быстро приспосабливаться к новым условиям. 
Это особенно важно в современной динамичной 
бизнес-среде, где изменения и новые требования 
могут возникать быстро и неожиданно [1].

В рамках аналитической подготовки необходи-
мо провести исследование организационно-про-
изводственной структуры, получить понимание 
условий проведения этапов работ, управления 
и функциональных обязанностей сотрудников. 
Эффективным будет моделирование изучаемого 
объекта по средствам графических схем и изо-
бражений для иллюстрации логической после-
довательности шагов и цепочек бизнес-процес-
сов. Это позволит наглядно продемонстрировать 
наличие лишних или дублирующих друг друга 
подпроцессов, которые необходимо устранить. 
Также на основании графических схем можно 
идентифицировать каждый шаг процесса для его 
более глубоко изучения [2].

При построении бизнес-процессов процедур  
в строительстве важен системный подход к управ-
лению ими, а также необходимо предусмотреть 
унифицированную структуру для возможности 
поддерживать разрозненные сущности в процес-
сах при их цифровизации. Правильное постро-
ение и моделирование инспекционной деятель-
ности, включая межфункциональные процессы, 
является ключевым аспектом для обеспечения 
взаимодействия между различными функцио-
нальными подразделениями и организациями. 
После определения приоритетных бизнес-про-
цессов необходимо их детальное описание. При 
его формировании важно учитывать цепочки 
создания ценностей для потребителя. В этом 
помогает структурный анализ как метод иссле-
дования системы, начиная с ее общего обзора  
и постепенно детализируясь, что способствует 
лучшему пониманию сложных связей компо-
нентов. Важность структурного подхода подчер-
кивается в контексте инженерии программного 
обеспечения, где такие методы, как структурный 
анализ и структурное проектирование играют 
важную роль в преобразовании бизнес-требова-
ний в программные спецификации и конфигура-
ции аппаратного обеспечения [3].

В части методов для моделирования биз-
нес-процессов можно выделить имитационное 
моделирование. С его помощью можно выявить 
проблемные точки и затраты в существующих 
процессах организации, а также описать пути 
оптимизации через автоматизацию и перераспре-

деление функций между исполнителями. В про-
цессе построения модели важно учитывать и те 
моменты, которые невозможно оценить количе-
ственно, например, использование высокооплачи-
ваемого персонала для выполнения ручного труда 
или избыточные этапы согласования. Также стоит 
отметить, что при построении модели должны 
быть определены границы начала и завершения 
процесса. Они могут представлять собой событие, 
возникновение бизнес-потребности или резуль-
тат выполнения предыдущего бизнес-процесса. 
Анализ проводится с использованием нотаций 
описания, например ARIS, EPC, BPMN, IDEF0. 
Средствами программного моделирования вы-
полняется валидация построенных процессов 
бизнес-операций [4]. 

Для проведения исследования процессов 
контрольных процедур приемки строитель-
но-монтажных работ требуется не только по-
строить модель самих процессов строительного 
контроля, но также определить их участников.  
На основании проведенного анализа норма-
тивных актов отразить артефакты, которые по-
ступают на вход каждого шага и производятся  
в результате отдельных действий. В свою очередь, 
для элементов строительной документации опре-
делен источник данных, чтобы продемонстриро-
вать взаимосвязь между системами в структуре 
строительной организации, которая обеспечива-
ет процесс проведения контрольных процедур  
и формирования исполнительной документации.

3. ОПИСАНИЕ  
СТРОИТЕЛЬНО-МОНТАЖНЫХ РАБОТ

В целях описания объекта исследованиями 
была представлена классификация строитель-
но-монтажных работ. СМР включают в себя все 
этапы возведения и монтажа конструкций, на-
чиная с подготовительных работ и заканчивая 
финальной отделкой. Перед началом любого 
строительства разрабатывается проект, в кото-
ром на чертежах проектной и рабочей докумен-
тации объекта строительства точно определя-
ется объем СМР, а также их сметная стоимость.  
В структуре СМР можно выделить два основных 
блока: общестроительные и специальные работы. 
Общестроительные работы представляют собой 
комплекс массовых строительных задач, которые 
выполняются специалистами широкого профиля. 
Они охватывают все основные этапы возведения 
и обеспечения строительных объектов. 

Специальные строительно-монтажные ра-
боты – это высокоспециализированные задачи, 
требующие особых навыков, профессиональной 
подготовки и использования специализирован-
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ного оборудования и материалов. Такие работы 
включают установку инженерных систем, монтаж 
сложного оборудования и выполнения специфи-
ческих строительных задач, обеспечивающих 
функционирование и долговечность объектов. 
Более подробная классификации СМР представ-
лена на таксономической карте ниже. Данный вид 
представления был выбран для удобной демон-
страции результатов анализа. Общестроительные 
и специальные работы были детализированы до 
конкретных подтипов строительной деятель-
ности. Также была рассмотрена классифика-
ция СМР по следующим признакам: сложность 
выполнения работ, место выполнения работ на 
объекте строительства, технология производства 
СМР, применение автоматизированных средств  
и инструментов в работах. 

На основании разработанного таксономиче-
ского описания работ было определено, что, не-
смотря на обилие подтипов СМР, для всех них 
необходим унифицированный состав контролей. 
Производство большей части работ требует вовле-
чения материалов и оборудования, в связи с этим 
для их начала необходимо прохождение входного 
контроля используемых МТР. Также каждый под-
тип работ проходит процедуры оценки качества 
как в процессе производства, так и по завершении, 
требуя привлечения специалистов строительного 
контроля для проведения операционных и прие-
мочных инспекций. Так как основой сооружения 
является подготовка площадки строительства и 
проведения замеров для разметки строительных 
конструкций на объекте, важным этапом являет-
ся проведение геодезического контроля. Оценка 
качества экспертами по геодезии влияет на приня-

Рис. 1.  Таксономическая карта для описания типов СМР

тие решений о продолжении специальных работ 
по монтажу элементов оборудования, проведе-
нию сварочных работ и началу отделки объектов 
сооружения. 

4. ОПИСАНИЕ И МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРОЦЕССОВ КОНТРОЛЬНЫХ ПРОЦЕДУР

На основании изученной нормативной доку-
ментации, а также ранее составленной онтологи-
ческой карты типов СМР было определено, что 
для унификации процессов контрольных проце-
дур необходимо рассмотреть универсальные виды 
строительного контроля. Среди них были иден-
тифицированы и выбраны для подробного опи-
сания следующие процессы: входной контроль, 
строительный контроль как операционный, так  
и приемочный, геодезический контроль. Подроб-
нее их описание представлено в данном разделе.

4.1. Входной контроль

Это ключевой этап строительного контроля, 
направленный на проверку качества строитель-
ных материалов, изделий, конструкций и оборудо-
вания, поступающих на строительную площадку. 
Проводится до момента применения продукции 
в строительных работах. Оценке подлежит доку-
ментация, предоставленная к материально-тех-
ническим ресурсам. Она должна содержать 
сведения о качестве поставленной продукции, 
количестве материала, заложенного в проекте.  
В свою очередь, проверяется соответствие объ-
ектов МТР требованиям рабочей документации, 
технических регламентов, стандартов и сводов 
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правил. Оцениваются такие параметры, как хи-
мический состав, физические свойства, геометри-
ческие размеры и другие технические характе-
ристики9 .

Входной контроль включает проверку соблю-
дения установленных норм и правил складирова-
ния и хранения продукции. При хранении долж-
ны быть обеспечены условия, предотвращающие 
ее повреждение и ухудшение качества. Если в 
ходе проверки обнаруживаются нарушения норм  
и правил хранения, применение продукции при-
останавливается до подтверждения ее соответ-
ствия требованиям проектной документации  
и технических регламентов.

Подрядчик имеет право провести необходи-
мые измерения и испытания продукции своими 
силами или поручить их проведение аккредито-
ванной организации. Порядок и методики прове-
дения лабораторных проверок устанавливаются в 
соответствии с требованиями стандартов, регла-
ментирующих материально-технические ресурсы.

Результаты входного контроля фиксируются 
в соответствующих актах и журналах, которые 
затем используются в качестве приложения к 
комплектам исполнительной документации. Это 
обеспечивает подтверждение результатов провер-
ки качества поступающей продукции и соблюде-
ние всех нормативных требований. Продукция, не 
прошедшая входной контроль или выявленная как 
не соответствующая требованиям, не допускается 
к использованию в строительстве. Ее применение 
при осуществлении СМР может быть возобнов-

лено только после устранения недостатков и по-
вторной проверки10.

Процесс входного контроля начинается с по-
ступления материалов и оборудования на склад 
строительной площадки. В предложенной м одели 
бизнес-процесса была рассмотрена стандартная 
ситуация, когда закупка материалов производится 
как техническим заказчиком, включая привлече-
ние EP-подрядчиков, так и подрядными органи-
зациями самостоятельно. Сведения о материалах 
заказчик предварительно регистрирует в учетных 
системах склада (УМТО), входной контроль на 
материалы при этом может проводится эксперта-
ми складской логистики. Это позволяет снизить 
издержки на персонал входного контроля, а так-
же сократить время инспекций. При этом стоит 
отметить, что результаты процедур проверки ка-
чества, включая замечания и оценку их критич-
ности, должны быть зарегистрированы в системе 
исполнительной документации (ИД). 

При проверке материалов строительного 
подрядчика необходимо сформировать заявку 
на проведение инспекции (ЗНИ) и уведомить 
об этом строительный контроль технического 
заказчика. Эксперты заказчика, ознакомившись 
с составом материалов и оборудования, заявлен-
ных к инспекции, регистрируют карточку заявки 
и принимают решение о проведении инспекции 
входного контроля. Сама инспекция проводится 
в несколько этапов и включает в себя не только 

Рис. 2.  Модель бизнес-процесса входного контроля

9 Свод правил СП 48.13330.2019. Свод правил. Органи-
зация строительства. СНиП 12-01-2004 (дата введения: 
2020-06-25). М.: Стандартинформ, 2019. 70 с.

10 Постановление Правительства РФ «О порядке проведе-
ния строительного контроля при осуществлении строи-
тельства, реконструкции и капитального ремонта объектов 
капитального строительства» от 21.06.2010 № 468 // Рос-
сийская газета, 2010; с изм. и допол. в ред. от 06.05.2024.
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визуальный осмотр МТР, но и проверку его со-
ответствия рабочей документации и сертифика-
тов или паспортов качества на материалы. Такие 
документы регистрируются заранее в системе 
технического электронного документооборота 
(ТЭДО). В случае выявления критических заме-
чаний материал не может быть использован при 
производстве строительно-монтажных работ. 
Он перемещается со склада в карантин. Эксперт, 
участвующий в инспекции, оформляет карточки 
замечаний, а также оповещает лицо, осуществля-
ющее строительство, о выявленных недостатках  
в результате инспекции. Если в ходе инспекции не 
выявлены замечания, или они являются незначи-
тельными, отдельным шагом в процессе входного 
контроля является определение необходимости 
составления акта о результатах проверки изделий 
(АОРПИ). Оформление акта является опциональ-
ным и зависит от типов материалов и решения 
технического заказчика о включении такого до-
кумента в состав исполнительной документации. 
После составления необходимой документации, 
подтверждающей соответствие МТР нормативам 
строительства, она должна быть подписана с ис-
пользованием электронной цифровой подписи 
в системе ИД. Завершением процесса входного 
контроля является выдача проверенных МТО  
в работу организации, осуществляющей строи-
тельство.

4.2. Операционный и приемочный контроль

Строительный контроль представляет собой 
систему мероприятий, направленных на обеспе-
чение соответствия выполняемых строитель-
но-монтажных работ проектной и рабочей доку-
ментации, строительным нормам и стандартам,  
а также требованиям безопасности и качества. 
Этот контроль включает несколько видов инспек-
ций и проверок на различных этапах строитель-
ства. Среди них можно выделить операционный  

и приемочный контроль. Ключевым отличием яв-
ляется то, что операционный контроль направлен 
на текущий мониторинг и корректировку процес-
са строительства, тогда как приемочный фокуси-
руется на окончательной оценке и подтверждении 
качества завершенных мероприятий. Ниже пред-
ставлена таблица сравнения двух типов инспек-
ций строительного контроля. 

Операционный контроль осуществляется не-
посредственно в процессе выполнения СМР и на-
правлен на проверку соответствия выполняемых 
работ технической документации и требовани-
ям нормативов. В рамках инспекций проводится 
оценка технологий и методов, которые лицо, осу-
ществляющее строительство, применяет. Особое 
внимание уделяется проверкам работ, которые 
будут скрыты последующими строительными 
операциями. Таким образом, промежуточные 
этапы строительства по средствам регулярных 
инспекций позволяют своевременно выявлять  
и устранять недостатки и ошибки. 

В данной контрольной процедуре принимают 
участие представители организации-заказчика и 
подрядных организаций, которые подписывают 
исполнительную документацию с указанием 
объемов и видов работ, подлежащих проверке. 
Предварительное уведомление о готовности  
к проведению операционного контроля, а также 
извещение о завершении работ не требуются11.

При проведении операционного контроля нет 
необходимости оформлять заявки на проведение 
инспекции (ЗНИ). При этом результаты контроль-
ных процедур фиксируются в системе исполни-
тельной документации (ИД) в специальной форме 
журнала. При наличии выявленных замечаний 
они должны быть зарегистрированы и оценены 
также в информационной системе. После реги-
страции предписаний организация, осуществля-
ющая строительство, проводит работы по устра-

Таблица 1.  Сопоставление характеристик операционного и приемочного контроля

Характеристика Операционный контроль Приемочный контроль

Цель Контроль за соблюдением технологий  
и норм Подтверждение соответствия завершенных работ

Этап проведения В процессе выполнения СМР По завершении этапов СМР или сооружения всего 
объекта

Основные задачи Проверка технологии строительства,  
инспекция скрытых работ

Финальные проверки выполненных СМР, составле-
ние актов для исполнительной документации

Документация Записи в журналах операционного контроля Акты освидетельствования и приемки, входящие  
в состав ИД

Ответственные лица
Специалисты подрядчика, инженеры 
технадзора заказчика, специализированные 
организации

Комиссия из представителей заказчика, подрядчика, 
эксперты строительного контроля

11 Свод правил СП 48.13330.2019. Свод правил. Органи-
зация строительства. СНиП 12-01-2004 (дата введения: 
2020-06-25). М.: Стандартинформ, 2019. 70 с.
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нению несоответствий. Для проверки устранения 
замечаний необходимо оповестить экспертов 
технического заказчика, используя электронную 
почту или иные средства коммуникации.

Приемочный контроль проводится по завер-
шении отдельных этапов СМР или всего проекта  
в целом. Его целью также является подтверждение 
экспертами заказчика соответствия выполненных 
работ положениям чертежей и нормативным тре-
бованиям по качеству. В свою очередь, при приемке 
результатов проведенных строительно-монтажных 
работ могут проводиться испытания, например, 
лабораторные, а также инженерных систем и кон-
струкций для подтверждения их работоспособно-
сти и соответствия проектным требованиям. 

Для проведения инспекции лицо, осуществля-
ющее строительство, предварительно формирует 
заявку, которую рассматривают эксперты техни-
ческого заказчика. По итогу принятого решения 
о проведении приемочного контроля группа экс-
пертов проводит необходимые для выполненного 
вида работ мероприятия. В случае, когда были 
выявлены замечания к реализованным СМР, ин-
спектор оформляет замечания и предписания для 
его устранения. Критические отклонения должны 
быть скорректированы строительными организа-
циями, после чего проводится повторная провер-
ка заявленного объема работ. Сформированные 
и подписанные электронной подписью с двух 
сторон акты освидетельствования являются ос-
нованием для фиксации подтверждения о закры-

Рис. 4.  Модель бизнес-процесса приемочного контроля

Рис. 3.  Модель бизнес-процесса операционного контроля
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Рис. 5.  Модель бизнес-процесса геодезического контроля

тии определенного объема СМР и оформлении на 
него комплекта исполнительной документации12.

 Для начала процесса приемочного контроля 
организация, выполнившая СМР, регистрирует 
заявку на проведение инспекции (ЗНИ). Прило-
жением к заявке будет набор документов с резуль-
татами проведенного входного контроля, а также 
лабораторных испытаний материалов и обору-
дования, с которыми проводилось производство 
работ. Согласование и регистрация инспекций 
производится силами экспертов технического за-
казчика в системе исполнительной документации 
(ИД). Уведомления о завершении каждого шага 
рассмотрения карточки инспекции отправляется 
участникам на электронную почту или на иное 
средство связи. При наличии замечаний, для каж-
дого из них в системе ИД регистрируется карточ-
ка и производится оценка критичности. Возможно 
привлечение специалистов авторского надзора 
(АН) для оценки выявленных несоответствий.  
В случае если требуется исправить отмеченные 
в инспекции приемочного контроля нарушения, 
подрядчику необходимо устранить несоответ-
ствия и повторить процесс, подав заявку на прове-
дение инспекции повторно. В отсутствие замеча-
ний по результатам инспекции стороны заказчика 
и подрядной организации подписывают электрон-
ной подписью акты освидетельствования, кото-
рые являются частью комплектов исполнитель-
ной документации. Подписание производится  
с использованием электронной подписи в системе 
исполнительной документации.

4.3. Геодезический контроль

В данном исследовании мы также описываем 
геодезический контроль как одну из форм инспек-
ций на объектах строительства. Геодезический 
контроль – это система мероприятий и проце-
дур, направленных на обеспечение соответствия 
геометрических параметров и расположения 
строительных конструкций положениям проект-
ной документации. В рамках данной инспекции 
проводится обследование участка строительства 
на предмет корректного размещения объектов 
на площадке. В качестве основного инструмен-
та проверки используются специализированные 
приборы для проведения замеров фактического 
положения конструкций. Сопоставление прово-
дится между документацией, полученной от про-
ектировщика, и исполнительными схемами, на ко-
торые нанесены характеристики расположения 
объекта. При выявлении критических отклонений 
от данных проектной документации может быть 
принято решение о ликвидации уже сооружен-
ных элементов либо о необходимости провести 
корректировки. Требуется повторная инспекция 
геодезического контроля для проверки выполнен-
ных работ по устранению замечаний13.

В описанной модели процесса геодезического 
контроля началом шагов является предоставле-
ние от лица, осуществляющего строительство, 
данных геодезических измерений. Сотрудники 
подрядных организаций ведут реестр сведений 
о геодезических показателях объектов на личных 
устройствах, в связи с этим данные поступают 

12 Свод правил СП 48.13330.2019. Свод правил. Органи-
зация строительства. СНиП 12-01-2004 (дата введения: 
2020-06-25). М.: Стандартинформ, 2019. 70 с.

13 Свод правил СП 126.13330.2017. Геодезические работы  
в строительстве (дата введения 2018-04-25). М.: Стандар-
тинформ, 2018. 72 с.
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в систему ручной загрузки полученных по элек-
тронной почте документов. Отражение на испол-
нительных схемах (ИС) фактических размеров  
и расположения объектов сооружения уже про-
изводится в системе исполнительной документа-
ции (ИД). При оформлении заявки на проведение 
инспекции (ЗНИ) геодезического контроля также 
требуется рабочая документация, которая доступ-
на в системе технического электронного докумен-
тооборота (ТЭДО). Представитель технического 
заказчика знакомится с полученной заявкой и со-
гласует заявленный к инспекции объем работ. Ин-
спекция проводится на площадке строительства 
вне информационных систем. Однако результаты 
геодезического контроля, а также выявленные за-
мечания оформляются в системе ИД. Оценка вы-
явленных замечаний также производится инстру-
ментами системы исполнительной документации. 
В случае, если выявленные замечания требуют 
привлечения экспертов авторского надзора (АН), 
согласование исполнительных схем проводится 
только после отражения результатов экспертной 
оценки в системе ИД. Уведомление стороны стро-
ительного подрядчика о результатах инспекции 
и о решении АН производится на электронную 
почту или посредством контактного номера. При 
наличии выявленных критических отклонений 
застройщик приступает к устранению замеча-
ний и повторяет процесс подготовки и подачи 
заявки на проведение инспекции геодезического 
контроля. Если замечаний выявлено не было, на 
исполнительную схему средствами системы ис-
полнительной документации наносится штамп,  
а сам документ ИС прикрепляется к необходи-
мому комплекту исполнительной документации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ позволил выявить ключе-
вые аспекты и проблемы в текущих бизнес-про-
цессах процедур строительного контроля для 
приемки объектов капитального строительства. 
Полученные данные могут быть использованы 
для разработки и внедрения новых, более эффек-
тивных инструментов для ведения технической 
строительной документации в цифровом виде. 
Описанные унифицированные шаги бизнес-про-
цессов позволяют продемонстрировать, какие 
этапы контроля могут и должны быть зарегистри-
рованы в информационных системах для сбора 
полного набора данных о результатах реализации 
общестроительных СМР. Это позволит сократить 
временные затраты, повысить точность и снизить 
риск человеческих ошибок.

Согласно обновленным положениям Приказа 
Минстроя РФ от 16.05.2023 № 344/ПР определе-

ны требования к формату ведения исполнитель-
ной документации, а именно, переход к ведению 
ее в полностью цифровом виде. В настоящее 
время допускается вести документы на бумаге 
или в электронном формате без дублирования 
на бумажном носителе. В связи с ранее описан-
ной и подтвержденной возможностью перевода 
бизнес-процессов контрольных процедур и фор-
мирования артефактов инспекционной деятель-
ности в цифровом варианте, большое количество 
организаций уже активно внедряют профильные 
информационные системы. Однако существует 
ряд ограничений для полного перехода к веде-
нию исполнительной документации и фиксации 
инспекционной деятельности в электронном виде. 
Интересным направлением развития для работы 
является изучение как правовых, так и техниче-
ских аспектов применения электронных подписей 
и настройки взаимодействия систем ИД с удосто-
веряющими их центрами.

Полный переход на ведение исполнительной 
документации и регистрации контрольных про-
цедур в электронном виде предполагает проверку 
комплектов исполнительной документации так-
же в цифровом формате. Для этого Ростехнадзор, 
Министерство строительства и жилищно-комму-
нального хозяйства, а также иные надзорные ор-
ганы в плотной кооперации создают уникальную 
систему управления строительными проектами 
(ИСУП). Одной из задач данной системы являет-
ся регистрация, передача и возможность прово-
дить проверку подготовленной исполнительной 
документации, а также исследовать и проверять 
результаты инспекционной деятельности. В дан-
ный момент региональные отделения Ростехнад-
зора частично внедрили и используют пилотные 
проекты системы ГИС ТОР КНД. Однако она 
все еще не интегрирована в информационную 
систему управления, так как последняя только 
разрабатывается. 

Необходимо провести последующее исследо-
вание, направленное на оценку эффективности 
внедренных цифровых решений в реальных ус-
ловиях строительства. В данный момент сложно 
провести оценку затрат и потенциальной эконо-
мической выгоды от внедрения цифровых тех-
нологий для проведения контрольных процедур. 
Несмотря на значительную стимуляцию государ-
ственных органов в части перехода на ведение 
ИД в электронном виде, на российском рынке 
мало информационных решений, в полной мере 
удовлетворяющих требованиям законодатель-
ства. Они не могут своевременно и качественно 
адаптироваться к принятым в организациях про-
цессам и специфическим требованиям, в том чис-
ле к проведению регистрации шагов инспекций. 
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Необходимо больше времени для формирования 
статистики по внедрению и функционированию 
подобных информационных систем на существу-
ющих проектах строительства в Российской Фе-
дерации.

Другим направлением дальнейшего исследо-
вания может стать изучение процессов инспекци-
онной деятельности на объектах инфраструктуры 
атомной энергетики (ОИАЭ). Несмотря на общие 
подходы в ряде строительно-монтажных работ, 
нормативные акты атомной отрасли описывают 
более строгие критерии приемки выполненных 
СМР, а также дополнительные шаги контролей 
качества. 

Процесс входного контроля на проектах соо-
ружения ОИАЭ включает в себя проверку клас-
сового оборудования, такого как сосуды под дав-
лением, теплообменное оборудование, турбины 
и генераторы. Контроль качества должен соответ-
ствовать заранее разработанным планам, которые 
включают в себя контрольные точки проверки, 
начиная с выпуска заводом-изготовителем эле-
ментов оборудования, также в процессе их транс-
портировки до строительной площадки и при 
доставке и подготовке к монтажу конструкций. 
В набор шагов инспекции обязательно входит 
проверка доставленного на площадку сооруже-
ния продукции на соответствие рабочей и проект-
ной документации. При проведении экспертизы 
необходимо провести проверку аутентичности  
и сертификации классового оборудования. Сред-
ства измерений и испытательное оборудование 
также должны быть выбраны в соответствии  
с требованиями нормативной документации на 
контролируемую продукцию и пройти поверку  
в установленном порядке14.

Строительный контроль при строительстве 
ОИАЭ организуется в соответствии с требова-
ниями стандартов ГК «Росатом» и СРО НП «Со-
юзатомстрой», которые определяют обязанности 
застройщика и генерального подрядчика. Осо-
бенно важными являются инспекции, связанные  
с проверкой работ по монтажу реакторной уста-
новки, первого контура, систем управления за-
щитой. Для фиксации результатов проверок 
комплексных систем требуется оформление ис-
полнительной документации на разные виды ра-
бот. Также они должны проходить обязательные 
испытания, среди которых: проверка герметично-
сти, обследование качества сварных соединений, 
проверка правильности установки и подключения 
систем автоматики, испытания функционально-

сти и надежности систем. Сформированная ИД 
будет отличаться от типовой для общестроитель-
ных работ. В связи с этим необходимо скоррек-
тировать и дополнить шаги бизнес-процессов 
инспекций строительного и входного контроля 
для ОИАЭ.

Таким образом, полученные результаты яв-
ляются основой для дальнейших разработок 
в сфере цифровых технологий в капитальном 
строительстве. Особенно важным является про-
должение изучения возможности перехода к ве-
дению исполнительной документации в полно-
стью электронном виде. Исследование данного 
вопроса будет продолжено в части системного 
анализа компонентов информационных систем, 
взаимодействующих в процессе формирования 
и ведения ИД. 
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The construction industry is actively implementing digital solutions to support the technological processes 
of construction and assembly works (C&I). Especially relevant is the digitalization of executive documentation 
production. Modern standards and regulations already describe recommendations for information systems of 
electronic document management at construction sites, as well as the characteristics that the documentation should 
have in digital form. However, they do not regulate the stages of construction control inspections when forming 
sets of executive documentation. Due to the technical demand, the information system of executive documentation 
should be flexible and universal for application to any type of construction object. The development of a digital tool 
requires complex analytics on unification of construction control business processes, which represents the objective 
of this paper. In the study, the authors reviewed regulatory resources describing the requirements for conducting 
key acceptance activities on capital construction projects, namely incoming, surveying, operational and acceptance 
inspections. A taxonomy of construction and assembly activities has been compiled, for which unified groups of 
control procedures are applicable. A set of standardized business processes was developed using the method of 
graphical simulation. The means of system analysis were used to determine responsible executors and deadlines for 
inspection activities. The paper concludes with a description of current limitations for digitalization of development 
and maintenance of executive documentation.
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В ходе научных исследований в области управляемого термоядерного синтеза сегодня в России исполь-
зуется ряд электрофизических установок и стендов. Данные научные исследования имеют большое значение 
для развития национальной программы по физике плазмы и в активных фазах их проведения требуют как 
современных средств их автоматизированной информационной поддержки (например, обеспечения своевре-
менного регламентированного доступа к вычислительным средствам для проведения расчетов), так и нали-
чия единой площадки для взаимодействия с коллегами в рамках общей новостной, нормативно-справочной, 
событийной и иных тематических повесток. Таким образом, крайне актуальной является задача создания 
единых, современных, унифицированных программных средств, которые обеспечили бы возможность опе-
ративного обмена информацией по тематикам исследований через веб-интерфейс. В России разрабатывается 
уникальная отечественная аппаратно-инфраструктурная платформа информационно-коммуникационного 
пространства (АИП ИКП, включающая в себя ряд функциональных возможностей для получения данных из 
источников (установок и стендов), их отображения и анализа. В данной работе рассмотрена задача создания 
портала информационного обмена как единого интерфейса взаимодействия участников УТС-сообщества  
в рамках АИП ИКП (FusionSpace.RU). Были определены основные задачи, архитектура, а также выбраны  
и апробированы технологии их реализации. Рассмотренные решения обеспечивают возможность информа-
ционного взаимодействия участников УТС-сообщества России в рамках АИП ИКП. Сформированы выводы 
по результатам проведенной работы.
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ВВЕДЕНИЕ

Цифровизация научно-исследовательской 
деятельности является актуальной на сегодняш-
ний день задачей. Помимо специализированно-
го оборудования и программного обеспечения, 
способных поддерживать обработку научными 
установками и стендами в области УТС-данных, 
вопрос обеспечения коммуникации между ис-
следователями может нести решающее значение  
в оперативности принятия решений, корректиров-
ках вектора исследований и т.д.

В России с целью обеспечения автоматизи-
рованный информационной поддержки иссле-
дований в области УТС осуществляется разра-
ботка и развитие платформы совместной работы 
с экспериментальными и проектными данными 
УТС-исследований с учетом лучших междуна-
родных практик (аппаратно-инфраструктурная 
платформа информационно-коммуникационного 
пространства в области управляемого термоядер-
ного синтеза в Российской Федерации, АИП ИКП 
или FusionSpace.RU [1]).
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Однако до настоящего времени АИП ИКП, 
имея в рамках платформы ряд систем и сервисов, 
была лишена единой унифицированной точки ав-
торизации и доступа ко всем сервисам системы: 
информационным и новостным сервисам, сред-
ствам пользовательской коммуникации, включая 
межпользовательские прямые взаимодействия 
(частные встречи в формате «точка-точка»), со-
вещания, конференции и семинары, а также  
к средствам доступа к исследовательской информа-
ции установок, их данным и возможности работы  
с ними.

Единый подход к взаимодействию участников 
УТС-сообщества, обеспечивающий возможность 
оперативного обмена информацией по тематикам 
исследований в области УТС посредствам поль-
зовательского веб-интерфейса, реализуется в виде 
Портала информационного обмена АИП ИКП 
(FusionSpace.RU).

ТЕКУЩЕЕ СОСТОЯНИЕ ПРЕДМЕТНОЙ 
ОБЛАСТИ И ГРАНИЦ АВТОМАТИЗАЦИИ 

В РАМКАХ АИП ИКП

Тематика УТС является весьма объемной  
с точки зрения формируемых, прежде всего, 
экспериментальных данных. Так, еще в 2020 г.  
в рамках международной организации (МО) ИТЭР 
отмечалось, что примерно к 2035 г. ИТЭР будет 
производить порядка 2 пб данных в день. При 
этом по состоянию на 2020 г. МО ИТЭР, включая 
данные различных национальных агентств, рас-
полагала порядка 2.2 ПБ проектных данных [2].

Существенные массивы данных в рамках про-
ведения научных исследований формируются  
и на установках/стендах, распределенных по 
территории России научно-исследовательских 
центров [3]. Для обеспечения на уровне разраба-
тываемой отечественной АИП ИКП возможности 
совместной работы с экспериментальными дан-
ными ранее реализовано программное обеспече-
ние информационного взаимодействия (ПО ИВ)  
и программное обеспечение анализа и отобра-
жения экспериментальных данных (ПО АОЭД) 
[4 – 5].

Помимо ПО ИВ и ПО АОЭД автоматизация 
тематики УТС в рамках АИП ИКП на этапе соз-
дания Портала характеризуется следующим на-
бором существующих и являющихся смежными 
по отношению к Порталу решений:

– контроллером домена для обеспечения ра-
боты с учетными записями пользователей на 
базе общеупотребимого легковесного протокола 
Lightweight Directory Access Protocol (LDAP);

– системой видеоконференцсвязи (ВКС) на 
базе защищенной отечественной платформы для 
корпоративного общений TrueConf;

– почтовым сервером, выполняющий типовую 
функцию по отправке почтовых уведомлений по-
средствам простого протокола передачи почты 
Simple Mail Transfer Protocol (SMTP).

Действующие программные средства, пере-
численные выше, ориентированы преимуще-
ственно на решение прикладных и (или) базо-
вых инфраструктурных задач. Анализируя опыт 
МО ИТЭР по обеспечению коллективной работы 
сотрудников в рамках портального решения [6], 
российскую MEPhIST-0 [7] и международную 
практику H-1NF [8], W7-X [9-10], EAST [11]  
ELisA (LHC) [12], Alcator C-Mod [13], KSTAR [14]  
в части построения электронных журналов экспе-
риментов, доклады и повестку в целом 14-й Меж-
дународной технической конференции Междуна-
родного агентства по атомной энергии (МАГАТЭ)  
15 – 18 июля 2024 г.1, а также учитывая необхо-
димость расширения и сопряжения пользова-
тельских средств работы с данными установок 
(например, посредством журналов эксперимен-
тов с функциональными возможностями ком-
муникации в ходе его проведения), построение 
собственного Портала для оперативного обмена 
информацией по тематике УТС-исследований че-
рез веб-интерфейс является необходимым.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В рамках проектных работ по созданию Пор-
тала определены его следующие основные зада-
чи:

– предоставление пользователям сервисов 
информационного обмена, включая сквозной 
доступ к веб-интерфейсу работы с эксперимен-
тальными данными;

– обеспечение возможности управления на-
учными мероприятиями, включая конференции  
и семинары, в связке с действующей ВКС;

– сквозной поиск, просмотр, сортировка  
и фильтрация портальной информации;

– запросы распределенных компьютерных ре-
сурсов на моделирование и расчеты;

– пользовательский календарь событий, про-
водимых в рамках ВКС;

– средства описания установок и стендов УТС, 
включая ведение расписаний экспериментов;

– обеспечение работы с открытой норматив-
но-справочной документацией;

– предоставление пользователям личных ка-
бинетов, синхронизированных с контроллером 
домена;
1 14th Technical Meeting on Control Systems, Data 
Acquisition, Data Management and Remote Participation 
in Fusion Research. [Электронный ресурс]. URL: https://
conferences.iaea.org/event/377/overview (дата обращения: 
25.07.2024).
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– автоматическое логирование системных со-
бытий и пользовательских действий.

Каждая из представленных выше задач была 
спроецирована на компонентно-модульную 
структуру будущего Портала по следующему 
принципу: задача эквивалентна функционально-
му блоку/модулю Портала, в дальнейшем, при 
необходимости, формируются интеграцион-
ные взаимосвязи модулей как между собой, так  
и с ранее разработанными программными сред-
ствами АИП ИКП. 

Укрупненно всю совокупность компонент-
но-модульной структуры Портала можно объе-
динить в следующие три группы:

– обеспечение сквозной авторизации, сервис-
ного подхода и контролируемости – вход поль-
зователя в режиме одного окна, доступ к функ-
циональности как к сервису, журнализация всех 
событий в точках пользовательского контакта  
с информацией;

– пользовательская работа с информацией  
и коммуникационные возможности – новост-
ная повестка и публикационный фонд, сквозной 
поиск информации, планирование и участие  
в мероприятиях, работа с календарями событий, 
управление содержанием личного профиля с от-
ражением опыта, компетенций и т.д.;

– работа с данными установок и стендов с пе-
реходом от общности (установок) к частностям 
(сигналам) – просмотр сведений об установке/
стенде, анализ журнала экспериментов с возмож-
ностью формирования пометок и комментариев 
на значимые импульсы, переход к анализу и ото-
бражению данных в интеграции с функциональ-
ностью ПО АОЭД и данными, формируемыми 
ПО ИВ.

ФОРМИРОВАНИЕ АРХИТЕКТУРЫ  
ПОРТАЛА ИНФОРМАЦИОННОГО  

ОБМЕНА

Для целей разработки функциональности 
Портала была применена совокупность методов 
объектно-ориентированного программирования 
(ООП) [15] с целью выделения отдельно взятой 
области автоматизации в условно-независимые 
самостоятельные элементы прикладной архитек-
туры. Такой подход обеспечивает возможность 
как параллельной разработки функциональных 
блоков Портала, так и реализации таких архитек-
турных концепций, которые позволили бы разви-
вать Портал по отдельным модулям без необхо-
димости масштабной переработки классической 
монолитной архитектуры.

С точки зрения прикладной архитектуры 
в составе Портала выделены атомарные еди-

ницы, обладающие изолированной функцио-
нальностью, называемые микросервисами [16]. 
При этом ряд принципов ООП использован на 
уровне построения архитектуры микросервисов 
Портала, а именно: инкапсуляция данных и ло-
гики микросервисов с предоставлением доступа 
через интерфейсы, обеспечение абстракции пу-
тем применения контрактов для взаимодействия 
между микросервисами, полиморфизм на уровне 
обработки разных типов сущностей (например, 
разных типов мероприятий – семинаров и конфе-
ренций в рамках одного микросервиса), а также 
наследование через общие библиотеки и шабло-
ны для создания микросервисов. Таким образом, 
применение комбинации ООП и микросервисной 
архитектуры при реализации Портала обеспечи-
вает как структурированность кода и данных, так 
и расширения данных принципов на распреде-
ленную микросервисную архитектуру. Состав  
и назначение микросервисов Портала представ-
лены в табл. 1.

Для обеспечения интеграционной совместно-
сти на уровне Портала реализовано следубщее:

– каждый из микросервисов существует неза-
висимо;

– точки интеграции с микросервисом – веб-сер-
вис, реализованный в терминах REST API посред-
ствам протокола HTTP;

– обеспечение централизации точки управле-
ния запросами к REST API каждого из микро-
сервисов осуществляется путем применения ре-
верс-прокси на базе Nginx2;

– взаимодействие микросервисов между со-
бой осуществляется не напрямую (путем вызова 
REST API одного микросервиса другим), а по 
архитектурному шаблону асинхронного взаимо-
действия, а именно: опосредованно через брокер 
сообщений на базе RabbitMQ3;

– хранение данных каждого из микросервисов 
осуществляется в выделенной для каждого из 
них реляционной базе данных под управлением 
PostgreSQL4;

– бинарные объекты (документы, изображения 
и т.п.) размещаются микросервисами в объектном 
хранилище, а структурированные данные, необ-
ходимые отдельным микросервисам, извлекаются 
из структурированного хранилища;

– при необходимости заданный набор микро-
сервисов взаимодействует как с контроллером до-

2 Nginx. [Электронный ресурс]. URL: https://nginx.org/ 
(дата обращения: 25.07.2024).
3 RabbitMQ: One broker to queue them all. [Электронный 
ресурс]. URL: https://www.rabbitmq.com/ (дата обращения: 
25.07.2024).
4 PostgreSQL: The World’s Most Advanced Open Source 
Relational Database. [Электронный ресурс]. URL: https://
www.postgresql.org/ (дата обращения: 25.07.2024).
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мена, так и с ВКС и почтовым сервером в рамках 
реализации своей функциональности.

Визуальное представление укрупненной архи-
тектуры Портала приведено на рис. 1.

Следует отметить, что для целей организации 
микросервисов в исполняемые и переносимые 
объекты, называющиеся контейнерами, исполь-
зована свободно-распространяемая технология 
для построения и контейнеризации приложений 
– Docker Engine. Для решения задач управления 
контейнерами микросервисов использован сво-
бодно-распространяемый оркестратор с откры-
тым исходным кодом на базе Kubernetes.

ТЕХНОЛОГИИ РЕАЛИЗАЦИИ

С учетом изложенных ранее по тексту архи-
тектурной и функциональной составляющих 
Портала для целей его реализации определены 
технологические решения, функционально удов-
летворяющие сформированным задачам Портала, 
широко применяемые, в том числе в рамках уже 
функционирующих ПО АОЭД и ПО ИВ, и являю-
щиеся свободно-распространяемым (open-source) 
программным обеспечением.

Разработка Портала осуществлена с исполь-
зованием объектно-ориентированного языка 

Таблица 1.  Микросервисы Портала

№ Микросервис Назначение

1 Микросервис сервисов
Управление составом и содержанием сервисов (опорных сущностей Портала,  
доступных для пользователей, прошедших процедуру верификации  
в качестве члена ИКП), условиями доступа к ним и их пользователями 

2 Микросервис новостей Формирование, модерирование и публикация новостей, публикуемых  
с заданным уровнем доступа на Портале

3
Микросервис  
нормативно-справочной  
информации

Управление базовыми справочниками, классификаторами  
и нормативными документами, необходимыми для обеспечения  
функционирования Портала в рамках создания и модификации сущностей,  
их поиска и просмотра базовой нормативной информации  
(например, пользовательское соглашение)

4 Микросервис мероприятий

Планирование, конфигурация, управление доступом и проведение  
мероприятий в интеграции с ВКС посредствам REpresentational State Transfer  
(REST) Application Programming Interface (API) на базе протокола  
HyperText Transfer Protocol (HTTP) в соответствии со спецификацией  
TrueConf Server API

5 Микросервис поиска
Индексирование и обеспечение возможности пользовательского сквозного  
поиска информации, представленной на Портале с учетом уровня доступа  
пользователя

6 Микросервис настроек Управление общесистемными настройками Портала, обеспечивающими  
его базовое функционирование и связь с другими системами

7 Микросервис пользователей
Реализация авторизационной логики, обеспечение регистрации  
и управление пользователями, включая прохождение процедуры верификации  
в качестве члена ИКП

8 Микросервис статей Формирование, модерирование и публикация статей, в качестве которых  
могут быть инструкции, тезисы конференций, публикации и т.д.

9 Микросервис экспериментов
Управление настройками журналов экспериментов, а также их предоставление  
пользователям в интеграции с функциональностью ПО АОЭД  
и данными ПО ИВ

10
Микросервис полномочий  
на доступ к импульсам (разрядам)  
и диагностикам

Разграничение прав доступа пользователей на уровне экспериментальных  
данных (установка – дата – импульс – диагностика)

11 Микросервис визуализации  
экспериментальных данных

Базовый интеграционный модуль ПО АОЭД, обеспечивающий возможность  
переиспользования существующей функциональности ПО АОЭД  
в других модулях и компонентах Портала

12 Микросервис вычислений  
экспериментальных данных

Расчетный модуль ПО АОЭД, обеспечивающий выполнение запрошенных  
пользователями вычислительных сценариев, в рамках которых используется  
заданный набор входных экспериментальных данных и математическая логика,  
реализованная в терминах языка программирования Python

13 Микросервис экспорта  
экспериментальных данных

Экспортный модуль ПО АОЭД, обеспечивающий выгрузку исходных  
экспериментальных и расчетных данных в файлы заданных форматов  
(например, HDF5, Parquet, CSV и т.д.)
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программирования C#. Для разработки клиент-
ской части веб-приложений Портала использо-
ван высокоуровневый язык программирования 
TypeScript, являющийся расширением языка 
JavaScript.

Серверное программное обеспечение, необхо-
димое для функционирования Портала, представ-
лено в табл. 2.

Для эксплуатации Портала пользователю необ-
ходимо и достаточно иметь только современный 
веб-браузер на базе Chromium, поскольку функ-
циональность Портала позволяет, не покидая 
веб-интерфейс, осуществлять работу текстовой 
и графической информации, а также взаимо-
действовать с другими пользователями Портала  
в интеграции с ВКС.

Рис. 1.  Визуальное представление укрупненной архитектуры Портала

Таблица 2.  Состав и назначение серверного ПО Портала

№ Серверное ПО Назначение

1 Nginx
HTTP-сервер и обратный прокси-сервер, почтовый прокси-сервер, а также 
Transmission Control Protocol (TCP)/User Datagram Protocol (UDP) прокси-сервер 
общего назначения

2 Kestrel5 Веб-сервер, основанный на кроссплатформенной библиотеке асинхронного  
ввода/вывода libuv. Kestrel по умолчанию включается в проект ASP.NET Core

3 PostgreSQL Свободная объектно-реляционная система управления базами данных

4 RabbitMQ
Программный брокер сообщений на основе стандарта Advanced Message Queuing 
Protocol (AMQP) – тиражируемое связующее программное обеспечение,  
ориентированное на обработку сообщений

5 Identity Management и Identity  
and Access Management

Решение с открытым кодом для реализации Single Sign-On (SSO) с возможностью 
управления доступом. Реализует логику аутентификации и авторизации

РЕЗУЛЬТАТЫ АПРОБАЦИИ

Результаты апробации решений в рамках Пор-
тала приводятся в виде фрагментов графическо-
го пользовательского интерфейса некоторых из 
функций далее по тексту.

Базовым интерфейсом работы пользователя 
Портала с журналом экспериментов выбранной 
установки является страница, состоящая из сле-
дующих элементов интерфейсов: блок общих 
сведений и анонсов, блок последних новостей  
и (если необходимо) статей, связанных с установ-
кой/стендом, блок экспериментов/эксперимен-
тальных программ/проектов и непосредственно 
импульсов (разрядов). Фрагмент графического 

5 Kestrel веб-сервер в ASP.NET Core [Microsoft Learn]. 
[Электронный ресурс]. URL: https://learn.microsoft.com/ru-
ru/aspnet/core/fundamentals/servers/kestrel (дата обращения: 
25.07.2024).
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пользовательского интерфейса базовой страни-
цы журнала экспериментов Портала на примере 
установки Глобус-М2 приведен на рис. 2.

В результате выбора пользователем Порта-
ла в журнале экспериментов интересующего 
импульса и соответствующей диагностики до-
ступен переход к интерфейсу анализа и отобра-
жения, который позволяет осуществлять визуа-
лизацию дву- и трехмерных графиков, работать  
с табличным представлением экспериментальных 
данных, выполнять математические операции  

Рис. 2.  Работа с журналом экспериментов Портала

и т.д. в рамках ПО АОЭД. Фрагмент графического 
пользовательского интерфейса одной из страниц 
рабочей области анализа и отображения экспери-
ментальных данных после перехода из журнала 
экспериментов Портала в ПО АОЭД в рамках ин-
теграции приведен на рис. 3.

Базовый интерфейс пользовательской работы 
на Портале с сервисами представляет собой спи-
сок с краткими наименованиями и описаниями 
сервисов, а также изображениями. При переходе  
к карточке сервиса доступен просмотр базовой 
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информации о сервисе, а при подаче заявки и по-
лучении доступа – расширенная функциональ-
ность, включая служебную информацию, воз-
можность взаимодействия с административным 
персоналом сервиса и т.д. Сервисы являются ба-
зовой сущностью Портала, которая представляет 
пользователям возможность работы с дополни-

Рис. 4. Пример каталога сервисов Портала

Рис. 3. Пример работы с анализом диагностик в рамках журнала экспериментов Портала

тельной функциональностью: доступ к данным 
той или иной установки, совместное проектиро-
вание, работа с распределенными ресурсами для 
моделирования и расчетов и т.д. Фрагмент графи-
ческого пользовательского интерфейса стартовой 
страницы сервисов АИП ИКП приведен на рис. 4.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате работы был создан портал ин-
формационного обмена, выступающий единым 
интерфейсом взаимодействия участников со-
общества управляемого термоядерного синтеза  
в рамках АИП ИКП (FusionSpace.RU). Были 
определены основные задачи, архитектура Пор-
тала, выработан технологический подход к реа-
лизации, а также проведена апробация решений.

Созданный Портал представляет собой ин-
струмент, который обеспечивает пользователей 
дополнительными возможностям для повыше-
ния оперативности решения задач, связанных  
с научными исследованиями в области УТС. Он 
предоставляет пользователям доступ к сервисам 
информационного обмена, включая удобный 
веб-интерфейс для работы с экспериментальны-
ми данными. Портал обеспечивает интеграцию  
с ВКС, что позволяет как планировать, так и про-
водить научные мероприятия в едином интерфей-
се: совещания, семинары, конференции.

Среди ключевых функций Портала – возмож-
ность сквозного поиска, просмотра, сортировки и 
фильтрации информации, что значительно упро-
щает доступ к необходимым данным. Кроме того, 
пользователи могут подавать запросы на исполь-
зование распределенных компьютерных ресур-
сов для выполнения сложных моделирований и 
расчетов.

Особое внимание в Портале уделено органи-
зации рабочих процессов. Пользователи могут 
использовать персонализированные календари 
для отслеживания событий, проводимых в рамках 
видеоконференций, а также средства для описа-
ния установок и стендов УТС, что включает веде-
ние расписаний экспериментов. Эти возможности 
позиционируют Портал как инструмент для пла-
нирования и координации научной работы.

Кроме того, Портал обеспечивает работу  
с нормативно-справочной документацией, предо-
ставляет пользователям доступ к личным кабине-
там, синхронизированным с контроллером доме-
на, и осуществляет автоматическое логирование 
системных событий и пользовательских действий. 
Таким образом, Портал является единым интер-
фейсом для управления научными данными и вза-
имодействия участников научного сообщества в 
области УТС.

Выбранные технологические решения Пор-
тала находят широкое применение, в том числе 
в рамках действующих решений в составе АИП 
ИКП (ПО ИВ и ПО АОЭД), распространяют-
ся свободно (имеют открытый исходный код),  
а успешная апробация в рамках настоящей рабо-
ты подчеркивает их эффективность для решения 
поставленных задач Портала.
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А number of fusion installations and stands are currently used in Russia in the course of research in the field of 
controlled thermonuclear fusion. These scientific studies are of great importance for the development of the national 
program on plasma physics and in the active phases of their implementation require modern means of automated 
information support (for example, ensuring timely regulated access to computing facilities for calculations). The 
presence of a unified IT-platform is also required for interaction with colleagues, as well as access to scientific news, 
regulatory information and reference, events and other thematic agendas. Thus, the task of creating unified, modern 
IT-solution that would provide information exchange on research topics through a web interface is extremely urgent. 
A unique domestic infrastructural hardware platform of the common IT-space for fusion research (FusionSpace.RU) 
is being developed in Russia, which includes a number of functional capabilities for obtaining data from fusion 
installations and stands for the following display and analysis. This paper summarizes the creation of a portal for 
information exchange as a unified interface for interaction between researchers of the Russian fusion community. 
Basic problems and architecture were defined, and technologies for their implementation were selected and tested 
in the course of this work. The solutions considered provide the possibility of information interaction of participants 
of the Russian fusion community within an IT-platform of FusionSpace.RU. Conclusions are presented based on 
the results of the study.

Keywords: remote experiments, information exchange, thermonuclear fusion, portal solution, systems integration, 
digitalization.
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