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В институте ЛаПлаз НИЯУ МИФИ ведется разработка и создание компактного сферического тока-
мака МИФИСТ для учебно-демонстрационных и исследовательских целей. Основными задачами
являются подготовка кадров в области управляемого термоядерного синтеза для российских уста-
новок (Т-15МД, Т11-М и других) и международного реактора ИТЭР, а также решение инновацион-
ных задач в области термоядерных технологий. Важной особенностью проекта является максималь-
но возможная цифровизация установки с тем, чтобы обеспечить по возможности, удаленный до-
ступ для студентов других университетов, специализирующихся в области термоядерных
технологий с магнитным удержанием плазмы. Данная установка при успешной реализации проекта
создания надежно действующего токамака будет использоваться и для решения ряда актуальных
научно-технологических задач: ускоренной отработки технологий работы с литием, исследования
удержания плазмы в сферическом токамаке, развития высокочастотных (ВЧ) технологий (СВЧ-
предыонизации и поддержания тока с помощью ВЧ-волн) и отработки методов in situ анализа взаи-
модействия плазмы с поверхностью. На данный момент осуществлено проектирование учебно-де-
монстрационного и исследовательского токамака МИФИСТ, разработаны концепции систем диа-
гностик и дополнительного нагрева плазмы, начато изготовление вакуумной камеры и элементов
электромагнитной системы.

Ключевые слова: термоядерный синтез, магнитное удержание плазмы, токамак, плазма
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ВВЕДЕНИЕ
Участие РФ в создании международного тер-

моядерного реактора ИТЭР предполагает не
только выполнение нашей страной взятых на се-
бя обязательств по поставкам, но и подготовку
высококвалифицированных кадров, а также про-
ведение исследований, помогающих оптимизи-
ровать и улучшить показатели эффективности
экспериментов для токамака-реактора ИТЭР в
качестве инструмента для доказательства реали-
зуемости и экономической целесообразности
развития управляемого термоядерного синтеза в
установках с магнитным удержанием.

Сферическая конфигурация токамака рас-
сматривается как одна из наиболее перспектив-
ных для осуществления реакции ядерного синте-
за в источнике быстрых нейтронов. По сравне-
нию с традиционными токамаками сферический
токамак характеризуется меньшим аспектным
отношением (отношением большого радиуса к
малому) и возможностью получить высокое дав-
ление плазмы при относительно небольшой ве-

личине тороидального магнитного поля, что
определяет экономическую эффективность рабо-
ты реактора [1–6]. Кроме того, из-за большего от-
ношения давления плазмы к давлению магнитно-
го поля, а также высокой треугольности и вытя-
нутости плазмы, плазма в сферическом токамаке
устойчивее к воздействию магнитогидродинами-
ческих неустойчивостей, а значит, стабильнее [7].
Механизм устойчивого удержания плазмы явля-
ется одним из самых важных вопросов на пути к
эффективной реакции термоядерного синтеза.
Для лучшего понимания механизма удержания
плазмы и предсказания параметров плазмы для
прототипов термоядерных реакторов, таких как
ITER и DEMO, используются скейлинги, полу-
ченные на основе экспериментальных данных суще-
ствующих токамаков [8]. Результаты экспериментов
на небольшом сферическом токамаке необходимы
для дополнения и уточнения существующих скей-
лингов, учитывающих в основном данные тради-
ционных токамаков.
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КУРНАЕВ и др.

К настоящему времени технологии УТС на ба-
зе токамаков, в том числе и сферических, широко
развиваются во всем мире. Однако ряд проблем,
таких как проблема первой стенки и стационар-
ное поддержание тока, еще ждут своего техноло-
гического решения. Использование обращенных
к плазме элементов на основе жидкого лития в
термоядерных установках имеет много преиму-
ществ, таких как возобновляемая поверхность,
возможность контроля содержания изотопов во-
дорода в установке за счeт рециркуляции лития,
уменьшение примесей в плазме за счeт геттериру-
ющих свойств лития [9–14]. Однако в силу низ-
кой температуры испарения лития и высокой хи-
мической активности по отношению к водороду,
необходима разработка методов эффективного
сбора лития, испаренного с рабочих поверхно-
стей, и минимизации накопления водорода. В
термоядерных установках с жидколитиевыми
элементами проблема сбора лития из газовой фа-
зы является одной из ключевых для реализации
замкнутого цикла лития, необходимого для со-
здания установок со стационарным или квазиста-
ционарным режимом работы. Существенным во-
просом является позиционирование коллектора,
основанное на максимизации эффективности
сбора лития. Это требует подробного изучения
транспорта лития в пристеночной плазме в тока-
маках с диверторной конфигурацией. Такие экс-
периментальные работы в мире на данный мо-
мент находятся только в стадии планирования.
Влияние использования лития на рециклинг во-
дорода в термоядерных установках (водородный
обмен плазмы и стенки) – один из наиважнейших
вопросов в его применении как материала об-
ращeнных к плазме элементов [14]. При этом экс-
периментальная база по влиянию лития на на-
копление изотопов водорода в обращeнных к
плазме элементах недостаточна для полного по-
нимания процесса [15, 16].

ЦЕЛИ, ЗАДАЧИ И СТАТУС РАЗРАБОТКИ 
ТОКАМАКА МИФИСТ

В институте ЛаПлаз НИЯУ МИФИ ведется
разработка и создание компактного сферическо-
го токамака МИФИСТ для учебно-демонстраци-
онных и исследовательских целей. Основными
задачами являются подготовка кадров в области
управляемого термоядерного синтеза для россий-
ских установок (Т-15МД, Т11-М и других) и меж-
дународного реактора ИТЭР, а также решение
инновационных задач в области термоядерных
технологий. Это предполагает полностью “от-
крытый” характер проекта с привлечением всех
заинтересованных научных и учебных организа-
ций. Важной особенностью проекта является
максимально возможная цифровизация установ-
ки с тем, чтобы обеспечить, по возможности,

удаленный доступ для студентов других универ-
ситетов, специализирующихся в области термо-
ядерных технологий с магнитным удержанием
плазмы.

Кроме того, данная установка при успешной
реализации проекта создания надежно действую-
щего токамака будет использоваться и для реше-
ния ряда актуальных научно-технологических за-
дач: ускоренной отработки технологий работы с
литием, исследования удержания плазмы в сфе-
рическом токамаке, развития высокочастотных
(ВЧ) технологий (СВЧ-предионизации и поддер-
жания тока с помощью ВЧ-волн) и отработки ме-
тодов in situ анализа взаимодействия плазмы с по-
верхностью.

На данный момент осуществлено проектиро-
вание учебно-демонстрационного и исследова-
тельского токамака МИФИСТ, разработаны кон-
цепции систем диагностик и дополнительного
нагрева плазмы, начато изготовление вакуумной
камеры и элементов электромагнитной системы.

Основная концепция, заложенная в разработ-
ку данной установки – реализация максимально-
го числа специфичных “токамачных” технологий
получения, удержания и нагрева плазмы при ми-
нимальных затратах на сооружение и эксплуата-
цию. Кроме того, ее предназначение для учебно-
демонстрационных целей предполагает примене-
ние простых, по возможности стандартных реше-
ний и удобство доступа к установке.

ОСНОВНЫЕ КОНСТРУКТИВНЫЕ 
ОСОБЕННОСТИ ТОКАМАКА МИФИСТ
Схематичное изображение первоначального

варианта установки представлено на рис. 1.
Основные параметры установки: большой ра-

диус R = 25 см; малый радиус a = 13 см; аспектное
отношение A = R/a = 1.9; вытянутость камеры k ~ 3;
тороидальное поле на оси Bϕ ~ 0.5 Тл; ток плазмы
Ipl ~ 100 кА; длительность разряда t ~ 10–30 мс. В
конструкцию токамака заложена возможность
модернизации с увеличением поля в 4–5 раз (что
соответствует рекордному значению для сфери-
ческих токамаков) и тока в 2–3 раза.

Основные элементы электромагнитной систе-
мы, катушки тороидального поля, обеспечиваю-
щие магнитную изоляцию плазмы от стенок, рас-
положенный в центре индуктор для создания и
поддержания тока в плазме и система полоидаль-
ных витков, создающих необходимую конфигу-
рацию плазменного шнура и его равновесие по
большому радиусу и по вертикали, показаны на
рис. 2.

Катушки тороидального поля спроектированы
одновитковыми из тонкой листовой меди (с уси-
лением на вертикальных участках), что позволяет
им в момент импульса тока приобрести опти-
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мальную “безмоментную” форму. Для питания
электромагнитной системы токамака предпола-
гается использовать конденсаторные батареи:
низковольтные для питания тороидального соле-
ноида и полоидальных катушек и с напряжением
до 3 кВ для создания тока до 40 кА в обмотке ин-
дуктора.

Предусмотрено только воздушное охлажде-
ние, поэтому скважность работы токамака опре-
делится остыванием элементов ЭМС после им-
пульса. Схемы питания тороидальной обмотки,
обмотки индуктора и системы полоидальных ка-
тушек и соответствующие циклограммы токов в
них приведены на рис. 3.

Системы контроля и управления установкой
являются неотъемлемой частью проекта и долж-
ны обеспечивать контроль за состоянием разряд-
ной камеры, элементов электромагнитной систе-
мы, степенью вакуума и состава остаточных газов
в установке.

На установке предусматривается применение
классических методов диагностики плазмы, при-
меняемых в токамаках [17], таких как электромаг-
нитные зонды (зонды Мирнова) для контроля за
положением плазменного шнура, пояса Рогов-
ского для измерения токов, зонды Ленгмюра для
определения плотности и температуры плазмы на
ее периферии, а также оптические спектроскопи-

ческие методы, болометры для определения об-
щих потерь энергии из плазмы, инфракрасная
термометрия обращенных к плазме элементов, а в
дальнейшем и методы, позволяющие измерять
профили плотности и температуры в плазменном
шнуре.

ПРОГРАММА РАБОТ И ПЕРСПЕКТИВЫ 
РАЗВИТИЯ ПРОЕКТА

Учебные задачи создаваемой установки были
сформулированы выше и предполагают вовлече-
ние в тематику УТС с магнитным удержанием
студентов разных курсов, начиная с младших, а
также постановку разнообразных лабораторных
работ, НИРС, курсовых проектов и выпускных
квалификационных работ не только по собствен-
но физике плазмы, ее нагреву и удержанию, но и
по другим необходимым технологиям (материа-
ловедение, управление, компьютерное модели-
рование, разработка и верификация кодов, обра-
ботка больших массивов данных, автоматизация,
проблемы надежности и работоспособности
сложных элетрофизических установок). Диагно-
стики, которые должны быть реализованы на
действующей установке, предполагают примене-
ние разнообразных датчиков излучений, лазеров,
зондов, спектрометров и т.д. Вполне естественно
и оправданно привлечение к созданию и работам
на установке зарубежных коллег, в том числе про-
фессоров-совместителей нашего университета, а
также зарубежных студентов.

Рис. 1. Схематичное изображение сферического то-
камака МИФИСТ (размеры даны в мм).

1200

1800

Рис. 2. Электромагнитная система токамака: 1 – ка-
тушки тороидального поля, 2 – индуктор, 3 – полои-
дальные катушки.
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Предварительная научная программа работ на
установке включает проведение следующих ис-
следований:

• исследование СВЧ-предыонизации и на-
чальной фазы разряда (в интересах физической
программы Т-15 МД);

• изучение физики взаимодействия плазмы с
обращенными к ней материалами (углерод, воль-
фрам, литий) непосредственно в токамаке;

• отработка технологий применения жидких
металлов (литий, олово, эвтектики) в токамаке с
дивертором, реализация замкнутого цикла цир-
куляции металла в камере;

• проверка концепции режима с нулевым ре-
циклингом водорода, предложенной Л.Е. Захаро-
вым;

• отработка технологии применения про-
грамм восстановления равновесия плазменного
шнура и формы плазмы по магнитным измерени-
ям (EFIT);

• проверка перспективных концепций кон-
троля и подавления неустойчивостей плазменно-
го шнура вихревым магнитным полем;

• исследование динамики срыва разряда;

• отработка новых разработанных в МИФИ
диагностик плазмы токамака;

• разработка сверхпроводящих элементов элек-
тромагнитной системы;

• отработка технологий создания стационар-
ного плазменного разряда с помощью поддержа-
ния неиндукционного ВЧ-тока.

Естественно, данная программа будет уточ-
няться и корректироваться в зависимости от до-
стигнутых параметров установки и уровня фи-
нансирования.

В концепции данного сферического токамака
заложена возможность широкого варьирования
режимов и параметров плазмы. Наличие большо-
го количества диагностических патрубков обес-
печивает обширный объем регистрируемой ин-
формации и наглядность эксперимента. Малый
размер токамака позволяет быстро осуществлять
постановку новых экспериментов и определяет
небольшое энергопотребление.

Рис. 3. Схемы питания и циклограммы токов в тороидальном соленоиде, индукторе и системе полоидальных об-
моток.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На токамаке МИФИСТ предполагается осу-

ществить не только запуск и демонстрацию удер-
жания плазмы в токамаке, но и исследовать важ-
ные для более крупных установок, таких как,
например, Т-15МД, вопросы начальной предыо-
низации плазмы, особенности взаимодействия
плазмы с обращенными к плазме элементами
(ОПЭ) при применении лития, исследования
процессов в плазме при высоких плотностях тока,
реализации ВЧ-нагрева плазмы и экспериментов
по поддержанию тока с помощью ВЧ-мощности.
Малые габариты установки с небольшим аспект-
ным отношением (А < 2) и простота конструкции
позволяют ускорить проведение экспериментов с
изменением как параметров взаимодействия
плазмы с ОПЭ, так и величины тороидального
магнитного поля и особенно удобны для учебно-
демонстрационных целей.

ФИНАНСИРОВАНИЕ
Данная работа выполнена при финансовой

поддержке Программы повышения конкуренто-
способности НИЯУ МИФИ.
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Abstract—A compact spherical tokamak MEPhIST (MEPhI Spherical Tokamak) aimed at educational,
demonstration and research purposes is under development at Institute of Laser and Plasma technologies
(LaPlas) at NRNU MEPhI. The main purposes are training in the field of controlled thermonuclear fusion
for Russian installations (T-15MD, T11-M and others) and the international ITER reactor, as well as solving
innovative problems in the field of fusion technologies. An important feature of this project is the most pos-
sible digitalization of the installation in order to provide a remote access for students of other universities spe-
cializing in the field of fusion technologies with magnetic plasma confinement. With the successful imple-
mentation of the project to create a reliable tokamak, this installation will be used to solve a number of urgent
scientific and technological problems: acceleration of lithium technologies development, studies of plasma
confinement in a spherical tokamak, development of high-frequency (RF) technologies (microwave preion-
ization and steady-state RF current drive) and to develop in situ methods for analyzing plasma-surface inter-
action. At this stage, the design of the educational, demonstration and research tokamak MEPhIST has been
carried out, the concepts of diagnostic systems and additional heating of the plasma have been developed, the
production of a vacuum chamber and elements of an electromagnetic system has been started.

Key words: fusion, magnetic plasma confinement, tokamak, plasma
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Рассмотрена проблема многократного рециклирования урана в топливном цикле реакторов на теп-
ловых нейтронах. Основные пути повторного использования выделенного из отработавшего топли-
ва регенерированного урана связаны с его обогащением по целевому делящемуся изотопу 235U в
каскадах газовых центрифуг. Однако этот процесс технически затруднителен из-за присутствия в
его изотопном составе искусственных изотопов 232, 236U, а также повышенного по отношению к
природному урану содержания 234U. Из-за накладываемых на содержание указанных изотопов
ограничений, связанных с требованиями к радиационным и нейтронно-физическим характеристи-
кам низкообогащенного урана, при попытке многократного рецикла регенерированного урана воз-
никают препятствия для полного возврата материала в цикл с использованием предложенных на се-
годняшний момент схем его обогащения. Это обуславливает необходимость поиска новых схем
обогащения регенерата, позволяющих решать указанную проблему.
В работе на основе модифицированного двойного каскада предложен способ, позволяющий полу-
чить продукт, удовлетворяющий ограничениям по всем четным изотопам урана, и расходующий на
его производство заданное количество регенерата. Предложенную схему каскада целесообразно ис-
пользовать в условиях многократного рецикла урана, начиная со второго рецикла, а также в услови-
ях постоянного производства регенерированного топлива для парка реакторов на тепловых
нейтронах.

Ключевые слова: регенерированный уран, двойной каскад, многопоточный каскад, ОЯТ, раздели-
тельный каскад, обогащение урана
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ВВЕДЕНИЕ
Одним из факторов возможного удорожания

электроэнергии, вырабатываемой на АЭС, явля-
ется проблема издержек заключительной стадии
топливного цикла [1]. Снижение издержек воз-
можно, в первую очередь, за счет выделения ура-
на и плутония из отработавшего топлива для их
последующего рециклирования, а также умень-
шения объема захоронения РАО. Более 95% со-
става ОЯТ приходится на уран, который состав-
ляет основную часть потока рециклируемых
материалов. Как показали оценки, рецикл дообо-
гащенного регенерированного урана позволяет
экономить до 20.5% природного урана при раз-
дельном рецикле урана, и около 32% при сов-
местном рецикле с плутонием (вклад плутония в
экономию природного урана не превышает 11%,
причем он снижается по мере роста числа рецик-
лов, а остальная часть приходится на регенериро-

ванный уран). Вместе с тем, осуществлять рецикл
регенерированного урана несколько сложнее,
чем использовать для изготовления топлива при-
родный уран. Так, в работе [1] основными труд-
ностями при использовании регенерата считают
необходимость компенсировать дополнитель-
ным обогащением присутствие в изотопном со-
ставе регенерированного урана изотопа 236U, при-
вносящего дополнительное поглощение тепло-
вых нейтронов, а также рост содержания альфа-
активного изотопа 232U, цепочка радиоактивного
распада которого включает в себя 208Tl, излучаю-
щий гамма-кванты с энергией около 2.6 МэВ.
Поэтому изотоп 232U принято считать одним из
основных загрязнителей замкнутого по урану
топливного цикла и строго регламентировать его
содержание [2]. С другой стороны, фактически
основным альфа-излучателем в регенерирован-
ном уране является не 232U, а 234U, содержание ко-
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торого регулируется, в частности, спецификаци-
ями ASTM и национальными техническими
условиями [3]. Присутствие же альфа-активных
изотопов в регенерате урана важно контролиро-
вать не только с точки зрения безопасности пер-
сонала предприятий, на которых происходит до-
обогащение регенерата и изготовление топлива,
но и с точки зрения возможных процессов диссо-
циации (и рекомбинации) гексафторида урана,
происходящих под воздействием альфа-излуче-
ния [4].

Как показывают результаты работ [3, 5–18], на
текущий момент предложены способы дообога-
щения регенерата, которые могут справиться и с
проблемой не превышения допустимых содержа-
ний изотопов 232U и 234U, и с проблемой компен-
сации 236U. Одна из нерешенных проблем при ис-
пользовании регенерированного урана заключа-
ется в следующем: в процессе многократного
рецикла регенерата концентрация изотопа 232U в
нем в определенный момент достигает такого
уровня, что одновременное выполнение условий
по содержанию 232U, 234U, 236U становится воз-
можным только при сокращении удельного рас-
хода регенерата на единицу получаемого продук-
та, даже при условии сохранения достаточно вы-
сокой экономии природного урана (до 50%) [3].
Это означает, что, начиная с определенного ре-
цикла, не всегда удастся использовать весь реге-
нерат, выделенный из топлива конкретной за-
грузки реактора, для производства топлива по-

следующих загрузок этого же реактора. В этой
ситуации остаются два наиболее очевидных пути.
Первый заключается в увеличении объема произ-
водимого из регенерата топлива (при сохранении
удельного расхода регенерата на единицу произ-
водимого продукта). Этот путь фактически при-
ведет к увеличению количества реакторов, загру-
жаемых топливом из регенерата урана, выделен-
ного из одного конкретного реактора. Второй
путь заключается в отправке неиспользованной
части регенерата для складирования на неопреде-
ленный срок. Указанные возможности не всегда
могут быть приемлемыми.

Анализ предложенных на сегодняшний день
решений относительно обогащения регенерата
урана показывает, что наиболее полно удовлетво-
ряют требованиям максимального использова-
ния регенерата так называемые двойные каскад-
ные схемы, представляющие собой последова-
тельное соединение двух разделительных
каскадов [6, 8, 14]. В работе [18] предложена мо-
дификация схемы двойного каскада, позволяю-
щая одновременно удовлетворить ограничениям,
накладываемым на содержания 232U, 234U, 236U в
соответствии с техническими условиями и меж-
дународными спецификациями (рис. 1). Основ-
ная идея работы такого каскада состоит в том,
чтобы в одном из потоков сконцентрировать гек-
сафторид урана, содержащий основную долю
изотопа 232U (естественно, вместе со всеми сопут-
ствующими изотопами), а на изготовление топ-
лива направлять гексафторид урана из другого
потока, обедненного по изотопу 232U. При этом
для достижения требуемого соотношения между
исходным регенератом и продуктом необходимо
подмешивание к этому потоку смеси, не содержа-
щей 232U, а именно: низкообогащенного урана
природного происхождения. Результаты прове-
денных вычислительных экспериментов показа-
ли, что такая схема позволяет получить продукт с
допустимым содержанием четных изотопов и од-
новременным обеспечением заданного расхода
регенерата на единицу продукта. Важно отметить,
что масса фракции, в которой сконцентрирован
изотоп 232U (“Отбор 2” на схеме рис. 1), в зависи-
мости от выбора параметров первого и второго
каскадов, составляет от 0.6% до 3.1% от массы
всего регенерированного урана, направленного
на дообогащение. Другими словами, задача пол-
ного использования всего регенерированного
урана для изготовления топлива практически ре-
шается.

Проблема заключается в том, что при крупном
масштабе переработки ОЯТ и последующем обо-
гащении регенерата масса обогащенной по изо-
топам 235U и 232U фракции может оказаться суще-
ственной с точки зрения процедур обращения с
данным материалом. Оценки показывают, что,

Рис. 1. Схема двойного каскада для рецикла регене-
рированного урана с разбавлением низкообогащен-
ным ураном на выходе.
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например, при обогащении регенерата, получен-
ного после переработки всех одновременно пере-
гружаемых 72 ОТВС реактора типа ВВЭР-1200,
масса загрязненной фракции, в зависимости от
выбранных параметров первого и второго каска-
дов, может составлять от 350 до 960 кг. Этот мате-
риал является, с одной стороны, сильно радиоак-
тивным, поскольку содержит большую часть изо-
топа 232U, с другой стороны, содержит большое
количество изотопа 235U, поскольку обогащение
урана по этому изотопу может составлять величи-
ну около 20% [18]. В соответствии с “Основными
правилами учета и контроля ядерных материа-
лов” НП-030-12 этот материал может быть пере-
веден в РАО лишь в том случае, если количество
такого материала в организации не превышает
15 грамм. Это означает, что обращение с подоб-
ным побочным продуктом обогащения регене-
рата должно осуществляться именно как обра-
щение с ядерным материалом, с соблюдением
требований по ядерной и радиационной безопас-
ности.

Длительное хранение этого материала позво-
лит снизить уровень загрязнения изотопом 232U
вследствие его распада и получить в итоге слабо-
радиоактивный уран с обогащением 20%, кото-
рый впоследствии также можно использовать для
производства топлива. Однако среди способов
его хранения должны быть рассмотрены и
обесфторивание, с последующим хранением в
виде закиси-окиси, и хранение в виде гексафто-
рида урана. С учетом того, что современные уста-
новки по конверсии обедненного гексафторида
урана предназначены для переработки слабора-
диоактивного материала, первый способ может
потребовать строительства специальных устано-
вок для переработки сильно радиоактивного гек-
сафторида урана. Но и хранение в виде гексафто-
рида требует обоснования с точек зрения без-
опасности из-за высокого тепловыделения
радиоактивного распада, а также радиационной
стойкости гексафторида урана под длительным
(порядка 20–30 лет) воздействием альфа-излуче-
ния с одновременным выполнением требований
ядерной безопасности (в силу обогащения 20%).
Третьим, и, возможно, наиболее простым, спосо-
бом обращения с этим материалом, является его
разбавление гексафторидом отвального урана.
При достаточно сильном разбавлении результи-
рующий гексафторид обедненного урана будет
слаборадиоактивным и его можно будет подверг-
нуть конверсии на существующих установках.
Однако это будет означать потерю затраченной
работы разделения и потерю от 70 до 190 кг 235U (в
виде урана с обогащением 20%) на каждые 72 пе-
реработанные ОТВС.

В настоящей работе предложен способ обра-
щения с образовавшимся в результате обогаще-

ния регенерата в двойном каскаде гексафторидом
урана с высоким содержанием изотопов 232-235U.
Предлагается вовлекать этот материал после его
накопления в результате обогащения изначаль-
ной партии регенерата, поступившей на обогати-
тельное производство в обогащение следующей
партии регенерированного урана из переработан-
ных ОТВС. Показано, что реализация предлагае-
мой схемы позволяет полностью израсходовать
как вновь поступивший на повторное обогаще-
ние регенерированный уран, так и проблемный
промежуточный продукт, оставшийся после про-
шлой операции по дообогащению – гексафторид
высокообогащенного урана с относительно высо-
ким содержанием 232U. Таким образом, предлага-
емый способ позволяет избежать необходимости
длительного хранения обоих указанных материа-
лов.

ОПИСАНИЕ ПРЕДЛАГАЕМОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим подробнее способ организации
топливного цикла, позволяющий вовлечь накап-
ливаемый при использовании схемы двойного
каскада (рис. 1) загрязненный гексафторид урана.
Основная идея заключается в том, что поскольку
данная схема предназначена для дообогащения
регенерата с любым содержанием изотопа 232U, то
вполне естественным представляется использо-
вать этот же каскад для того, чтобы утилизировать
полученный в потоке отбора загрязненный изо-
топом 232U гексафторид урана. В этом случае он
может быть разбавлен не обедненным ураном, а
непосредственно регенератом, полученным из
следующей партии отработавшего топлива (рис. 2).

Процесс возврата данного материала в воспро-
изводство низкообогащенного урана может быть
начат практически после дообогащения регене-
рата уже для одной ТВС и даже для ее части (не-
прерывный возврат), схема каскада при этом пре-
образуется к виду, изображенному на рис. 3.

Очевидно, что при использовании предлагае-
мой схемы и непрерывной работе завода по обо-
гащению, удастся полностью замкнуть топливный
цикл по урану, а единственным отходом производ-
ства станет только обедненный гексафторид, обра-
зующийся в отвале первого каскада. Однако дан-
ный продукт можно считать штатным отходом
обогатительного производства, для которого на
сегодняшний день отработаны технологии хране-
ния и переработки. При этом после вывода завода
из эксплуатации (или остановки на планово-пре-
дупредительный ремонт) останется невостребо-
ванным только тот объем обогащенного по изото-
пу 232U гексафторида урана, который будет обра-
зован после обогащения последней партии
регенерата на этом заводе. Таким образом, пред-
лагаемый в настоящей статье подход к дообога-
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щению регенерата урана позволяет организовать
полный возврат регенерированного урана в топ-
ливный цикл в течение практически всего жиз-

ненного цикла топлива легководных реакторов,
работающих в замкнутом топливном цикле.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим возможную организацию топлив-

ного цикла легководного реактора с полным ис-
пользованием регенерированного урана на при-
мере реактора типа ВВЭР-1200, работающего в
установившемся режиме перегрузок. Следует от-
метить, что для данного рассмотрения, в целом,
безразлично, в каком виде осуществляется мно-
гократный рецикл регенерированного урана – в
виде топлива из диоксида урана (РУТ-топливо)
или в виде оксида дообогащенного регенериро-
ванного урана в смеси с плутонием (РЕМИКС-
топливо), поскольку в обоих случаях схема обога-
щения регенерата будет одной и той же. Для опре-
деленности рассмотрим РУТ-топливо. Считаем,
что топливо стационарной топливной загрузки, с
которой начат переход к работе ВВЭР-1200 в за-
мкнутом топливном цикле, изготовлено из при-
родного урана. При этом в активную зону загру-
жают 24 и 48 свежих ТВС с обогащением топлива
твэлов 4.4% и 4.95% соответственно. В ТВС уста-
новлены уран-гадолиниевые выгорающие погло-
тители в количестве от 6 до 24 штук. После пере-
хода к ЗЯТЦ топливо направляется на переработ-
ку, а полученный в результате переработки уран –
на дообогащение. Предполагаем, что твэги (теп-
ловыделяющие элементы, содержащие выгораю-

Рис. 2. Схема передачи загрязненной изотопом 232U фракции гексафторида урана в двойном каскаде от первой партии
дообогащенного регенерированного урана к последующей.
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Рис. 3. Схема двойного каскада с возвратом потока
отбора.
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щий поглотитель гадолиния), в силу их незначи-
тельного количества, всегда изготавливаются
только на основе обогащенного природного ура-
на. В этом случае, регенерат урана, получаемый
после переработки 72 ОТВС направляют на обо-
гащение и последующее изготовление двух пар-
тий твэлов, используемых в стационарной загруз-
ке: с обогащением 4.95% и 4.4%. Поскольку полу-
ченный из ОЯТ регенерат, направляемый на
первый рецикл, имеет наименьшее содержание
изотопа 232U, то его дообогащение (с одновремен-
ным выполнением условия полного использова-
ния регенерата) может быть выполнено в одной
из модификаций трехпоточного (питание, отбор
и отвал) или ординарного каскада [3, 7].

В настоящей работе для получения состава
обогащенного регенерата после первого цикла
облучения рассмотрена простейшая модифика-
ции ординарного каскада – каскад с разбавлени-
ем на входе [7]. В табл. 1 представлены экономи-
чески значимые параметры (расход природного
урана и затраты работы разделения) такого каска-
да для двух уровней обогащения по 235U и сопо-
ставлены с аналогичными параметрами базового
варианта каскада, обогащающего природный
уран для получения низкообогащенного топлива.
Помимо указанных параметров в табл. 1 приведе-
ны также изотопные составы получаемых про-
дуктов. При этом следует заметить, что во всех
приводимых данных концентрации выражены в
массовых долях. В качестве расчетной модели вы-
ступала модель квазиидеального каскада [16], ча-
сто используемая в теории разделения многоком-
понентных изотопных смесей.

Поскольку на первом рецикле в отходах обога-
щения не образовывалось отдельной фракции

(потока), обогащенной по изотопу 232U, то пара-
метры облученного топлива первого рецикла
одинаковы для всех перегрузок реактора, относя-
щихся к первому рециклу. После облучения в ре-
акторе, выдержки в течение 6 лет и с учетом изме-
нения изотопного состава за время транспорти-
ровки и переработки, отработавшее РУТ-топливо
содержит существенно больше изотопа 232U, чем
ОЯТ, для изготовления которого использовали
природный уран. Поэтому, начиная со второго
рецикла, для дообогащения регенерированного
урана c одновременным выполнением условия
его полного возврата использование ординарных
каскадов затруднительно [18]. В рамках настоя-
щей работы предполагали, что ординарный кас-
кад заменяют двойным каскадом, схема которого
изображена на рис. 1. Полученная после дообога-
щения регенерата первой партии регенерата (или
регенерата, выделенного из первой выгруженной
группы ТВС из реактора, работающего на РУТ-
топливе первого рецикла) фракция, обогащенная
по изотопу 232U и имеющая 20% содержание изо-
топа 235U смешивается с регенератом, получен-
ным после переработки второй партии ОТВС.
Полученную смесь направляют на дообогащение
(рис. 2). Результаты расчета параметров двойных
каскадов для этого случая приведены в табл. 2. В
случае, когда возврата потока отбора не происхо-
дит, параметры топлива для всех перегрузок вто-
рого рецикла совпадают с параметрами первой
перегрузки из табл. 2, а изотопный состав урана,
попадающего в отходы на каждой перегрузке, и
его количество, совпадает с составом возвращае-
мой фракции первой перегрузки из табл. 2. При
расчете параметров двойных каскадных схем в
качестве расчетной модели также использован
квазиидеальный каскад.

Таблица 1. Изотопные составы и расходы природного урана для изготовления топлива для перегрузок реактора
типа ВВЭР-1200 (без учета твэгов): исходный состав и топливо первого рецикла

Источник сырья Исходный состав Топливо первого рецикла

Обогащение, % 4.95 4.4 4.95 4.4

Расход природного урана, кг 169103.5 72483.98 134 470.00 55795.00
Расход регенерата, кг – – 20620 9969
Расход работы разделения, отн. ед 249 413 103570 230570 98143

Изотопный состав, %
232U 0 0 3.09 × 10–7 3.09 × 10–7

233U 0 0 1.13 × 10–6 1.13 × 10–6

234U 4.1 × 10–2 3.7 × 10–2 5.52 × 10–2 5.05 × 10–2

235U 4.95 4.4 5.133 4.586
236U 0 0 4.13 × 10–1 4.21 × 10–1

238U Остальное Остальное Остальное Остальное
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Как видно из данных табл. 2 предложенная
схема рециклирования действительно позволяет
полностью израсходовать и исходный регенери-
рованный уран и образующийся в результате ис-
пользования двойного каскада высокообогащен-
ный отход.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен способ организации рабо-
ты двойного каскада с полным возвратом регене-
рата урана в производство топлива. При этом воз-
врат высоокообогащенного регенерата, загряз-
ненного изотопом 232U, при изготовлении
топлива для второй и третьей стационарных пере-
грузок реактора позволяет снизить суммарные за-
траты природного урана и работы разделения по
сравнению с затратами природного урана и рабо-
ты разделения для изготовления топлива первой
перегрузки второго рецикла. В первую очередь
это происходит за счет увеличения доли регене-
рированного урана, используемой при изготовле-
нии топлива. Это преимущество не является ос-
новным при переходе на схему двойного каскада
с возвратом потока отбора. Основным преимуще-
ством является отсутствие поступления на склад

при изготовлении топлива для каждой перегруз-
ки урана с обогащением 20% и содержанием изо-
топа 232U на уровне 10-5%, которое на два порядка
превосходит допустимые содержания этого изо-
топа. В силу того, что содержание изотопа 234U
также существенно превышает уровни, допусти-
мые спецификацией ASTM, уровень тепловыде-
ления радиоактивного распада и необходимость
обеспечить ядерную безопасность серьезно за-
трудняют обращение с этой фракцией. Отсут-
ствие указанных проблем и является главным
преимуществом от использования подобной схемы.
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Abstract—In this study, we consider the problem of multiple recycling of uranium in the fuel cycle of thermal
neutron reactors. The general approach to reusing recovered uranium extracted from spent fuel is related to
its enrichment by the target fissile isotope 235U in cascades of gas centrifuges. However, the reprocessed ura-
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nium enrichment has difficulties related to 232, 236U isotopes presence and a higher concentration of 234U
comparing to natural uranium. The low-enriched uranium product should meet the requirements on these
even-numbered isotopes owing to radiation and neutron-physical characteristics. These conditions lead to
obstacles for the complete return of the material to the cycle using the known enrichment schemes. This ne-
cessitates the search for new regeneration enrichment schemes that can solve this problem.
In this paper, we propose a new configuration based on the modified double cascade of gas centrifuges, which
allows consuming the whole amount of reprocessed uranium during the enrichment process. It is preferable
to use the proposed cascade scheme when we deal with multiple uranium recycling, starting from the second
recycle round. It corresponds to sustainable fuel recovery for a f leet of thermal neutron reactors.
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DOI: 10.1134/S2304487X19060075

REFERENCES
1. Pohitonov Yu.A., Kak mozhno snizit' stoimost' pere-

rabotki obluchennogo topliva i obespechit' nadezhnuyu
izolyaciyu vsekh othodov? [How can the cost of pro-
cessing irradiated fuel be reduced and reliable isolation
of all waste products ensured?], Radiochemistry, 2017,
vol. 59, no. 6, pp. 481–487 (in Russian).

2. Kislov A.I., Titov A.A., Dmitriev A.M., Sintsov A.E.,
Radiacionnye aspekty ispol’zovaniya regenerirovanno-
go urana na OAO “MSZ” pri proizvodstve yadernogo
topliva [Radiation aspects of the use of regenerated ura-
nium at JSC “MSZ: in the production of nuclear fuel],
Journal of Nuclear and Radiation Safety, 2012, special
issue (in Russian).

3. Blandinskij V.Yu., Grol A.V., Dudnikov A.A. Nevin-
itsa V.A., Fomichenko P.A., Smirnov A.Yu., Sula-
beridze G.A., Soglasovannyj podhod k modelirovaniyu
vygoraniya pri obluchenii i molekulyarno-selektivnyh
processov v razdelitel’nom kaskade dlya ocenki pers-
pektiv razdel’nogo recikla regenerirovannogo urana
topliva v legkovodnom reaktore [A coordinated ap-
proach to the simulation of fuel burnup during irradia-
tion and molecular selective processes in the separation
stage to assess the prospects of separate recycling of re-
generated uranium in a light water reactor], Questions of
atomic science and technology, the series “Nuclear-Reac-
tor Constants”, 2018, no. 1, pp. 65–72 (in Russian).

4. Bernhardt H.A., Davis Jr.W., Shiflett C.H., Radiation
Effects of Alpha Particles on Uranium Hexafluoride. In
Proc. of International Conference on Peaceful Uses of
Atomic Energy. Geneva, Switzerland, 1958. Report
p. 522.

5. Orlov A.A., Kravchenco A.V., Titov E.S., Lebedev A.Ya.,
Obzor perspektivnyh metodov recirkulyacii urana v ya-
derno-toplivnom cikle [An overview of recycling meth-
ods uranium nuclear fuel cycle], Russian Physics Jour-
nal, 2015, vol. 58, no. 2/2, pp. 35–40 (in Russian).

6. Prusakov V.N., Sazykin A.A., Sosnin L.Yu., Utrobin D.V.,
Cheltsov A.N., Korrekciya izotopnogo sostava regener-
irovannogo urana po 232U centrobezhnym metodom s
vvedeniem gaza-nositelya [Correcting the isotopic
composition of regenerated uranium with respect to
232U by a centrifuge method with introduction of a car-
rier gas], Atomic Energy, 2008, vol. 105, no. 3, pp. 194–
201 (in Russian).

7. Smirnov A.Yu., Sulaberidze G.A., Nevinitsa V.A.,
Dudnikov A.A., Shmelev A.N., Kaskadnye skhemy v

zadachah issledovaniya zakonomernostej izmeneniya
izotopnogo sostava mnogokratno regenerirovannogo
urana [Cascade schemes in problems of studying the
patterns of variation in the isotope composition of mul-
tiply regenerated uranium], Nuclear physics and engi-
neering, 2012, vol. 3, no. 5, pp. 396–403 (in Russian).

8. Palkin V.A., Ochistka regenerirovannogo urana v kas-
kadah s obogashcheniem 235U do 5% [Purification of
regenerated uranium in cascades with enrichment of
235U to 5%], Atomic Energy, 2013, vol. 115, no. 1,
pp. 28–33 (in Russian).

9. Sulaberidze G.A., Borisevich V.D., Xie Q.X., Quasi-
ideal cascades with an additional f low for separation of
multicomponent isotope mixtures, Theoretical Founda-
tions of Chemical Engineering, 2006, vol. 40, no. 1,
pp. 5–14.

10. Palkin V.A., Razdelenie izotopov urana v kaskade s pro-
mezhutochnym otborom [Uranium Isotope Separation
in a Cascade with Additional Product Flow], Prospec-
tive Materials, 2010, vol. 8, pp. 11–14 (in Russian).

11. Smirnov A.Yu., Sulaberidze G.A., Obogashchenie re-
generirovannogo urana s odnovremennym razbavle-
niem 232–236U prirodnym syr’em i otval’nym uranom
[Enrichment of Regenerated Uranium with Simultane-
ous Dilution of 232–236U by Raw and Waste Uranium],
Atomic Energy, 2014, vol. 117, no. 1, pp. 36–42 (in Rus-
sian).

12. Palkin V.A., Primenenie kvaziideal’nyh kaskadov i op-
eracii razbavleniya dlya ochistki regenerirovannogo
geksaftorida urana [Application of Quaziideal Cascades
and the Operation of Dilution for Purification of Re-
generated Uranium Hexafluoride], Atomic Energy,
2016, vol. 121, no. 3, pp. 152–157 (in Russian).

13. Palkin V.A., Maslyukov E.V., Ochistka regenerirovan-
nogo urana v dopolnitel’nom otbore R-kaskada i ego
obogashchenie v ordinarnom kaskade [Purification of
reprocessed uranium in an additional product f low of a
matched abundance ratio cascade and its enrichment in
an ordinary cascade], Theoretical Foundations of Chem-
ical Engineering, 2016, vol. 50, no. 5, pp. 711–717 (in
Russian).

14. Palkin V.A., Purification of Regenerated Uranium in a
Two-Cascade Scheme Using Intermediate Product Ex-
traction in One of the Cascades, Atomic Energy, 2016,
vol. 121, no. 1, pp. 43–47.

15. Sulaberidze G.A., Borisevich V.D, Quanxin Xie., O ne-
kotoryh razdelitel’nyh problemah pri vovlechenii rege-



506

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 6  2019

НЕВИНИЦА и др.

nerirovannogo urana v toplivnyj cikl [On some separa-
tion problems involving the recycled uranium in the fuel
cycle], Sbornik dokladov IX mezhdunarodnoi nauchnoi
conferentsii “Fiziko-khimicheskiye protsessy pri selektsii
atomov i molekul”, Rossiya, Zvenigorod [Proc. of the 9th
international scientific conference “Physico-chemical
processes in the selection of atoms and molecules’,
Russia, Zvenigorod], 2004, pp. 78–85 (in Russian).

16. Sazykin A.A., Kvaziideal’nye kaskady dlya razdeleniya
mnogokomponentnyh smesej izotopov [Quasidial cas-
cades for separation of multicomponent mixtures of
isotopes], Sbornik dokladov V mezhdunarodnoi nauch-
noi conferentsii “Fiziko-khimicheskiye protsessy pri
selektsii atomov i molekul”, Rossiya, Zvenigorod [Proc.
of the 5th scientific conference “Physico-chemical pro-

cesses in the selection of atoms and molecules”, Russia,
Zvenigorod], 2000, pp. 51–57 (in Russian).

17. De la Garza A., Garrett G.A., Murphy J.E. Multicom-
ponent isotope separation in cascades, Chemical Engi-
neering Science, 1961, vol. 15, pp. 188–209.

18. Smirnov A.Yu., Gusev V.E., Sulaberidze G.A., Ne-
vinitsa V.A., Fomichenko P.A., Obogashchenie rege-
nerirovannogo urana v dvojnom kaskade gazovyh cen-
trifug s ego polnym vozvratom v vosproizvodstvo topli-
va [Reprocessed uranium re-enrichment in a double
cascade of gas centrifuges providing its complete return
to the nuclear fuel cycle], Vestnik NIYaU MIFI, 2018,
vol. 7, no. 6, pp. 449–457 (in Russian).



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”, 2019, том 8, № 6,
с. 507–514

507

УГЛЕРОДНЫЙ ФАКТОР В СОЕДИНЕНИЯХ КЮРИЯ С КОБАЛЬТОМ, 
ЖЕЛЕЗОМ. КАРБИДЫ КЮРИЯ

© 2019 г.   1, М. А. Рябинин1, Т. А. Чернакова1,*
1 Научно-исследовательский институт атомных реакторов”, 

 Димитровград, 433510, Россия
*e-mail: taticher@mail.ru

Поступила в редакцию 25.09.2019 г.
После доработки 07.10.2019 г.

Принята к публикации 15.10.2019 г.

Представлены результаты синтеза и рентгенографического исследования микрообразцов соедине-
ний кюрия-244 с кобальтом, железом, углеродом, полученных методом высокотемпературной кон-
денсации паров металлического кюрия на соответствующие подложки. Изучено влияние углерода
в системах Cm–Co и Cm–Fe. В системе кюрий-углерод обнаружены и рассчитаны параметры кри-
сталлических структур карбидов кюрия Cm2C3 и Cm3С, изоструктурные карбидам Am2C3 и Sm3С.
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ре. Показано влияние высокой альфа-активности нуклида 244Cm на кристаллические структуры по-
лученных соединений.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследования металлического состояния

трансплутониевых элементов (ТПЭ), а также
сплавов на основе ТПЭ, относятся к разряду уни-
кальных не только в России, но и во всем мире.
Получение экспериментального материала, с од-
ной стороны очень затруднено вследствие малой
доступности и высокой радиоактивности ТПЭ, а
с другой стороны исключительно ценно для раз-
вития теоретических представлений об особен-
ностях строения 4f (лантанидных) и 5f (актинид-
ных) элементов и в целом о Периодической си-
стеме элементов Д.И. Менделеева. Теоретически
и практически важным во всех случаях является
влияние высокой активности нуклидов на физи-
ческие, химические и технологичные свойства
материалов и изделий на основе этих нуклидов.

В АО “ГНЦ НИИАР” многие годы проводят
исследования по изучению способов получения,
структур, важнейших химических и физико-хи-
мических свойств известных соединений ТПЭ, от
нептуния до эйнштейния. Специалистами инсти-
тута опубликовано более 300 научных трудов по
результатам работ, внесен значительный вклад в
исследование фундаментальных свойств ТПЭ. В
частности, в работе [1] авторы обобщили и систе-
матизировали сведения о методах получения, ос-

новных свойствах и практическом применении
металлов и сплавов ТПЭ. Однако данная моно-
графия не раскрывает информацию по получе-
нию и исследованию интерметаллических соеди-
нения кюрия-244 с такими элементами Периоди-
ческой системы, как кобальт, железо и углерод.
Описание получения подобных микрообразцов и
результаты их исследований в литературных ис-
точниках практически отсутствуют. Именно эти
вопросы отражены в настоящей работе.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Для получения образцов кюрия-244 выбран
способ, ставший уже традиционным для получе-
ния интерметаллических соединений ТПЭ в АО
“ГНЦ НИИАР”, а именно металлотермическое
восстановление оксида кюрия торием с последу-
ющей конденсацией паров металла на соответству-
ющие подложки. В исследовании сплавообразова-
ния кюрия с углеродом подложки для конденсации
его паров представляли собой плоскопараллель-
ные пластины из иридия с предварительно нане-
сенным на них слоем аморфного углерода толщи-
ной ~1 мкм.

Установка и способ получения интерметалли-
дов и сплавов ТПЭ разработаны в ГНЦ НИИАР

В. М. Радченко

УДК 546.798.24:546.73:546.72:546.261

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА
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на подложках, не обладающих каталитической
способностью в водороде [2, 3]. Центральная
часть установки представлена на рис. 1. Процесс
состоит из двух стадий: 1 – восстановление окси-
да, 2 – вакуумная перегонка полученного метал-
ла. Обе стадии проводят не только в высоком ва-
кууме, но и при высокой температуре (вплоть до
2000°С), что обеспечивает достаточную скорость
испарения трансплутониевого металла. Аппара-
ты, в которых происходит процесс, изготавлива-
ют в основном из тантала, сочетающего в себе вы-
сокую жаропрочность, химическую инертность и
очень низкую упругость паров с удовлетворитель-
ными технологическими свойствами.

Идентификацию новых соединений ТПЭ про-
водили рентгеновским дифрактометрическим
методом, который позволяет: проводить струк-
турный анализ исследуемого материала (опреде-
лять координаты атомов в элементарной ячейке);
определять параметры элементарной ячейки ис-
следуемого вещества; определять состояния твер-
дого тела (кристаллическое, аморфное, аморфное
с кристаллическими включениями); исследовать
фазовый состав вещества (качественный и коли-
чественный анализы).

Рентгенографическую идентификацию фаз
выполняли с использованием “Рентгенометриче-
ской картотеки”, издаваемой Объединенным ко-
митетом по порошковым дифракционным стан-
дартам [4].

Кристаллографические данные сравнивали с
соответствующими данными по аналогичным
лантанидным и первым актинидным соединени-
ям: подобие структуры, “хорошее” соответствие
параметров решетки обычно служат доказатель-
ством получения нового соединения. Кристалли-
ческая структура новых соединений ТПЭ часто
является их единственной характеристикой, тем

не менее, она позволяет рассчитать по парамет-
рам решетки объем элементарной ячейки, плот-
ность, межатомные расстояния, определить тип
связи, а также выявить закономерности измене-
ния этих свойств вдоль актинидного ряда.

Содержание кюрия в образцах определяли
альфа, гамма-спектрометрическим методами
сравнением с эталонами.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

“Углеродный фактор” в системе кюрий–кобальт

Первые микрообразцы системы Cm–Co полу-
чены методом высокотемпературной вакуумной
конденсации паров металлического кюрия-244
на плоские подложки кобальта получены. Исход-
ный препарат кюрия содержал ∼93% нуклида
Cm-244 и менее 0.4% катионных примесей. Под-
ложки для конденсации паров представляли со-
бой полированные пластины из металлического
кобальта (содержание кобальта не менее 99.98%).
Содержание кюрия в образце 1 составило
0.079 мг, в образце 2 – 1.843 мг [5].

Идентификацию интерметаллических соеди-
нений системы Cm–Co проводили порефлекс-
ным сравнением исходных рентгенограмм с рент-
генограммами образцов системы Cm–Ni [6]. На
рентгенограммах образцов Cm–Ni присутствова-
ли многочисленные интенсивные рефлексы ин-
терметаллидов Cm2Ni17 (до 72 рефлексов) и CmNi5
(до 30 рефлексов), что помогло выявлению ре-
флексов интерметаллических соединений Cm2Co17
и CmCo5. Результаты расчетов параметров неко-
торых кристаллических решеток фаз, обнаружен-
ных при исследовании образца 1, приведены в
табл. 1.

Однако на исходной рентгенограмме образца 1,
снятой через 4 ч после его получения, кроме ре-
шеток интерметаллических соединений присут-
ствовали рефлексы, которые отнесли к следую-
щим фазам: α- и β-Со; В-Cm2O3; карбид кюрия
Cm2C3, идентифицированной по аналогии с
Th2C3 [4] и две кубических решетки типа шпине-
ли (пространственная группа Fd3m), приписан-
ных оксиду Co3O4; моноклинной решетки ThC2.

Рентгенограмму образца 2, записали через 4 ч
после получения образца системы Cm–Co. На
данной рентгенограмме идентифицированы ре-
шетки: α-Со; ГЦК β-Со; моноклинной решетке
B-Cm2O3; ГЦК решетке ThO2; двум гексагональ-
ным решеткам, интерпретированным как решет-
ки интерметаллидов Cm2Co17 и CmCo5, а также
кубической решетке с пространственной группой
Fd3m, интерпретированной, по аналогии с решет-
кой GdCo2 [4], как решетка интерметаллида
CmCo2 (фаза Лавеса), наличие углерода в системе

Рис. 1. Схема установки для получения металличе-
ского кюрия и его сплавов: 1 – подложка; 2 – тепло-
вой экран; 3 – высокочастотный индуктор; 4 – смесь
CmO2+Th или испаряемый металл; 5 – тигель.

1

2

3

4

5
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обозначилось в моноклинной решетке ThC2 (см.
табл. 2).

Казалось бы, присутствие оксидов и оксикар-
бидов на рентгенограммах интерметаллических
соединений ТПЭ было замечено и на более ран-
них исследованиях, но наличие карбида кюрия
идентифицировано впервые в образце Cm–Co с
содержанием 0.079 мг кюрия в образце. Причем
во втором образце с большим содержанием кю-
рия данная находка не подтвердилась, кюрий
полностью прореагировал с кобальтом, это новое
интерметаллическое соединение CmCo2 (фаза
Лавеса) интерпретированное, по аналогии с ре-
шеткой GdCo2 [4].

Полученный результат впервые заставил заду-
маться о возможности целенаправленного иссле-
дования кюрия с углеродом, с целью облегчения
при дальнейшей работе исследования взаимодей-
ствия кюрия-244 с другими элементами Перио-
дической системы, но интерес в пользу изучения

интерметаллических соединений кюрия суще-
ственно перевешивал.

“Углеродный фактор” в системе кюрий–железо
Присутствие углерода замечено и в интерме-

таллической системе Cm–Fe [7]. “Углеродный
фактор” проявился в следующем:

− тетрагонализация решетки α-Fe (подложки);
− появление карбида ThC2 на подложке;
− увеличенный параметр ThO2 (5.642 Å по

сравнению с 5.600 Å для чистого ThO2) – факти-
чески это соединение имеет состав Th(O, C)2;

− увеличенный атомный объем ДГПУ решет-
ки α-Cm в результате внедрения в нее атомов уг-
лерода;

− увеличенный параметр CmO на исходной
рентгенограмме образца и отсутствие некоторых
рефлексов ГЦК решетки CmO на последующих
рентгенограммах: не исключено что фактически
мы видим отдельные рефлексы некубической ре-
шетки соединения CmOC (в банке данных име-

Таблица 1. Расчетные ПКР интерметаллидов и карбидов, обнаруженных на рентгенограммах образца 1 системы
Cm–Co (0.079 мг 244Cm)

Примечания (здесь и далее). В столбце “Решетка” в скобках указана пространственная группа кристаллической решетки. В
скобках после значений параметров решетки приведены ошибки определения последнего знака. n – Число рефлексов в рас-
четном наборе. F – критерий адекватности: чем меньше F, тем лучше расчетная модель соответствует экспериментальному
набору рефлексов 2Θэксп. * По рефлексу (211).

Фаза Решетка τ, ч n
Параметры решетки

F
a, Å b, Å c, Å β, град V, Å3

Cm2Co17 Гекс (P63/mcm) 4 8 8.353(8) 8.067(6) 487(1) 2.3

CmCo5 Гекс (Р6/mmm) 4 6 4.917(3) 4.057(2) 84.9(2) 3.7

Cm2C3 Куб ( )
4 4 8.323(6) 4.4

24 1 8.34(1)* –

ThC2 Мнкл (С2/с) 4 15 6.541(4) 4.259(3) 6.584(4) 103.96(3) 178.0(4) 2.7

43I d

Таблица 2.  Расчетные ПКР отдельных фаз, обнаруженных на рентгенограммах образца 2 системы Cm–Co (1.843
мг 244Cm)

Фаза Тип решетки τ, сут n
Параметры решетки

F
a, Å b, Å c, Å β, град V, Å3

Cm2Сo17 Гекс (P63/mcm) 0.16 8 8.378(7) 8.070(5) 491(1) 2.1

CmCo5 Гекс (P6/mmm) 0.16 6 4.88(1) 4.08(4) 84(1) 20

CmCo2 Куб (Fd3m) 0.16 6 7.242(2) 379.8(3) 13.2

ThC2 Мнкл (С2/с)

0.16 10 6.523(3) 4.185(1) 6.603(3) 104.55(2) 174.5(2) 0.3

5 7 6.54(1) 4.215(4) 6.62(7) 104.6(1) 177(1) 3.8

7 5 6.52(7) 4.202(9) 6.62(2) 104.9(3) 175(4) 3.7
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ются сведения о возможном аналоге – соедине-
нии CeOC с моноклинной (при Т < 1333 К) и тет-
рагональной (при Т > 1333 К) решеткой).

Образец получали методом высокотемпера-
турной вакуумной конденсации паров металли-
ческого кюрия-244 на плоскую подложку в виде
фольги из железа “Армко”. Исходный препарат
кюрия содержал ~93% нуклида Cm–244 и менее
0.4% катионных примесей. Конденсацию кюрия
на нее проводили при постепенном увеличении
температуры испарения до ~2050°С. Установле-
но, что образец содержал 917 мкг кюрия [7].

На исходных рентгенограммах образца, запи-
санных через 1 и 2 сут, зафиксировано – 50 и
34 рефлекса соответственно. С помощью ком-
пьютерного банка данных [4] идентифицированы
кристаллические решетки, расчетные параметры
которых представлены в табл. 3.

Практически все фазы, кристаллические ре-
шетки которых выявлены на исходной рентгено-
грамме образца Cm–Fe, являются неравновесны-
ми: они были получены при кратковременном
высокотемпературном взаимодействии атомов
Cm, Th, O и С с твердым кристаллическим Fe, за
которым последовало быстрое охлаждение (за-
калка) образца. Последующее облучение
(рентгенографируемой) поверхности образца
α-частицами и ядрами отдачи при интенсив-
ном альфа-распаде 244Cm привело к своеобраз-
ному радиационному отжигу неравновесных фаз,
их переходу в более равновесное состояние. Рент-
генографически это за 4 сут выдержки прояви-
лось следующим образом:

1. Распадался твердый раствор углерода в α-Fe,
что проявлялось исчезновением “расщепления”
рефлексов и уменьшением атомного объема ре-
шетки α-Fe.

2. Углерод уходил из ГЦК решетки Th(O, C)2,
что проявилось уменьшением ПКР соединения
от а = 5.642 Å (τ = 1 сут) до а = 5.629 Å (τ = 4 сут),
т.е. приближением ПКР к значению а = 5.600 Å,
соответствующему чистому ThO2.

3. В моноклинной решетке ThC2 наблюдали
сближение ПКР “а” и “с” с одновременным
уменьшением объема ячейки (см. табл. 3); это мо-
жет означать преобразование моноклинной ре-
шетки соединения в более равновесную (тетраго-
нальную или гексагональную) модификацию.

4. Для гексагональной решетки интерметалли-
да Cm2Fe17 в интервале 1–2 сут наблюдали умень-
шение обоих ПКР; в интервале 2–3 сут – обрат-
ный процесс (см. табл. 3), а после 4 сут выдержки
уже произошла рентгеноаморфизация решетки.

5. ПКР интерметаллида CmFe2 изменялся сле-
дующим образом: а = 7.213(2) Å (τ = 1 сут) →
→ 7.240(3) Å (τ = 2 сут) → 7.231(7) Å (τ = 3 сут) →
→ аморфизация (τ = 4 сут выдержки).

В целом, фазы, в состав которых не входил
244Cm, переходили в более равновесное состоя-
ние, а кристаллические решетки фаз, сдержав-
ших 244Cm, частично или полностью рентге-
ноаморфизировались.

Наличие “углеродного фактора” при приго-
товлении образцов систем Cm–Co и Cm–Fe объ-
ясняли возможным присутствием углерода, как в

Таблица 3. Параметры решеток фаз на рентгенограмме 1 образца 2 (τ = 1 сут)

Фаза Решетка τ, сут n1
Параметры решетки

F3

a, Å b, Å c, Å β, Å V, Å3

CmFe2 куб.
1 8 7.213(2) 13.0
2 5 7.240(3) 19.6
3 5 7.231(7) 5.5

Cm2Fe17 гекс.
1 12 8.406(3) 8.122(2) 497.0(5) 1.6
2 9 8.377(5) 8.081(6) 491(1) 1.9
3 9 8.401(8) 8.12(1) 496(2) 6.2

Fe(C) тетр.
1 6 2.8635(5)2 2.9083(6) 23.85(1) 0.93
2 5 2.858(1) 2.889(3) 23.60(4) 3.8
3 5 2.860(1) 2.874(9) 23.51(9) 7.3

α-Fe ОЦК
3 4 2.861(1) 23.42(3) 5.2
4 3 2.862(2) –

ThC2 мнкл.

1 11 6.59(1) 4.245(2) 6.74(2) 102.77(7) 184(1) 3.4
2 9 6.74(1) 4.230(3) 6.74(1) 103.2(1) 187.1(8) 2.6
3 9 6.72(1) 4.244(5) 6.72(1) 103.3(2) 186.5(9) 5.6
4 9 6.68(1) 4.245(4) 6.68(1) 101.9(1) 186(1) 3.5
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самом тигле, так и в атмосфере остаточных газов
(в виде летучих соединений). Отсутствие инфор-
мации в литературных источниках о карбидах кю-
рия и желание получения достоверной информа-
ции о поведении углерода в процессе приготовле-
ния образцов с содержанием кюрия-244, привели
к необходимости целенаправленного исследова-
ния взаимодействия кюрия-244 с углеродом.

Карбиды кюрия

Из литературных данных [8] известно три типа
бинарных соединений трансурановых элементов
(Np и Pu) с углеродом: моно-, полуторные и ди-
карбиды. Для Pu дополнительно идентифициро-
ван также карбид состава Pu3C2 [9]. Для Am полу-
чен только полуторный карбид [10]. По соедине-
ниям Cm с углеродом никаких данных нет.

Исходный препарат кюрия содержал ~93%
нуклида 244Cm и менее 0.4% катионных примесей.
Подложки для конденсации его паров представ-
ляли собой плоскопараллельные пластины из
иридия с предварительно нанесенным на них
слоем аморфного углерода толщиной ~1 мкм.
Как и ожидалось, углерод прореагировал только с
кюрием и не прореагировал с иридием, который
имеет весьма высокую температуру плавления и
не образует карбидов.

Было получено два образца. Образец 1 получа-
ли при более высокой температуре испарения
кюрия. Содержание кюрия в нем составило
790 мкг. Образец 2 содержал 150 мкг кюрия.

На поверхности образца 1 зафиксированы ин-
тенсивные рефлексы кубической решетки про-

странственной группы  с параметром а =
= 8.3904(5) Å и рефлексы ГЦК решетки с пара-
метром а = 5.172(2) Å (время выдержки образца
20 ч), а на поверхности образца 2 – рефлексы ку-
бической решетки пространственной группы 
с параметром а = 8.391(3) Å (время выдержки об-
разца 24 ч). Кроме того, на обеих исходных рент-
генограммах присутствовали интенсивные ре-
флексы ГЦК решетки иридия, а также относи-
тельно слабые рефлексы моноклинной решетки
Cm2O3 и рефлексы ГЦК решетки ThO2 .

Результаты расчета параметров кристалличе-
ских решеток карбидов кюрия, обнаруженных
при исследовании образцов Cm–C, представле-
ны в табл. 4.

Необходимо отметить, что кубическая решет-
ка с пространственной группой  и с парамет-
ром а = 8.323(6) Å была обнаружена при исследо-
вании системы Cm–Co на рентгенограмме одно-
го из образцов. Уже тогда ее предположительно
приписали решетке Cm2C3, образовавшейся в ре-
зультате взаимодействия металлического кюрия с
углеродосодержащими соединениями в вакуум-
ной системе.

Идентификацию предполагаемых карбидов
кюрия проводили методом сравнения наборов
межплоскостных расстояний и интенсивностей
рефлексов известных соединений лантанидов и
актинидов с данными, полученными на рентге-
нограмме исследуемого образца, при этом учиты-
вая разницу металлических радиусов лантанидов
и америция.

43I d

43I d

43I d

Таблица 4. Расчетные ПКР карбидов кюрия, обнаруженных на рентгенограммах образцов системы Cm–C

Фаза Решетка τ, ч n
Параметры решетки

F
a, Å V, Å3

Образец 1

Cm2C3 Куб ( )

20 19 8.3904(5) 590.7(1) 0.9
44 22 8.4177(4) 596.5(1) 0.4
68 16 8.4351(5) 600.2(1) 0.5
92 10 8.450(2) 603.4(4) 2.5

308 2 8.437(2) 600.6(4) –

Cm3C ГЦК

20 6 5.172(2) 138.3(2) 0.6
44 5 5.21102(1) 141.504(1) 0.5
68 4 5.210(2) 141.4(2) 14.5
92 – – – –

Образец 2

Cm2C3 Куб ( )
24 5 8.391(3) 590.8(6) 1.0
48 6 8.408(6) 594.4(1.3) 1.7
72 5 8.41(1) 594.8(2.1) 5.1

43I d

43I d
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РАДЧЕНКО и др.

Влияние интенсивного альфа-распада 244Cm
на кристаллические структуры Cm2C3 и Cm3C
при комнатной температуре можно проследить
по результатам обработки пяти последовательно
снятых рентгенограмм образца 1. Как и для дру-
гих интерметаллических соединений 244Cm, это
влияние проявляется увеличением параметров
решетки с одновременным ослаблением их ин-
тенсивности и последующим полным исчезнове-
нием, т.е. распуханием и последующей рентге-
ноаморфизацией решетки. Полной аморфизации
кристаллической решетки Cm2C3 не произошло и
через 13 сут выдержки, хотя на последней рентге-
нограмме осталось только два наиболее интен-
сивных рефлекса этой решетки. Зависимость из-
менения параметра решетки Cm2C3 от времени
самооблучения приведена на рис. 2. Регистрируе-
мое распухание решетки за первые 92 ч выдержки
составило ≈2.4%. Аморфизация решетки карбида
Cm3C произошла значительно быстрее, чем у
Cm2C3, – в интервале от 68 ч до 92 ч выдержки, а
регистрируемое распухание решетки составило
2.1–2.4% за первые 68 ч выдержки образца (рис. 3).
Непосредственно перед аморфизацией параметр
решетки обоих карбидов явно уменьшается (см.
рис. 2, 3).

Количество кюрия в образце 1 оказалось до-
статочным для образования как карбида Cm2C3
(атомная доля кюрия 40%), так и карбида Cm3С
(атомная доля кюрия 75%). Содержание кюрия в
образце 2 оказалось существенно меньше, и он
весь прореагировал с углеродом с образованием
только соединения Cm2C3 (на карбид Cm3C кю-
рия не хватило).

Если бы в системе Cm–C существовал карбид
CmC или карбид CmC2, то рефлексы одного из

этих соединений обязательно присутствовали бы
на рентгенограмме образца 2. Никаких “посто-
ронних” рефлексов на рентгенограммах обоих
полученных образцов не обнаружено. Это может
означать, что других карбидов, кроме двух иден-
тифицированных в настоящей работе, в системе
Cm–C не существует.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом высокотемпературной вакуумной
конденсацией паров металлического кюрия-244
на подложке из иридия с предварительно нане-
сенным на их поверхность слоем аморфного угле-
рода (толщиной 1 мкм) получены первые образ-
цы, предназначенные для исследования системы
Cm–C. Образец 1 содержал 790 мкг кюрия, обра-
зец 2–150 мкг. Рентгенодифрактометрическим
методом идентифицированы новые, ранее не из-
вестные соединения в системе кюрий–углерод:
Cm2C3 кубическая решетка (пространственная
группа ), CmC3 кубическая решетка (про-
странственная группа Fm3m).

Изучено влияние альфа-распада кюрия-244 на
полученные кристаллические структуры соеди-
нений кюрия с углеродом. Показано, что под дей-
ствием интенсивного альфа-распада 244Cm ре-
шетки обоих карбидов распухают, а затем полно-
стью рентгеноаморфизируются. Регистрируемое
распухание решетки Cm2C3 составило 2.4% за 92 ч
выдержки, а распухание решетки Cm3C – 2.1–
2.4% за 68 ч. Обнаружено также небольшое распу-
хание ГЦК решетки иридия под действием альфа-
частиц 244Cm, находящегося на его поверхности.

По результатам общего анализа предполо-
жено, что в системе Cm–C существуют только

43I d

Рис. 2. Изменение параметра решетки карбида
Cm2C3 при выдержке образца 1.
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Рис. 3. Изменение параметра решетки карбида Cm3C
при выдержке образца 1.
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два карбида, которые и обнаружены в настоящей
работе.
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Описаны качественные особенности численного интегрирования двухточечных краевых задач по-
гранслойного типа с помощью нелокальных преобразований. Такие преобразования, которые ино-
гда называются также преобразованиями типа Сундмана, задаются с помощью вспомогательного
дифференциального уравнения и позволяют “растягивать” область пограничного слоя (после чего
уже можно применять любые адекватные численные методы с постоянным шагом). Приведены
имеющие точные решения в элементарных функциях многопараметрические нелинейные сингу-
лярно возмущенные краевые задачи с малым параметром, которые можно использовать для тести-
рования различных численных методов с неравномерной сеткой. Особое внимание уделяется ис-
следованию наиболее сложных для численного анализа краевых задач, которые имеют немонотон-
ные решения или вырождаются на границе пограничного слоя. Сопоставление численных и точных
решений показывает высокую эффективность метода нелокальных преобразований в краевых зада-
чах с пограничным слоем.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с малым параметром, сингулярно возмущенные
краевые задачи, пограничный слой, нелокальные преобразования, точные и численные решения
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1. ВВЕДЕНИЕ

Сингулярно возмущенные линейные и нели-
нейные краевые задачи с малым параметром  ча-
сто используются для математического модели-
рования различных явлений и процессов в науке
и технике (см., например, [1–8]). Важной харак-
терной качественной особенностью таких задач
является то, что при  порядок рассматривае-
мого дифференциального уравнения уменьшает-
ся и нельзя удовлетворить некоторым граничным
условиям.

Решения сингулярно возмущенных краевых
задач имеют большие градиенты в узких областях
(пограничных слоях), что приводит к потере схо-
димости стандартных конечно-разностных мето-
дов и сильно ограничивает их область примени-
мости для интегрирования такого рода задач.
Первыми работами, где в полной мере говори-
лось о неэффективности классических конечно-

разностных схем и необходимости разработки
специальных схем, обладающих свойством схо-
димости независимо от значения малого пара-
метра, были публикации [9, 10], в которых были
заложены основы двух разных подходов к реше-
нию краевых задач с пограничным слоем. В [9]
была предложена классическая центрально-раз-
ностная схема с сеткой, сгущающейся вблизи по-
граничных слоев. В [10] была использована схема
экспоненциальной подгонки, коэффициенты ко-
торой подобраны так, чтобы на погранслойной
составляющей решения схема была асимптотиче-
ски точной.

Различные методы численного интегрирова-
ния линейных и нелинейных сингулярно возму-
щенных краевых задач рассматриваются, напри-
мер, в [11–30]. Для численного решения таких за-
дач многие авторы используют методы с кусочно-
равномерной сеткой, которая характеризуется
малым шагом в пограничном слое и большим ша-

ε

ε = 0
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гом за его пределами (см., например, [13, 15, 22–
24, 27, 30]). Важно отметить, что в методах, осно-
ванных на использовании кусочно-равномерной
сетки (а также методов, разработанных в [9, 10]),
явно или неявно учитывается априорная инфор-
мация о структуре и скорости затухания асимпто-
тических решений в пограничном слое.

В данной статье для численного интегрирова-
ния сингулярно возмущенных краевых задач с од-
ним пограничным слоем на начальном этапе
используются нелокальные преобразования, ко-
торые на заключительном этапе позволяют инте-
грировать редуцированную задачу стандартными
численными методами с равномерным шагом.
Основные идеи этого метода были изложены в
[31, 32]. В данной работе исследуются наиболее
сложные для численного анализа краевые задачи,
которые имеют немонотонные решения или/и
имеет место вырождение на границе погранично-
го слоя. Предложено несколько новых эффектив-
ных нелокальных преобразований.

Замечание 1. Нелокальные преобразования ис-
пользовались в [33–38] для численного интегри-
рования нелинейных задач Коши, которые имели
монотонные и немонотонные решения с обостре-
нием (такие задачи характеризуются очень боль-
шими градиентами в окрестности сингулярной
точки, положение которой заранее неизвестно).
Сравнение точных и численных решений ряда те-
стовых задач для дифференциальных уравнений
первого, второго, третьего и четвертого порядков,
а также систем уравнений, показало высокую эф-
фективность этого метода для численного инте-
грирования задач с обострением.

Замечание 2. Нелокальные преобразования
специального вида использовались в [39–41] для
получения точных решений, первых интегралов,
и линеаризации обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка.

2. КАЧЕСТВЕННЫЕ ОСОБЕННОСТИ 
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ КРАЕВЫХ 

ЗАДАЧ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ
2.1. Модельная линейная трехпараметрическая 

краевая задача. Точные и асимптотические 
решения. Область пограничного слоя

Напомним качественные особенности крае-
вых задач, имеющих решения погранслойного
типа, на примере простой модельной задачи.

Тестовая задача 1. Рассмотрим двухточечную
краевую задачу для линейного обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка
с постоянными коэффициентами

(1)ε + + = < < ;
= , = ,

'' ' 0 (0 1)
(0) (1)

xx xy y y x
y a y b

где , ,  – свободные определяющие парамет-
ры. В этой задаче при  ( ) пограничный
слой образуется вблизи точки .

В зависимости от значений свободных пара-
метров задача (1) может иметь как монотонные,
так и немонотонные решения. Точное решение
этой задачи определяется формулами

(2)

Для малых  справедливы приближенные со-
отношения , , , а
соответствующее асимптотическое решение за-
дачи (1) имеет вид

(3)

Для конкретности далее будем полагать, что
, . Если , то функция (3) монотон-

но убывает. Если , то функция (3) монотон-
но (и очень быстро) возрастает в узкой области

, где

(4)

а в оставшейся области  решение моно-
тонно (и достаточно медленно) убывает.

Точные решения (2) задачи (1) показаны
сплошными линиями на рис. 1 для двух наборов
численных значений определяющих параметров:
a) , ,  и b) , , .
Для второго набора значений решение в области

 быстро возрастает (от
нуля до максимального значения ),
а в области  медленно убывает; в этом
случае максимум разности между асимптотиче-
ским решением (3) и точным решением (2) на
всем интервале  равен  (а от-
носительная погрешность равна ).

При применении прямых численных методов
в таких задачах, чтобы учесть особенности реше-
ния в области пограничного слоя, необходимо
взять достаточно много точек в малой окрестно-
сти левой границы. Поэтому использование рав-
номерных сеток во всей области изменения неза-
висимой переменной  при  связано с необ-
ходимостью разбиения области  на
большое число интервалов интегрирования.
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2.2. Порядковое соотношение между первой 
и второй производной

Важно отметить, что производные от реше-
ния (2) на левой границе очень велики при :

(5)

Например, при , , , имеем
.

Пусть . Исключив  из (5), полу-
чим порядковое соотношение

(6)

В [31, 32] было показано, что порядковое соот-
ношение между производными (6) носит доста-
точно общий характер и справедливо в области
пограничного слоя, если главный член асимпто-
тического разложения решения при  имеет
вид , где  – гладкая функция,
имеющая ограниченные и не обращающиеся в
нуль производные в некоторой окрестности точ-
ки , а  – функция, обладающая свой-
ством  при .

3. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ, ОСНОВАННОЕ НА 
НЕЛОКАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ

3.1. Общее описание метода решения

Будем рассматривать двухточечные задачи для
обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка с граничными условиями перво-

ε → 0
− −

= =−ε − , ε − .� �

1 2
0 0' ''( ) | ( ) ( ) | ( )a x x a x xy a eb y a eb

= 0a = 1b ε = .0 005
= .�0'( ) | 543 656a x xy

− = (1)a eb O ε

= .2'' '| | (| | )x xy O y

ε → 0
= ϕ δ( / )y x ϕ = ϕ( )z

= 0z δ = δ ε( )
δ → 0 ε → 0

го рода, которые в безразмерных переменных
имеют вид

(7)

(8)

где функция  может зависеть от малого парамет-
ра . Для сингулярно возмущенных краевых
задач правая часть рассматриваемого уравнения
имеет вид , где  –
гладкая функция трех аргументов.

Нелокальная переменная  вводится с помо-
щью дифференциального уравнения первого по-
рядка и начального условия [31, 32]:

(9)

где  – регуляризующая функция, ко-
торая может варьироваться.

Представим уравнение второго порядка (7) в
виде эквивалентной системы двух уравнений
первого порядка

(10)

Используя (9), перейдем от  к новой незави-
симой переменной  в (10) и (8). В результате ис-
ходная краевая задача (7)–(8) преобразуется к
следующей задаче для системы из трех уравне-
ний:

= , , < < ;'' '( ) (0 1)xx xy f x y y x

= , = ,(0) (1)y a y b

f
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−= ε , , , ε1 '( )xf F x y y , , ,( 0)F x y z

ξ

ξ = , , , ξ = ,' '( ) (0) 0x xg x y y

= , , '( )xg g x y y

= , = , , .' ' ( )x xy z z f x y z

x
ξ

Рис. 1. Точные решения (2) задачи (1) (сплошные линии) и численные решения преобразованной задачи (11) (точки)

при  для двух наборов численных значений определяющих параметров: a) , , ;
b) , , .
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(11)

где значение  определяется в процессе вычисле-

ний из условия .

При подходящем выборе регуляризующей

функции  задачу (11) можно решать
методом пристрелки с помощью стандартных

численных методов с постоянным шагом по 
[42–47].

3.2. Регуляризующие функции. Асимптотическое 
условие. Примеры

Для численного решения краевых задач будем
использовать регуляризующие функции вида [31, 32]:

(12)

где  – правая часть уравнения (7) и

. На функцию  накладываем
условия

(13)

где , . Условие нормировки – последнее
соотношение в (13) – не является обязательным.
При использовании регуляризующих функций
вида (12) для плоских и прямолинейных участков

кривой , на которых , фиксиро-

ванный размер шага по  дает фиксированный
размер шага по . Отметим, что если уравне-
ние (7) является автономным (т. е. не зависит яв-
но от ), а регуляризующая функция выбирается
в виде (12), то второе и третье уравнения систе-
мы (11) образуют замкнутую подсистему, которая
интегрируется независимо от первого уравнения.

Для сингулярно возмущенных краевых за-
дач (7)–(8) с малым параметром при старшей
производной, у которых правая часть уравне-
ния (7) имеет вид

при выборе регуляризующих функций помимо
условий (12)–(13) следует учитывать дополни-

тельные соображения. Если положить  (т.е.
не использовать нелокальные преобразования) и

 устремить к нулю, то правые члены двух послед-
них уравнений системы (11) в области погранич-
ного слоя будут стремиться к бесконечности,

поскольку  и  (см. порядковое соот-
ношение (6)). Указанное обстоятельство суще-
ственным образом усложняет численное инте-

грирование краевой задачи при  и приводит
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к необходимости пропорционально измельчать
шаг сетки при уменьшении .

Избежать измельчения сетки при  и ра-

ботать с постоянным шагом по  можно путем ис-
пользования регуляризующих функций ,
удовлетворяющих асимптотическому условию

(14)

(в этом случае правая часть второго уравнения си-
стемы (11) не будет иметь сингулярностей при ма-
лых , а третье уравнение этой системы в области
пограничного слоя будет иметь существенно

меньшую сингулярность, чем при ). В част-
ности, можно брать регуляризующие функции,
имеющие асимптотики

(15)

где  и  – положительные константы порядка
единицы. Отметим, что простые регуляризующие
функции биноминального вида

(16)

имеют асимптотики (15) при  и удовле-
творяют условию нормировки в (13). Использова-
ние регуляризующих функций (16) позволяет
подавить неограниченный рост правой части вто-
рого уравнения системы (11) в области погранич-

ного слоя при  и уменьшить (по сравнению

с ) правую часть третьего уравнения. Далее,
на конкретных примерах будет показано, что ре-
гуляризующие функции вида (16) имеют ограни-
ченную область применения.

На практике целесообразно использовать ре-
гуляризующие функции смешанного вида

(17)

которые удовлетворяют асимптотическому усло-
вию (14), а также условию нормировки в (13).
Формулы (17) включают в себя два параметра

 и , которые могут варьироваться (при

). Далее будет показано, что регуля-
ризующие функции вида (17) являются более
универсальными, чем функции (16), и обычно
приводят к гораздо более точным численным ре-
шениям.

Эффективными также являются более слож-
ные регуляризующие функции

(18)

В разд. 4 и 5 будет проведено сопоставление
эффективности регуляризующих функций (16)–
(18) путем численного интегрирования линейных
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и нелинейных сингулярно возмущенных тесто-
вых краевых задач с малым параметром, которые
допускают точные решения.

3.3. Дополнительные пояснения и комментарии

.Из уравнения (9) и формулы (12), для малых

приращений аргумента , пренебрегая членами

порядка , получим

где  и . Отсюда следует, что выбор

постоянного шага по новой переменной 
эквивалентен использованию переменного шага

для исходной независимой переменной .

Предположим, что , ,  и

. Тогда рост производной  с увеличением 

приводит к уменьшению шага . Таким обра-
зом, применение нелокальных преобразований
соответствует автоматическому выбору перемен-
ного шага по . При использовании формул (16)–

(18) шаг  мал в области пограничного слоя.

.В данной работе используется комбинация
классического явного метода Рунге–Кутты чет-
вертого порядка аппроксимации с фиксирован-
ным шагом и метода пристрелки, реализованных
в среде Maple [46]. Для этого численно интегри-
руется вспомогательная задача Коши, описывае-
мая преобразованными уравнениями (11) с пер-
выми двумя условиями в левой крайней точке и

дополнительным начальным условием . В
качестве начального пристрелочного значения

берется . Искомое значение параметра
 определяется, когда решение удовлетворит гра-

ничному условию в крайней правой точке 
(см. последнее граничное условие в (11)).

.После применения к рассматриваемой крае-
вой задаче нелокального преобразования на за-
ключительном этапе можно использовать любые
эффективные численные методы с постоянным
шагом (например, явные и неявные методы Рун-
ге–Кутты, явные методы Адамса–Башфорта и
неявные методы Адамса–Моултона [48–50]).

4. СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ 
ЛИНЕЙНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ. 

СРАВНЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ И 
АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

4.1. Линейная тестовая задача. Численные 
решения, полученные с использованием различных 

регуляризующих функций
Сначала проиллюстрируем характерные осо-

бенности метода нелокальных преобразований
на линейных краевых задачах.

На рис. 1 точками показаны результаты чис-
ленного решения преобразованной задачи (11),

�

1

Δx
Δ( )o x

Δξ = , Δ ,(| | | |)G z f x

= 'xz y = ''xxf y
Δξ = h

Δ = /x h G
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= | |u z z x
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Δx

�

2

=(0)z s

−= ε�

1

0s s
s

= 1x

�

3

использованной для решения исходной задачи (1),

для  с регуляризующей функцией

, которые получены методом

стрельбы с постоянным шагом  для двух
наборов числовых значений определяющих пара-

метров: , ,  (монотонное реше-

ние) и , ,  (немонотонное ре-
шение). Видно, что имеет место хорошее совпа-
дение численных и точных решений (точные
решения определяются по формуле (2) и пред-
ставлены сплошными линиями).

В табл. 1 приведены максимальные абсолют-
ные погрешности численных решений преобра-
зованной задачи (11), используемой для интегри-

рования исходной задачи (1), при , ,

 и , ,  для трех шагов 
и восьми различных регуляризующих функций .
Для сравнения аналогичные данные указаны так-

же для случая , который соответствует пря-
мому численному решению (без использования
преобразований) с тем же шагом по . Видно, что
семь регуляризующих функций (№№ 2–8) позво-
ляют получать численные решения во всей обла-
сти с высокой точностью даже при достаточно

большом шаге (по ), равном .

В табл. 2 приведены максимальные абсолют-
ные погрешности численных решений преобра-
зованной задачи (11), используемой для интегри-

рования исходной задачи (1), при , ,

 и , ,  для различного

числа точек сетки  (здесь  – длина ин-
тервала численного интегрирования преобразо-
ванных уравнений).

Сравним, например, максимальные абсолют-
ные погрешности численных решений, получен-

ных для данного  с регуляризующими
функциями № 7 и № 9 (последнее решение полу-
чено без использования преобразований) с оди-
наковым числом точек сетки. В этом случае при

 использование нелокального преобразо-
вания позволяет повысить точность численного

решения более чем в 856–1267 раз, а при  –
приблизительно в 853–3016 раз.

Видно, что для всех регуляризующих функ-
ций, рассмотренных в табл. 2, точность числен-
ного интегрирования задачи (1) с монотонным

решением для ,  значительно выше точ-
ности численного интегрирования задачи (1) с

немонотонным решением для , .

Также видно, что функция № 1 малоэффек-
тивна для немонотонного решения. Это связано с
тем, что вблизи пограничного слоя наблюдается

резкий экстремум в точке  (см. рис. 1b), где

производная обращается в нуль: .

Используя асимптотическую формулу (3) при

−= −ε +1
( )f z y

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

= .0 01h
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, , находим кривизну в точке экстрему-
ма

(19)

Таким образом, кривизна  стремится к беско-

нечности при . Поэтому в окрестности точ-

ки экстремума , где происходят наиболее суще-

ственные качественные изменения решения, не-
обходимо сделать небольшой шаг для получения
высокой точности численных расчетов. При вы-
боре регуляризующей функции № 1 в табл. 2 в

окрестности экстремума имеем ; сле-

довательно величина шага по  (при фиксирован-

ном ) здесь будет максимальной (тогда как для

= 0a = 1b

( )∗ = ∗/
= ∗

= = − .
ε+

�

2 3 2

''| | 1
''| | 1

'(1 | | )

xx
xx x x

x x x

yk y e
y

*
k

ε → 0

*
x

= + ≈1 | | 1g z
x

N

этой области с большой кривизной требуется не-
большой шаг). Это обстоятельство приводит к
большой ошибке вычисления в области экстре-

мума для функции .

Чтобы пояснить вышесказанное более нагляд-
но, сделаем дробно-линейное преобразование
независимой переменной

(20)

которое растягивает область пограничного слоя и

переводит точку  прямой  в точку 

прямой  (и оставляет конечные точки рассмат-
риваемого интервала неподвижными). На рис. 2a)
сплошной линией изображено точное решение (2)

задачи (1) в плоскости ,  для , ,

= +1 | |g z

β += , β = ,
+ β −

( 1) *
1 2

*

xxX
x x

*
x x = 1/2

*
X

X

X y = 0a = 1b

Таблица 1. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-

шения исходной задачи (1), для различных регуляризующих функций  при  для трех шагов . Здесь

 и 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений для , 

№ Регуляризующая функция Шаг 0.1 Шаг 0.05 Шаг 0.01

1 0.017119347 0.006702741 0.000137030

2 0.000707586 0.000160259 0.000001602

3 0.000512010 0.000112509 0.000000410

4 0.000611528 0.000146118 0.000001741

5 0.000900004 0.000204128 0.000001775

6 0.000886025 0.000193071 0.000002601

7 0.000550849 0.000119910 0.000000414

8 0.000707586 0.000160259 0.000001602

9 процесс расходится процесс расходится 0.193331173

Максимальная абсолютная погрешность численных решений для , 

№ Регуляризующая функция Шаг 0.1 Шаг 0.05 Шаг 0.01

1 0.047029578 0.013710597 0.000713696

2 0.000824707 0.000249922 0.000001663

3 0.000265927 0.000025385 0.000000017

4 0.000570299 0.000115649 0.000000554

5 0.000559160 0.000109360 0.000000180

6 0.000630398 0.000136417 0.000000390

7 0.000602708 0.000090517 0.000000145

8 0.000592523 0.000122175 0.000000346

9 процесс расходится процесс расходится 0.528189578

g ε = .0 005 h
/= , 1 2

1 max(| | | | )R z f = ,2
2 max( | |)R z f
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. Абсолютная погрешность  численно-
го решения преобразованной задачи (11) с регуля-

ризующей функцией , шагом  и

теми же самыми значениями параметров показа-
на на рис. 2b). Видно, что максимальная абсолют-
ная погрешность в этом случае находится в обла-
сти перехода между пограничным слоем и внеш-
ней областью (вблизи экстремума функции ). К

сожалению, в общем случае точка  заранее не-

известна; поэтому для численного интегрирова-
ния не удается использовать преобразование (20).

Регуляризующие функции смешанного типа

№№ 3–8 в табл. 1 и 2 в дополнение к  содер-

жат также  и удовлетворяют асимптотиче-
скому условию (14) в области пограничного слоя.
Включение второй производной в эти формулы

ε = .0 005 E

= +1 | |g z = .0 01h

y

*
x

= 'xz y
= ''xxf y

позволяет учесть большую кривизну в окрестно-
сти точки экстремума (см. (19)) и, соответствен-
но, уменьшает размер шага по  (при постоянном

шаге по ) в этой области. Поэтому точность чис-
ленных решений, полученных с помощью регу-
ляризующих функций №№ 3–8, значительно вы-
ше, чем при использовании функции № 1. Для

немонотонного решения (при , ) наи-
лучшие результаты дает регуляризующая функ-
ция № 7.

На рис. 3 изображены результаты численного
интегрирования преобразованной задачи (11),
используемой для решения исходной задачи (1),

для , , ,  и

. Для наглядности решения при-

водятся как с использованием исходной незави-

x
ξ

= 0a = 1b

= 0a = 1b ε = .0 005 = .0 01h
/= + +2 1 2

(1 | |)g z f

Таблица 2. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-

шения исходной задачи (1), для различных регуляризующих функций  при  для разного числа точек

сетки . Здесь  и 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений для , 

№ Регуляризующая функция

1 0.002126935 0.000129392 0.000001946

2 0.000183256 0.000007810 0.000000141

3 0.000337988 0.000010201 0.000000132

4 0.000227354 0.000007881 0.000000140

5 0.000216955 0.000012022 0.000000216

6 0.000242947 0.000013334 0.000000289

7 0.000152543 0.000002787 0.000000035

8 0.000188884 0.000007943 0.000000139

9 0.193331172 0.006948616 0.000105565

Максимальная абсолютная погрешность численных решений для , 

№ Регуляризующая функция

1 0.022065809 0.001390730 0.000470727

2 0.000685290 0.000129855 0.000006104

3 0.001389189 0.000027408 0.000000479

4 0.000481694 0.000019363 0.000000765

5 0.000762107 0.000039963 0.000000667

6 0.000751407 0.000081003 0.000000685

7 0.000617123 0.000016893 0.000000338

8 0.000729929 0.000060206 0.000000643

9 0.528189578 0.018983935 0.000288408

g ε = .0 005
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симой переменной , так и нормированной нело-

кальной переменной , которая растягива-
ет область пограничного слоя. Именно такое
растяжение области с большими градиентами,
которое происходит автоматически после выбора
подходящей регуляризующей функции, умень-
шает размер шага по  и обеспечивает высокую
точность численных решений в пограничном
слое.

Далее будут рассматриваться только сингуляр-
но возмущенные задачи с пограничным слоем,
которые имеют немонотонные решения (по-
скольку такие задачи представляют наибольшие
трудности для численного интегрирования).

4.2. Дополнительные комментарии: качественные 
свойства некоторых регуляризующих функций

Рассмотрим опять краевую задачу для линей-

ного уравнения второго порядка (1) при ,

, . Точное решение этой задачи не-
монотонно и определяется соотношениями (2), а
асимптотическое решение задается формулой

. Путем перехода к нелокальной
переменной (9) задача для одного уравнения (1)

x
ξ = ξ ξ1/

x

= 0a
= 1b ε = .0 005

− −= −1 1 200x x
ay e e

преобразуется в задачу для системы уравне-

ний (11), где  и .

Проведем качественный анализ второго урав-
нения системы (11) для некоторых регуляризую-
щих функций . Для этого исследуем поведение

функции  (это правая часть второго урав-

нения) в плоскости ,  для различных функ-
ций  на решении рассматриваемой задачи.

Для , что соответствует прямому числен-

ному решению при , функция  изме-
няется в широком диапазоне –2.589 < Φ < 540.917,
немонотонна и резко возрастает вблизи точки

, см. рис. 4a. Чтобы получить адекватные
численные решения на основе равномерной сет-

ки для , необходимо взять большое количе-

ство точек . На рис. 4a показана аналогичная

кривая для регуляризующей функции .

Эта кривая изменяется в полосе  и име-
ет вид негладкой ступеньки, в окрестности кото-
рой наблюдаются большие градиенты; для равно-

мерной сетки по  в этом случае также необходи-

мо взять достаточно большое количество точек 

(но существенно меньше, чем для  для уме-

−= −ε +1
( )f z y = 'xz y

g
Φ = /z g

ξ Φ
g

= 1g
ξ = x Φ = /z g

ξ = 0

= 1g
N

= +1 | |g z
− ≤ Φ ≤1 1

ξ
N

= 1g

Рис. 2. a) Точное решение (2) задачи (1) при ,

,  в плоскости ,  (тонкая сплошная

линия) и в плоскости ,  (сплошная линия); b) аб-

солютная погрешность  численного решения пре-

образованной задачи (11) с регуляризующей функци-

ей  для тех же численных значений парамет-

ров в плоскости ,  (тонкая сплошная линия) и в

плоскости ,  (сплошная линия).
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Рис. 3. a) Численные решения преобразованной зада-

чи (11), которая используется для решения исходной

задачи (1), при , ,  для

 и :  (тонкая сплошная

линия) и , где  (сплошная линия); b) аб-

солютные погрешности  и  численных реше-

ний преобразованной задачи (11) для тех же значений

параметров и регуляризующей функции .
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ренных ). Функция  также приво-

дит к негладкой ступеньке с иглообразным вклю-
чением (см. тонкую сплошную линию на рис. 4a),
которое характеризуется большими градиентами.
Поэтому для получения высокой точности вы-
числений здесь требуется брать достаточно много

точек .

Кривая  для  (см.

рис. 4b) изменяется в узкой полосе  и
является гораздо более плоской, чем кривые на
рис. 4a; тестовые расчеты показывают, что здесь

можно использовать равномерную сетку по  с

достаточно малым числом точек сетки . На

рис. 4b изображена также кривая  для ре-

гуляризующей функции . Эта

кривая имеет вид сглаженной ступеньки и не
слишком большие значения производных. По-
этому в этом случае при численном интегрирова-
нии преобразованной системы (11) можно ис-

пользовать равномерную сетку по  с умеренным
или относительно небольшим числом точек

сетки .

4.3. Многопараметрическая линейная краевая 
задача, имеющая решения с несколькими 

экстремумами
Тестовая задача 2. Рассмотрим теперь более

сложную пятипараметрическую линейную крае-
вую задачу

(21)

N /= + 1 2
(1 | |)g f

N

Φ = Φ ξ( )
/= + , 1 2

1 max(| | | | )g z f
− < Φ <1 1

ξ
N

Φ = Φ ξ( )
/= + +2 1 2

(1 | |)g z f

ξ

N

ε + + λ = < < ;
= , = ,

'' ' cos( ) 0 (0 1)

(0) (1)

xx xy y c x x
y a y b

где , , , ,  – свободные параметры. В зависи-
мости от значений параметров, эта задача может
иметь один, два и более экстремумов или не мо-
жет иметь их вообще.

Легко показать, что точное решение задачи
(21) определяется формулами

(22)

При  соответствующее асимптотическое ре-
шение имеет вид

(23)

Рассмотрим более подробно частный случай

,  и  ( . Подставляя
указанные значения параметров в (23), получим

(24)

На рис. 5 сплошными линиями изображены
точные решения задачи (21), которые описыва-

ются формулами (22) при ,  и

, для двух значений :  и . В

a b c λ ε

− /ε
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−

2 2

1

1

1

( )

[ cos( ) sin( )]
( )

(1 )

(1) [ (0) ]
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Рис. 4. Зависимость  от  в задаче (1) при , ,  для регуляризующих функций: a)  (сплошная

линия),  (штриховая линия) и  (тонкая сплошная линия) и b)  (сплошная ли-

ния) и  (штриховая линия).
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этих случаях решение имеет два и три экстремума

соответственно (для  при 

решение достигает максимального значения

). Результаты численного реше-

ния преобразованной задачи (11), используемой
для решения задачи (21), с регуляризующей

функцией  и фиксированным

шагом  при тех же значениях определяю-
щих параметров, показаны точками. Видно, что
имеет место хорошее совпадение между числен-
ными и точными решениями. Максимальная
абсолютная погрешность численных решений

для  и  равны соответственно

 и . Максималь-
ные абсолютные погрешности асимптотических

решений (24) для  и  равны

 и .

5. СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ 
НЕЛИНЕЙНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ. 

СРАВНЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ И 
АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

5.1. Многопараметрическая краевая задача 
с квадратичной нелинейностью. 

Точные и численные решения

Тестовая задача 3. Рассмотрим пятипарамет-
рическую краевую задачу с квадратичной нели-
нейностью

(25)

λ = π = .0 0265534145
*

x

= .0 978476138
*

y

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

= .0 01h

λ = π λ = π2

= .0 000000926E = .0 009993346E

λ = π λ = π2

= .0 009966909E = .0 009992805E

ε + + + + + + =
< < ;

'' '( ) ( ) 0

(0 1)

xx xy y px q y p y px q
x

(26)

где , , , ,  – свободные параметры.

Замена  преобразует уравне-

ние (25) в автономное уравнение ;

введя новую переменную  последнее сво-
дится к линейному ОДУ первого порядка

. В результате можно получить общее
решение уравнения (25) в явном виде

(27)

Постоянные интегрирования  и  определяются
из трансцендентной системы уравнений

(28)

которая возникает после подстановки выраже-
ния (27) в граничные условия (26).

При  и  асимптотическое ре-
шение системы (28) приводит к формулам

(29)

Отметим, что асимптотическое решение (29) точ-
но удовлетворяет первому уравнению системы (28),
а невязка второго уравнения этой системы имеет

порядок  при .

На рис. 6a сплошной линией изображено точ-

ное решение задачи (25)–(26) при , ,

, , которое определяется форму-

лой (27) для ,  (в этом случае разница

= , = ,(0) (1)y a y b

a b p q ε
= + +u y px q
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Рис. 5. Точные решения (22) задачи (21) при , ,  (сплошные линии) и численные решения соот-

ветствующей преобразованной задачи (11) с регуляризующей функцией  и шагом  (точки)

для двух значений : a)  и b) .
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между асимптотическим и точным решениями

трансцендентной системы (28) лежит далеко за

пределами точности наших расчетов). Кружочки

представляют собой результаты численного реше-

ния соответствующей преобразованной задачи (11)

с регуляризующей функцией ,

которое получено методом пристрелки (из точки

) с шагом  по  с помощью Maple.

Максимум модуля разности между точным и чис-

ленным решением равен .

В табл. 3 приведены максимальные абсолют-

ные погрешности численных решений преобра-

зованной задачи (11), используемой для решения

исходной задачи (25)–(26), при , ,

,  с различными регуляризующими

функциями  и тремя разными шагами . Видно,

что функции №№ 2–8 позволяют получать чис-

ленные решения во всей области с высокой точ-

ностью даже при достаточно большом размере

шага (по ), равном .

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

= 0x = .0 01h ξ

.0 000003261

= = 1a b = 1p
= 0q ε = .0 005

g h

ξ = .0 1h

В табл. 4 и 5 приведены максимальные абсо-
лютные погрешности численных решений преоб-
разованной задачи (11), используемой для реше-

ния исходной задачи (25)–(26) при ,

,  и , для трех шагов , разного

количества точек сетки  и восьми разных регу-

ляризующих функций . Частный случай 
соответствует прямому численному решению
(без использования преобразований) с тем же ша-
гом по . Видно, что функции №№ 3, 5–8 позво-
ляют получать численные решения с высокой
точностью. Неудовлетворительные результаты
для функции № 2 можно объяснить тем, что в
этом случае в начальной точке происходит вы-
рождение, где вторая производная обращается в

нуль: . Действительно, при вы-
боре регуляризующей функции № 2 в окрестно-

сти точки  имеем  и асимп-

тотическое условие (14) не выполняется. Поэтому

функция  не может здесь подавить

рост правой части второго уравнения преобразо-

= = 0a b
= 1p = 0q ε = .0 005 h

N
g = 1g

x

= == =0 0'' | | 0xx x xy f

= 0x /= + ≈1 2
(1 | |) 1g f

/= + 1 2
(1 | |)g f

Рис. 6. a) Численное решение преобразованной задачи (11), которая используется для решения исходной задачи (25)–

(26), для регуляризующей функции  при , , , , :  (сплошная ли-

ния) и  (штриховая линия); b) точное решение (27) исходной задачи (25)–(26) (сплошная линия) и численное

решение преобразованной задачи (11) (кружки) для  с теми же значениями параметров; c) и d) соот-

ветствующие абсолютные погрешности  и  численных решений преобразованной задачи (11).
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ванной задачи (11). В результате длина перемен-

ного шага по  (для фиксированного ) здесь бу-

дет максимальной (тогда как для этой области с

большой первой производной , требу-

ется маленький шаг). Указанное обстоятельство

приводит к большой ошибке вычислений в обла-

сти пограничного слоя для функции .

Из табл. 4 и 5 видно, что использование регу-

ляризующей функции № 4 также дает низкую

точность численных решений. Это связано с тем,

что в этом случае ,

x N

−
= ≈ ε 1

0' | 2x xy

/= + 1 2
(1 | |)g f

/ /
== + + =1 2 1 2

0(1 | | | |) | (| | )xg z f O z

т.е. вблизи начальной точки  асимптотиче-
ское условие (14) не выполняется. Наилучшие ре-
зультаты в табл. 4 и 5 дают регуляризующие функ-
ции № 3 и № 7.

5.2. Многопараметрическая краевая задача 
с экспоненциальной нелинейностью. 

Точные и численные решения

Тестовая задача 4. Рассмотрим теперь пятипа-
раметрическую краевую задачу с экспоненциаль-
ной нелинейностью

(30)

= 0x

+ + + +ε + + = < < ;'' ' 0 (0 1)
y px q y px q

xx xy e y pe x

Таблица 3. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-
шения исходной задачи (25)–(26), для различных регуляризующих функций  при , , ,

 для трех шагов 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений задачи (25)–(26)

№ Регуляризующая функция Шаг 0.1 Шаг 0.05 Шаг 0.01

1 0.137389203 0.053399823 0.000857913

2 0.000937303 0.000228167 0.000005030

3 0.000637870 0.000096382 0.000000429

4 0.000786873 0.000196698 0.000003249

5 0.000607467 0.000154641 0.000003261

6 0.000617535 0.000156509 0.000005624

7 0.000621275 0.000164464 0.000001680

8 0.000630415 0.000172091 0.000004600

9 процесс расходится процесс расходится процесс расходится

g = = 1a b = 1p = 0q
ε = .0 005 h

= +1 | |g z

/= + 1 2
(1 | |)g f

/= + + 1 2
1 | | | |g z f

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

/= + +4 2 1 4
(1 )g z f

= + 11g R
/= + 1 2

2(1 )g R
= 1g

Таблица 4. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-
шения исходной задачи (25)–(26), для различных регуляризующих функций  при , , ,

 для трех шагов 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений задачи (25)–(26)

№ Регуляризующая функция Шаг 0.1 Шаг 0.05 Шаг 0.01

1 0.177592060 0.035246285 0.000212137

2 процесс расходится 0.376921099 0.021473151

3 0.000393742 0.000067536 0.000000061

4 0.025249660 0.006467125 0.000196032

5 0.000752856 0.000163579 0.000000699

6 0.000627973 0.000154532 0.000002003

7 0.000663385 0.000119895 0.000000265

8 0.000712931 0.000202734 0.000000999

9 процесс расходится процесс расходится 0.019513818

g = = 0a b = 1p = 0q
ε = .0 005 h

= +1 | |g z
/= + 1 2

(1 | |)g f
/= + + 1 2

1 | | | |g z f

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

/= + +4 2 1 4
(1 )g z f

= + 11g R
/= + 1 2

2(1 )g R
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(31)

где , , , ,  – свободные параметры.

Замена  преобразует ОДУ (30) в

автономное уравнение ; введя но-

вую переменную  последнее сводится к

линейному ОДУ первого порядка . В
результате получим общее решение уравнения
(30) в явном виде

(32)

Постоянные интегрирования  и  определя-
ются из трансцендентной системы уравнений

(33)

которая возникает после подстановки выражения
(32) в граничные условия (31) и элементарных
преобразований.

При  асимптотическое решение системы
(33) приводит к формулам

(34)

В табл. 6 и 7 приведены максимальные абсо-
лютные погрешности численных решений преоб-
разованной задачи (11), используемой для реше-

ния исходной задачи (30)–(31) при ,

, , , для трех шагов , различ-

ного числа точек сетки  и различных регуляри-
зующих функций . Видно, что функции №№ 2–8
позволяют получать численные решения с высо-
кой точностью. Наиболее эффективными явля-
ются функции № 3 и № 7. Отметим, что, как и ра-
нее, функция № 1 малоэффективна; причина это-

= , = ,(0) (1)y a y b

a b p q ε
= + +u y px q

ε + ='' ' 0
u

xx xu e u
=v '( ) xu u

ε + =v ' 0
u

u e

( )− /ε= − + − − .1
ln

kxy ce px q
k

c k

− − − /ε − − −+ = , + = ,1 1a q k b p qc e ce e
k k

ε → 0

− − − − − + += − , = .a q b p q b p qc e e k e

= = 0a b
= 1p = −1q ε = .0 005 h

N
g

го заключается в немонотонности решения и

объясняется в разд. 1 и 2.

6. РЕГУЛЯРИЗУЮЩИЕ ФУНКЦИИ, 

РЕКОМЕНДУЕМЫЕ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Для всех рассматриваемых в данной статье

сингулярно возмущенных линейных и нелиней-

ных краевых задач с малым параметром, которые

описываются ОДУ вида , наибо-

лее точные численные решения получаются пу-

тем использования регуляризующей функции

(№ 7 в таблицах):

где  можно заменить на . Эта

формула наиболее универсальна и хорошо рабо-

тает во всех случаях. Вместо нее можно использо-

вать также функцию . Кроме

этого, хорошие результаты дают более простые

регуляризующие функции  и

 (№№ 3 и 5 в таблицах).

Напомним, что ранее в разд. 4.1 и 5.1 путем

анализа численных решений тестовых задач (1) и

(25)–(26) (для некоторых значений параметров)

было показано, что регуляризующие функции

(16) (функции №№ 1 и 2 в таблицах) имеют огра-

ниченную применимость и плохо работают для

немонотонных решений или если исходное урав-

нение вырождается на границе пограничного

слоя.

ε = , ,'' ''( )xx xy F x y y

/= + , ,1 2
' ''1 max(| | | | )x xxg y y

''xxy −= ε , ,1
'( )xf F x y y

/= , , 1 2
' ''max(1 | | | | )x xxg y y

/= + + 1 2
' ''1 | | | |x xxg y y

/= + +2 1 2
' ''(1 | | | |)x xxg y y

Таблица 5. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-
шения исходной задачи (25)–(26), для различных регуляризующих функций  при , , ,

 для разного числа точек сетки 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений задачи (25)–(26)

№ Регуляризующая функция

1 0.000734178 0.000325332 0.000061158

2 процесс расходится 0.034146715 0.016310528

3 0.000195161 0.000003566 0.000000433

4 0.004963520 0.000514743 0.000202650

5 0.000198725 0.000007921 0.000001328

6 0.000222372 0.000010748 0.000002162

7 0.000118378 0.000004655 0.000000747

8 0.000159026 0.000009546 0.000001646

9 0.019513818 0.001179663 0.000182152

g = = 0a b = 1p = 0q
ε = .0 005 N

= 100N = 200N = 300N

= +1 | |g z
/= + 1 2

(1 | |)g f

/= + + 1 2
1 | | | |g z f

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

/= + +4 2 1 4
(1 )g z f

= + 11g R
/= + 1 2

2(1 )g R

= 1g
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7. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

Рассмотрены сингулярно возмущенные крае-
вые задачи для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка с малым пара-
метром при старшей производной. Такие задачи
характеризуются узкими пограничными слоями с
большими градиентами, что значительно ограни-
чивает применимость к ним стандартных числен-
ных методов с постоянным шагом (что может
привести к значительным погрешностям вычис-
лений). Описан эффективный метод численного
интегрирования сингулярно возмущенных крае-
вых задач, основанный на использовании нело-

кальных преобразований. После применения та-

ких преобразований получаются более удобные

редуцированные задачи, которые позволяют при-

менять стандартные численные методы с посто-

янным шагом по новой независимой перемен-

ной. Обширная апробация метода проводится на

различных многопараметрических линейных и

нелинейных задачах с монотонными и немоно-

тонными решениями. Сравнение численных и

точных решений тестовых сингулярно возмущен-

ных краевых задач с малым параметром показало

высокую точность метода, основанного на нело-

кальных преобразованиях.

Таблица 6. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-
шения исходной задачи (30)–(31), для различных регуляризующих функций  при , , ,

 для трех шагов 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений задачи (30)–(31)

№ Регуляризующая функция Шаг 0.1 Шаг 0.05 Шаг 0.01

1 0.185049898 0.035618317 0.000212182

2 0.000692372 0.000191043 0.000001852

3 0.000479280 0.000062701 0.000000075

4 0.000699196 0.000182170 0.000000707

5 0.000706940 0.000139584 0.000000656

6 0.000741403 0.000160845 0.000002135

7 0.000492648 0.000109479 0.000000283

8 0.000790921 0.000199628 0.000001181

9 процесс расходится процесс расходится 0.016651291

g = = 0a b = 1p = −1q
ε = .0 005 h

= +1 | |g z
/= + 1 2

(1 | |)g f

/= + + 1 2
1 | | | |g z f

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

/= + +4 2 1 4
(1 )g z f

= + 11g R
/= + 1 2

2(1 )g R

= 1g

Таблица 7. Сравнение точности численных решений преобразованной задачи (11), которая используется для ре-
шения исходной задачи (30)–(31), для различных регуляризующих функций  при , , ,

 для разного числа точек сетки 

Максимальная абсолютная погрешность численных решений задачи (30)–(31)

№ Регуляризующая функция

1 0.008033009 0.000490903 0.000168976

2 0.000174781 0.000006417 0.000001164

3 0.000254116 0.000003781 0.000000540

4 0.000146092 0.000005956 0.000000895

5 0.000215039 0.000007804 0.000001386

6 0.000186220 0.000009774 0.000002374

7 0.000096813 0.000004651 0.000000799

8 0.000149504 0.000009551 0.000001620

9 0.016651291 0.000385984 0.000062467

g = = 0a b = 1p = −1q
ε = .0 005 N

= 100N = 200N = 300N

= +1 | |g z
/= + 1 2

(1 | |)g f

/= + + 1 2
1 | | | |g z f

/= + + 1 2
(1 | | | |)g z f

/= + +2 1 2
(1 | |)g z f

/= + +4 2 1 4
(1 )g z f

= + 11g R
/= + 1 2

2(1 )g R

= 1g
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Abstract–The qualitative features of the numerical integration of two-point boundary-value problems of
boundary-layer type by using nonlocal transformations are described. Such transformations, sometimes also
called Sundman-type transformations, are defined by using an auxiliary differential equation and allow one
to “stretch” the boundary-layer region (after which any adequate numerical methods with a fixed stepsize can be
applied). Multiparameter nonlinear singularly perturbed boundary-value problems with a small parameter having
exact solutions in elementary functions are presented, which can be used to test various numerical methods on
non-uniform grids. Particular attention is paid to the study of the most difficult boundary-value problems for nu-
merical analysis, which have non-monotonic solutions or degenerate solutions at the boundary of the boundary-
layer. A comparison of numerical and exact solutions shows the high efficiency of the nonlocal transformation
method for numerical integration of boundary-value problems with a boundary layer.

Keywords: ordinary differential equations with a small parameter, singularly perturbed boundary-value prob-
lems, boundary layer, nonlocal transformations, exact and numerical solutions

DOI: 10.1134/S2304487X19060099



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 6  2019

КАЧЕСТВЕННЫЕ ОСОБЕННОСТИ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ ЗАДАЧ 531

REFERENCES

1. Van Dyke M., Perturbation Methods in Fluid Mechanics,
New York, Academic Press, 1964.

2. Kevorkian J., Cole J. D., Perturbation Methods in Ap-
plied Mathematics, New York, Springer, 1981.

3. Lagerstrom P.A., Matched Asymptotic Expansions. Ideas
and Techniques, New York, Springer, 1988.

4. Il’in A.M., Matching of Asymptotic Expansions of Solu-
tions of Boundary Value Problems, Providence, Ameri-
can Mathematical Society, 1992.

5. Nayfeh A.H., Perturbation Methods, New York, Wiley–
Interscience, 2000.

6. Polyanin A.D., Kutepov A.M., Vyazmin A.V., Ka-
zenin D.A., Hydrodynamics, Mass and Heat Transfer in
Chemical Engineering, London, Taylor & Francis,
2002.

7. Polyanin A.D., Zaitsev V.F., Handbook of Exact Solu-
tions for Ordinary Differential Equations, 2nd ed., Boca
Raton – London, Chapman & Hall/CRC Press, 2003.

8. Verhulst F., Methods and Applications of Singular Per-
turbations, Boundary Layers and Multiple Timescale Dy-
namics, New York, Springer, 2005.

9. Bakhvalov N.S., On the optimization methods for solv-
ing boundary value problems with boundary layers,
Zh. Vychisl. Math. Fiz., 1969, vol. 24, pp. 841–859 (in
Russian).

10. Il’in A.M., A difference scheme for a differential equa-
tion with a small parameter affecting the highest deriv-
ative, Mat. Zametki, 1969, vol. 6, pp. 237–248 (in Rus-
sian).

11. Vulanovic R., A uniform numerical method for quasi-
linear singular perturbation problems without turning
points, Computing, 1989, vol. 41, no. 1, pp. 97–106.

12. Jain M.K., Iyengar S.R.K., Subramanyam G.S., Vari-
able mesh methods for the numerical solution of two-
point singular perturbation problems, Comp. Methods in
Appl. Mech. Eng., 1984, vol. 42, no. 3, pp. 273–286.

13. Shishkin G.I., Setochnyye approksimatsii singulyarno
vozmushchennykh ellipticheskikh i parabolicheskikh
uravneniy [Grid Approximations of Singularly Perturbed
Elliptic and Parabolic Equations], Ekaterinburg, Ural
Branch of Russian Academy of Sciences, 1992 (in Russian).

14. Beckett G., Mackenzie J.A., Convergence analysis of
finite difference approximations on equidistributed
grids to a singularly perturbed boundary value problem,
Appl. Numer. Math., 2000, vol. 35, no. 2, pp. 87–109.

15. Farrell P., Hegarty A., Miller J.M., O’Riordan E.,
Shishkin G.I., Robust Computational Techniques for
Boundary Layers, Boca Raton – London, Chapman &
Hall/CRC Press, 2000.

16. Qiu Y., Sloan D.M., Tang T., Numerical solution of a
singularly perturbed two-point boundary value prob-
lem using equidistribution, analysis of convergence,
J. Comput. Appl. Math., 2000, vol. 116, no. 1, pp. 121–
143.

17. Frohner A., Roos H.-G., The -uniform convergence
of a defect correction method on a Shishkin mesh, Ap-
pl. Numerical Math., 2001, vol. 37, pp. 79–94.

18. Miranker W.L., Numerical Methods for Stiff Equations
and Singular Perturbation Problems, Dordrecht, Reidel
Publ, 2001.

19. Aziz T., Khan A., A spline method for second-order
singularly perturbed boundary-value problems, J. Com-
put. Appl. Math., 2002, vol. 147, no. 2, pp. 445–452.

20. Vigo-Aguiar J., Natesan S., An efficient numerical
method for singular perturbation problems, J. Comput.
Appl. Math., 2006, vol. 192, no. 1, pp. 132–141.

21. Rao S.C.S., Kumar M., Exponential B-spline colloca-
tion method for self-adjoint singularly perturbed
boundary value problems, Appl. Numerical Math.,
2008, vol. 58, pp. 1572–1581.

22. Shishkin G.I., Shishkina L.P., Difference Methods for
Singular Perturbation Problems, Boca Raton, Chapman
& Hall/CRC Press, 2009.

23. Kopteva N., O’Riordan E., Shishkin meshes in the nu-
merical solution of singularly perturbed differential
equations, Int. J. Numer. Analysis and Modeling, 2010,
vol. 7, no. 3, pp. 393–415.

24. Vulkov L.G., Zadorin A.I., Two-grid algorithms for an
ordinary second order equation with an exponential
boundary layer in the solution, Int. J. Numer. Analysis
and Modeling, 2010, vol. 7, no. 3, pp. 580–592.

25. Attili B.S., Numerical treatment of singularly perturbed
two point boundary value problems exhibiting bound-
ary layers, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat.,
2011, vol. 16, no. 9, pp. 3504–3511.

26. Liu C.-S., The Lie-group shooting method for solving
nonlinear singularly perturbed boundary value prob-
lems, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat., 2012,
vol. 17, no. 4, pp. 1506–1521.

27. Das P., Comparison of a priori and a posteriori meshes
for singularly perturbed nonlinear parameterized prob-
lems, J. Comput. Appl. Math., 2015, vol. 290, pp. 16–25.

28. Brdar M., Zarin H., A singularly perturbed problem
with two parameters on a Bakhvalov-type mesh, J.
Comput. Appl. Math., 2016, vol. 292, pp. 307–319.

29. Zarin H., Exponentially graded mesh for a singularly
perturbed problem with two small parameters, Appl.
Numerical Math., 2017, vol. 120, pp. 233–242.

30. Ahmadinia M., Safari Z., Numerical solution of singu-
larly perturbed boundary value problems by improved
least squares method, J. Comput. Appl. Math., 2018,
vol. 331, pp. 156–165.

31. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Application of non-lo-
cal transformations for numerical integration of singu-
larly perturbed boundary-value problems with a small
parameter, Int. J. Non-Linear Mechanics, 2018,
vol. 103, pp. 37–54.

32. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Singularly perturbed
boundary value problems with a boundary layer: Meth-
od of nonlocal transformations, test problems, and nu-
merical integration, Vestnik NIYaU MIFI, 2018, vol. 7,
no. 1, pp. 33–51 (in Russian).

33. Polyanin A.D., Shingareva I.K., The use of differential
and non-local transformations for numerical integra-
tion of non-linear blow-up problems, Int. J. Non-Lin-
ear Mechanics, 2017, vol. 94, pp. 178–184.

34. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Non-monotonic
blow-up problems: Test problems with solutions in ele-
mentary functions, numerical integration based on
non-local transformations, Appl. Math. Letters, 2018,
vol. 76, pp. 123–129.

ε



532

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 6  2019

ПОЛЯНИН, ШИНГАРЕВА

35. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Non-linear problems
with non-monotonic blow-up solutions: Non-local
transformations, test problems, exact solutions, and
numerical integration, Int. J. Non-Linear Mechanics,
2018, vol. 99, pp. 258–272.

36. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Nonlinear problems
with blow-up solutions: Numerical integration based
on differential and nonlocal transformations, and dif-
ferential constraints, Appl. Math. Comput., 2019, vol.
336, pp. 107–137.

37. Polyanin A.D., Shingareva I.K., The method of non-
local transformations: Applications to blow-up prob-
lems, J. Physics: IOP Conf. Series, 2017, vol. 937,
012042.

38. Polyanin A.D., Shingareva I.K., Non-linear blow-up
problems for systems of ODEs and PDEs: Non-local
transformations, numerical and exact solutions, Int. J.
Non-Linear Mechanics, 2018, vpl. 111, pp. 28–41.

39. Kudryashov N.A., Sinelshchikov D.I., On the criteria
for integrability of the Liénard equation, Appl. Math.
Letters, 2016, vol. 57, pp. 114–120.

40. Muriel C., Romero J.L., Nonlocal transformations and
linearization of second-order ordinary differential
equations, J. Physics A, Math. Theor., 2010, vol. 43,
434025.

41. Meleshko S.V., Moyo S., Muriel C., Romero J.L., Gu-
ha P., Choudhury A.G., On first integrals of second-

order ordinary differential equations, J. Eng. Math.,
2013, vol. 82, pp. 17–30.

42. Keller H.B., Numerical Solution of Two Point Boundary
Value Problems, Philadelphia, SIAM, 1974.

43. Butcher J.C., The Numerical Analysis of Ordinary Dif-
ferential Equations, Runge–Kutta and General Linear
Methods, New York, Wiley-Interscience, 1987.

44. Fox L., Mayers D.F., Numerical Solution of Ordinary
Differential Equations for Scientists and Engineers, Lon-
don, Chapman & Hall, 1987.

45. Ascher U.M., Petzold L.R., Computer Methods for Or-
dinary Differential Equations and Differential-Algebraic
Equations, Philadelphia, SIAM, 1998.

46. Shingareva I.K., Lizárraga-Celaya C., Maple and
Mathematica. A Problem Solving Approach for Mathe-
matics, 2nd ed., Wien – New York, Springer, 2009.

47. Griffiths D., Higham D.J., Numerical Methods for Or-
dinary Differential Equations, Wien – New York,
Springer, 2010.

48. Hairer E., Norsett S.P., Wanner G., Solving Ordinary
Differential Equations I: Nonstiff Problems, 2nd ed.,
Springer-Verlag, Berlin, 1993.

49. Hairer E., Wanner G., Solving Ordinary Differential
Equations II. Stiff and Differential-Algebraic Problems,
2nd ed., Springer, New York, 1996.

50. Lambert J.D., Numerical Methods for Ordinary Differ-
ential Systems, Wiley, New York, 1991.



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”, 2019, том 8, № 6,
с. 533–539

533

АВТОМАТИЗАЦИЯ ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

© 2019 г.   Н. А. Кудряшов1,*, А. А. Кутуков1,**
1 Национальный исследовательский ядерный университет “МИФИ”, Москва, 115409, Россия

*e-mail: nakudr@gmail.com
**e-mail: alexkutuk@gmail.com

Поступила в редакцию 09.10.2019 г.
После доработки 09.10.2019 г.

Принята к публикации 15.10.2019 г.

В работе представлено описание программы AFES (automatic finding exact solutions), предназначен-
ной для нахождения точных решений обыкновенных дифференциальных уравнений в полиноми-
альной форме. Для нахождения точных решений используется метод простейших уравнений, кото-
рый заключается в поиске точных решений дифференциального уравнения с использованием об-
щего решения дифференциального уравнения меньшего порядка. Для того чтобы выбрать, в каком
виде ищется точное решение, необходимо определить порядок полюса решения исходного уравне-
ния и порядок полюса решения простейшего уравнения. Для этого применяется программа автома-
тического построения многоугольников Ньютона ACNP (automatic construction of Newton polygons).
В работе в качестве простейших уравнений рассматриваются уравнение Риккати и уравнение для
эллиптической функции Вейерштрасса. В целях тестирования программы приводятся примеры по-
строения точных решений различных нелинейных дифференциальных уравнений. Программа
AFES написана в системе компьютерной алгебры Maple. Приводится алгоритм работы программы
и примеры ее применения. Программа AFES имеет ряд преимуществ по сравнению с известными
программами для нахождения точных решений дифференциальных уравнений. В частности, по-
строенные точные решения являются различными, то есть не сводятся друг к другу путем элемен-
тарных преобразований.

Ключевые слова: метод простейших уравнений, точные решения, нелинейные дифференциальные
уравнения, система компьютерной алгебры
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1. ВВЕДЕНИЕ
Математические модели многих физических

процессов содержат неинтегрируемые нелиней-
ные дифференциальные уравнения в частных
производных, например, уравнения для описа-
ния распространения импульсов в оптическом
волокне [1–3], уравнение Курамото–Сивашин-
ского [4, 5], уравнение для описания волн в
жидкости с конвекцией [6] и другие. В ряде слу-
чаев удается осуществить редукцию к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям и
найти их аналитические решения, содержащие
меньшее количество произвольных констант,
чем порядок дифференциального уравнения
(эти решения называют точными). Среди мето-
дов для нахождения точных решений можно
выделить метод гиперболического тангенса [7, 8],

метод экспоненциальных функций [9], метод G'/G
разложений [10], метод логистических функций
[11], метод простейших уравнений [12, 13]. Боль-
шинство этих методов имеют схожие принципы
[14]. Как показано в работах [15, 16], неаккурат-
ное использование методов гиперболического
тангенса и экспоненциальных функций приво-
дит к нахождению на первый взгляд новых ре-
шений, однако детальное рассмотрение пока-
зывает, что они отличаются от уже известных
только формой записи. В связи с этим для авто-
матизации построения точных решений вы-
бран метод простейших уравнений. Он объеди-
няет в себе некоторые другие методы построе-
ния точных решений и прост для реализации в
системах компьютерной алгебры.

УДК 517.91

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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Рассматривается нелинейное обыкновенное
дифференциальное уравнение порядка  в поли-
номиальной форме

(1)

Пусть общее решение уравнения (1) имеет по-
рядок полюса . Выберем уравнение порядка

, решение которого известно

(2)

Зависимость  выбирается исходя
из порядков полюсов простейшего (2) и исходно-
го (1) уравнений.

В качестве примера простейшего уравнения
может быть выбрано уравнение Риккати

(3)

или уравнения для эллиптических функций Якоби

(4)

или Вейерштрасса

(5)

2. АЛГОРИТМ ПРОГРАММЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Программа AFES [17] написана в системе ком-

пьютерной алгебры Maple. Входные данные пред-
ставляют собой обыкновенное дифференциальное
уравнение ode полиномиального вида (1). Вывод
программы осуществляется в рабочем пространстве
среды Maple и представляет собой точные реше-
ния уравнения ode с ограничениями на парамет-
ры, либо информационное сообщение с причи-
ной, по которой не удалось найти точное решение
уравнения.

Программа AFES позволяет искать точные ре-
шения дифференциальных уравнений полино-
миального вида с целым порядком полюса. Для
поиска решений использованы два простейших
уравнения:

• уравнение Риккати ;
• уравнение для эллиптической функции

Вейерштрасса

Алгоритм программы AFES для нахождения
точных решений нелинейных ode:

1. Определение порядка полюса ode при помо-
щи многоугольника Ньютона [18–20].

2. При выборе уравнения Риккати задание усе-

ченного разложения в виде .

n

, , , ..., =( ( ) ( ) ( ) ) 0.z zzM y z y z y z z

p
<m n

, , ..., = .( ( ) ( ) ) 0zE Y z Y z z

=( ) ( ( ))y z F Y z

= − + ,2
zY Y b

= + + + +2 4 3 2 ,zQ Q aQ bQ cQ d

= − + + + .2 3 24 2zR R aR bR c

= − +2
zY Y b

℘ = ℘ − ℘ −2 3
2 34 .z g g

=
=  0

( ) ( )
p k

kk
y z A Y z

3. При выборе уравнения для эллиптической
функции Вейерштрасса задание усеченного раз-

ложения в виде  при

 и  при .

4. Подстановка усеченного разложения в ис-
ходное уравнение.

5. Подстановка в полученное уравнение выра-
жений для старших производных  в зависи-
мости от выбранного простейшего уравнения.

6. Приравнивание нулю коэффициентов при
одинаковых степенях  и, при наличии, .

7. Решение полученной алгебраической систе-
мы уравнений встроенной функцией solve() с уче-
том параметров ode, выбранных пользователем.

8. Исключение из системы тривиальных и вы-
рожденных случаев.

9. Проверка полученных решений путем под-
становки в исходное уравнение.

10. Вывод найденных точных решений.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПРОГРАММЫ 
AFES

3.1. Построение точных решений уравнения 
Курамото–Сивашинского

Для проверки работы программы AFES рас-
сматривается уравнение Курамото–Сивашин-
ского в переменных бегущей волны

(6)

В случае, если в качестве простейшего уравнения
выбрать уравнение Риккати, дополнительно в ка-
честве входных данных для программы необходи-
мо указать параметры  и . На выходе програм-
мы имеется десять известных решений в виде
уединенных волн и сингулярных решений.

(7)

−
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(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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В случае, если в качестве простейшего уравне-
ния выбрать уравнение для эллиптической функ-
ции Вейерштрасса, дополнительно в качестве
входных данных для программы необходимо ука-
зать параметр . На выходе программы имеется
два известных периодических решения

(17)

Таким образом, программа AFES успешно
проходит проверку для уравнения Курамото–Си-
вашинского.

3.2. Построение точных решений уравнений, 
описывающих распространение сигналов 

в оптическом волокне
Рассматривается уравнение, описывающее

распространение импульсов в оптическом волок-
не [21]

(18)

Уравнение (18) получено путем перехода к пере-
менным бегущей волны в уравнении Шредингера
с нелинейностью произвольной степени. Произ-
водится поиск периодических решений уравне-
ния (18) в случае . На выходе программы
имеется решение

(19)

Решение (18) содержит две произвольные кон-
станты, поэтому является общим решением для
уравнения (18). Таким образом, в ситуации, когда
исходное уравнение можно привести к уравне-
нию для эллиптических функций, программа
позволяет искать общие решения таких уравне-
ний.

В работе [3] приводятся примеры нелинейных
неинтегрируемых обыкновенных дифференци-
альных уравнений четвертого и шестого порядков
для описания распространения импульсов в оп-
тическом волокне. Особенностью этих уравне-
ний является тот факт, что все они имеют одно
общее точное решение, выраженное при помощи
эллиптических функций. Рассматриваются два
дифференциальных уравнения четвертого поряд-
ка и осуществляется поиск точных решений при
помощи программы AFES. Одно из уравнений
имеет вид
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точные решения уравнений (20), (21) без допол-
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указанной замены получается одно общее для
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Таким образом, помимо общих друг для друга
точных решений уравнения (20), (21) имеют раз-
личные невырожденные точные периодические
решения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлен алгоритм программы AFES для

построения точных решений обыкновенных
дифференциальных уравнений полиномиаль-
ного вида. Программа AFES успешно проходит
проверку для уравнения Курамото–Сивашин-
ского. В случае уравнений для описания рас-
пространения импульсов в оптическом волокне
показано, что при помощи программы AFES
для некоторых уравнений могут быть найдены
общие решения.
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На основе определения дополнительной искомой функции (ДИФ) и дополнительных граничных
(ДГУ) условий получено приближенное аналитическое решение задачи теплообмена в турбулент-
ном пограничном слое для граничных условий первого рода. В качестве дополнительной искомой
функции принимается соотношение, характеризующее изменение толщины теплового погранич-
ного слоя от продольной переменной. Ее использование позволяет сводить уравнение в частных
производных к обыкновенному дифференциальному уравнению. ДГУ принимаются в виде, при ко-
тором их удовлетворение искомым решением адекватно удовлетворению уравнения в точках грани-
цы. Применительно к получению решения задачи для теплового турбулентного слоя использова-
лись эмпирические формулы профиля скорости и его толщины в турбулентном динамическом по-
граничном слое. Из анализа результатов можно заключить, что ряд полученного решения быстро
сходится, о чем свидетельствует практическое совпадение результатов третьего и четвертого при-
ближений.
Рассмотренный в работе метод ДГУ может быть эффективно использован для решения и более
сложных краевых задач с дифференциальными уравнениями, не допускающими разделения пере-
менных (нелинейными, с переменными физическими свойствами среды, с учетом диссипации
энергии и др.).
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Трудности решения уравнений пограничного
слоя обусловлены их нелинейностью. Их точные
решения пока не получены – найдены лишь чис-
ленные решения [1]. Известным приближенным
аналитическим методом, использующимся для
решения задач применительно динамическому и
тепловому пограничным слоям, является инте-
гральный метод. Однако применительно к дан-
ным задачам при его использовании получены
решения лишь в первом приближении, точность
которого недостаточна для выполнения как науч-
ных исследований, так и для практических при-
ложений [1–12].

В работах [9–12] для интегральных уравнений
Т. Кармана и Г.Н. Кружилина применительно к
динамическому и тепловому пограничным сло-
ям, при использовании ДГУ получены аналити-
ческие решения уравнений Л. Прандтля и Поль-
гаузена соответственно для динамического и теп-
лового ламинарных пограничных слоев. Однако
режим течения жидкости в пограничном слое мо-

жет быть не только ламинарным, но и турбулент-
ным. Переход ламинарного режима к турбулент-
ному происходит на расстоянии  от кромки
пластины, которое определяется из критического
значения числа Рейнольдса. Ввиду отсутствия
информации о характере смыкания турбулентно-
го пограничного слоя с ламинарным вязким под-
слоем, всегда существующим вблизи стенки, а
также о законе трения в этой переходной зоне,
теоретические методы расчета распределения
скорости в турбулентном пограничном слое и его
толщины пока не разработаны. В связи с чем, для
определения этих величин используются эмпи-
рические зависимости [1–7]

(1)

(2)

где  при ;  при
;  при ;  –

крx

= δv v
1// ( / ) ;n

x y
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распределение скорости в турбулентном динами-
ческом пограничном слое;  – толщина турбу-
лентного динамического слоя;  – чис-
ло Рейнольдса, в котором в качестве характерного
размера принято расстояние  [1–7];  – коэф-
фициент кинематической вязкости.

Математическая постановка задачи для турбу-
лентного теплового пограничного слоя имеет
вид [1–7, 10] (рис. 1)

(3)

(4)

(5)

(6)

где ,  – составляющие скорости по коорди-
натным осям  и ;  – температура в погра-
ничном слое;  – толщина пограничного слоя;

 – температура стенки;  – температура невоз-
мущенного потока;  – эквивалентный
коэффициент температуропроводности;  – ко-
эффициент молекулярной температуропровод-
ности жидкости;  – коэффициент турбулентной
температуропроводности, характеризующий не
физическое свойство жидкости, а режим ее течения.

Для нахождения как можно более точного ре-
шения задачи (3)–(6) необходимо использовать
дополнительные граничные условия. Первое та-
кое условие применительно к точке , где

, находится из уравнения (3) и имеет вид
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Потребуем удовлетворения искомым решени-
ем уравнения (3), осредненного по толщине по-
граничного слоя

(8)

Вычислив интегралы в (8), получим [5]

(9)

Последнее уравнение, исходя из баланса по
тепловым потокам, получено также Кружили-
ным Г.Н. [6].

Рассмотрим избыточную температуру .
Уравнение (9) и условия (4)–(6) относительно
этой температуры будут

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

где .
Ввиду того, что толщины динамического и

теплового слоев должны подчиняться условию
 [1–7], то критерий Прандтля должен

быть . Это условие выполняется для газов
, жидкостей , и не выполняется

применительно жидким металлам .
Решение задачи (10)–(14) принимается в виде

(15)

где  – неизвестные коэффициенты;
– толщина турбулентного теплового погра-

ничного слоя, представляющая дополнительную
искомую функцию.

Очевидно, что соотношение (15) удовлетворя-
ет граничным условиям (11), (14). Неизвестные
константы  находятся из условий (12), (13).
Подставляя (15), ограничиваясь двумя членами ря-
да, в (12), (13), относительно коэффициентов ,

 получим два алгебраических уравнения.

Их решение: ; a2(Δ) = .
Соотношение (15) с учетом найденных значений
коэффициентов  принимает вид

(16)
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Рис. 1. Схема теплового пограничного слоя при
.  – температура стенки;  – температура

невозмущенного потока;  – толщина погранич-
ного слоя;  – толщина пограничного слоя в точ-
ке .
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Подставляя (1) и (16) в (10), относительно тол-
щины турбулентного теплового пограничного
слоя получаем следующее обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение

(17)

где , а величина  в формуле (1) при-
нята равной 7.

Так как величина  не зависит от перемен-
ной  [2–5], уравнение (15) можно представить в
виде

(18)

где  определяется по формуле (2).

Независимость величины  от координаты 
объясняется полной идентичностью математиче-
ских постановок краевых задач для динамическо-
го и теплового пограничных слоев, представлен-
ных в безразмерном виде. Это означает, что без-
размерные решения этих задач будут одинаковы,
а размерные – взаимно подобны. Следовательно,
отношение толщин теплового и динамического
пограничных слоев будет неизменным по коор-
динате  [2–6].

Подставляя (2) в (18), находим

(19)

Соотношения (16), (19) будут решением за-
дачи (10)–(14) для первого приближения приме-
нительно к тепловому турбулентному погранич-
ному слою. Расчеты температуры Θ = T/Tср =
=  по соотношению (16) приво-
дятся на рис. 2. Здесь же приведены результаты
расчетов теплового ламинарного пограничного
слоя, полученные в [9–12].

Повышение точности связано с использова-
нием ДГУ. Метод их получения детально рас-
смотрен в [9–12]. И, в частности, уравнение (3)
применительно к точке  с учетом (6) при-
водится к виду

(20)

Дифференцируя (5) по , с учетом (20) нахо-
дим дополнительное граничное условие вида

(21)

Дифференцируя уравнение (3) по перемен-
ной , применительно к точке  находим
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Выражение (22), с учетом (6), (7), а также того,

что  (так как ,

будет

(23)

Дифференцируя (6) по  и, сравнивая с (23),
получаем третье ДГУ

(24)

Во втором приближении, подставив (15), в
(12), (13), (21), (24) для неизвестных постоянных

,  получим систему, включающую че-
тыре алгебраических уравнения (все ДГУ для
функций  и  идентичны). Подставляя найден-
ные из решения этой системы постоянные  в
(15), будем иметь

(25)

Подставляя (25), (1) в (10), находим

(26)
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Рис. 2. Распределение безразмерной температуры: 1,
2, 3 – 1-ое, 2-ое, 3-е приближения (турбулентное те-
чение); 1', 2', 3' – 1-ое, 2-ое, 3-е приближение (лами-
нарное движение); 4′ – точное решение (ламинарное
движение); .
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Ввиду независимости  от , уравнение (26)
запишется в виде

(27)

где  находится по соотношению (2).
Подставив (2) в (27), получим

(28)

Соотношение (25), учитывая (28), будет реше-
нием для второго приближения. Расчеты по фор-
муле (25) приводятся на рис. 2. Из их анализа вид-
но, что решение во втором приближении, в срав-
нении с первым, уточняется на 3%.

Для нахождения ДГУ третьего приближения
продифференцируем уравнение (3) по  и пред-
ставим его для точки :

(29)

Продифференцируем условие (5) по перемен-
ным  и :

(30)

Соотношение (29) с учетом (3), (7), (30) приво-
дится к следующему ДГУ

(31)
Посредством дифференцирования (3) по  и

сравнения его с основными и ДГУ, продиффе-
ренцированными по  и , можно найти какое
угодно количество ДГУ. Для точки  сле-
дующие ДГУ будут

(32)

(33)
Основные (5), (6) и дополнительные (21), (24),

(31), (32) условия позволяют найти шесть неиз-
вестных постоянных ,  соотноше-
ния (15). Подставляя (15) в перечисленные усло-
вия, для неизвестных коэффициентов  полу-
чим систему, включающую шесть алгебраических
линейных уравнений. После нахождения неиз-
вестных постоянных  соотношение (15) при-
нимает вид

(34)
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Подставляя (34) в уравнение (10), для неиз-
вестной функции  получаем обыкновенное
дифференциальное уравнение вида

(35)

С учетом того, что  не зависит от
переменной , находим

(36)

где  определяется по формуле (2).
Подставляя (2) в (36), получаем

(37)

Соотношение (34), учитывая (37) будет реше-
нием для третьего приближения. Анализ резуль-
татов позволяет заключить, что их расхождение
для второго и третьего приближений не превыша-
ет 1%. Исследования показали, что результаты
третьего и четвертого приближений практически
совпадают, что свидетельствует о сходимости
приближений.

ВЫВОДЫ
1. С использованием математической модели

теплового пограничного слоя путем определения
ДИФ и ДГУ получено приближенное аналитиче-
ское решение исходных дифференциальных
уравнений пограничного слоя. Дополнительная
искомая функция представляет зависимость тол-
щины пограничного слоя от продольной пере-
менной. Ее использование позволяет сводить
уравнение в частных производных к интегриро-
ванию обыкновенного дифференциального урав-
нения. ДГУ находятся в виде, при котором их вы-
полнение искомым решением эквивалентно удо-
влетворению уравнения в точке границы и на
фронте возмущения. Расчеты показывают, что
удовлетворение уравнения в точках границы при-
водит к его удовлетворению и внутри погранич-
ного слоя.

2. Ввиду отсутствия необходимости интегри-
рования уравнения в частных производных по по-
перечной пространственной переменной, ограни-
чиваясь интегрированием обыкновенного уравне-
ния для ДИФ, данный метод эффективен
применительно к решению задач с уравнениями,
которые не допускают разделения переменных (не-
линейные, с переменными физическими свойства-
ми, с учетом диссипации энергии и др.).
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Abstract–Based on the definition of an additional sought-for function (ASF) and additional boundary con-
ditions (ABC), a highly accurate solution of the heat transfer problem in a turbulent boundary layer for
boundary conditions of the first kind was obtained. The relation characterizing the change of the thermal
boundary layer thickness that depends on longitudinal variables is taken as an additional sought-for function.
The use of this function makes it possible to reduce the partial differential equation to the ordinary differential
equation. Additional boundary conditions are accepted in such a form that their satisfying is equal to satisfy-
ing an equation at the boundary points. Empirical formulas of the velocity profile and its thickness in the tur-
bulent dynamic boundary layer were used to obtain the solution of the problem for the thermal turbulent layer.
Based on the results one can conclude that the thickness of the laminar thermal boundary layer is almost
twice the thickness of the turbulent one.

Keywords: turbulent thermal boundary layer, analytical solution, additional sought-for functions, additional
boundary conditions, integral method
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Средствами пакета ANSYS FLUENT в рамках стандартной (k–ε)-модели турбулентности проведено
моделирование обтекания воздушным потоком ряда типичных препятствий (трехмерные куб и по-
лусфера, а также двумерный холм), которые формируют возможный рельеф зоны распространения
выбросов АЭС, а также примерно соответствуют геометрии зданий и сооружений, находящихся в
этой зоне. Для обеспечения сходимости результатов на расчетной области задается неравномерная
пространственная сетка, которая сгущается вблизи поверхности препятствия и внешних границ.
Размеры и положения препятствий подбирались для наилучшего совпадения с условиями опубли-
кованных экспериментов. Результат моделирования величины скорости и направления воздушного
потока в целом обнаруживают хорошее совпадение с данными экспериментов в аэродинамических
трубах в зонах перед препятствием, над ним, а также в его аэродинамической тени. Достоверно вос-
производятся характерные зоны ускоренного течения, завихрений и обратного течения. Расхожде-
ния наблюдаются только в локальных областях сильной турбулентности в аэродинамической тени
препятствия вблизи поверхности земли. Все это указывает на возможность полноценного модели-
рования распространения выбросов АЭС с учетом особенностей рельефа площадки конкретной
станции и ее основных сооружений с целью уточнения дозовой нагрузки на персонал и население.

Ключевые слова: газоаэрозольные выбросы АЭС, моделирование турбулентной диффузии, ANSYS
FLUENT
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ВВЕДЕНИЕ

Распространение газоаэрозольных выбросов
АЭС определяется, в первую очередь, направле-
нием и скоростью ветра. Поперечное по отноше-
нию к ветру рассеивание выбрасываемых продук-
тов связано главным образом с естественными
флуктуациями направления ветра, турбулентным
перемешиванием воздушных масс, обусловлен-
ным состоянием атмосферы (восходящими пото-
ками прогретого воздуха), их собственной вязко-
стью и трением о подстилающую поверхность.
При распространении выброса в условиях слож-
ного рельефа местности (холмы, овраги и т.п.), а
также при наличии зданий и сооружений появля-
ется дополнительный источник турбулентности,
вызванный обтеканием воздуха этих препят-
ствий. В этом случае трудно ожидать, что концен-
трацию радиоактивных веществ в воздухе может
быть адекватно оценена на основе простых Гаус-
совых моделей, рекомендованных МАГАТЭ [1].

Среди различных методов исследования воз-
душного потока в атмосфере, таких, как экспери-
менты в аэродинамических трубах и натурные из-
мерения на местности, широко используется вы-
числительная гидродинамика (ВГ) [2–5], которая
зарекомендовала себя надежным и экономически
эффективным средством моделирования задач
турбулентного течения, способным обнаружи-
вать характерные особенности турбулентного об-
текания препятствий: аэродинамические тени,
зоны разрыва и вихревые дорожки [6].

В настоящей работе средствами пакета ANSYS
FLUENT [7] проведено моделирование обтека-
ния воздушным потоком ряда типичных препят-
ствий (трехмерные куб [8] и полусфера [9, 10], а
также двумерный холм [11, 12]), которые форми-
руют возможный рельеф зоны распространения
выбросов АЭС, а также примерно соответствуют
геометрии зданий и сооружений, находящихся в
этой зоне. Форма и размеры препятствий были
выбраны, исходя из имеющихся публикаций по
экспериментам в аэродинамических трубах [13–
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15], что позволило сравнить результаты числен-
ного моделирования с данными, полученными в
прямых измерениях, и тем самым определить сте-
пень надежности используемой расчетной моде-
ли. Фактическая цель настоящей работы – убе-
диться в возможности адекватного моделирова-
ния распространения газоаэрозольных выбросов
в условиях сложного рельефа, что дает возмож-
ность проводить для АЭС, находящихся в соот-
ветствующей местности, расчеты реальной де-
формации полей концентрации радионуклидов в
приповерхностном слое воздуха.

ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ И РАСЧЕТНАЯ 
ОБЛАСТЬ

В качестве расчетной модели используются
осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–
Стокса (RANS) в рамках стандартной (k–ε)-мо-
дели турбулентности [16, 17]. Последняя широко
и успешно применяется для задач распростране-
ния примесей в атмосфере [18, 19]. Ключевыми
параметрами модели являются кинетическая
энергия турбулентности k и скорость диссипации
энергии турбулентности ε, которые в настоящей
работе задаются через скорость трения  в виде:

где  = 0.09 – безразмерная эмпирическая кон-
станта, а  – вертикальная координата.

Расчетная область определяется типом рас-
сматриваемого препятствия.

*u

μ
=

2* ,uk
C

ε =
3* ,u

ky

μC
y

Препятствие в форме двумерного холма (рис. 1)
параметрически задается в виде

(1)

(2)

где x – координата вдоль направления ветра, y –
вертикальная координата.

Размер подошвы холма равен . Входящий в
формулы (1–2) параметр  изменяется в пределах

. Величина m определяется через средний
уклон холма  следующим образом:

. В настоящих расчетах высота хол-
ма принимается равной  м, а угол сред-
него уклона – 26°.

Задачи обтекания трехмерных препятствий в
виде полусферы и куба рассмотрены на прямо-
угольных областях, размеры которых и положе-
ния препятствий относительно плоскости входа
показаны в табл. 1.

Для обеспечения сходимости результатов на
расчетной области задается неравномерная про-
странственная сетка, которая сгущается вблизи
поверхности препятствия и внешних границ. На
рис. 2 приведен пример такой гексаэдрической
сетки для кубического препятствия.

Закон изменения входной скорости ветра с
высотой  для разных препятствий задавался
по-разному для обеспечения сравнимости с экс-
периментальными данными.
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Рис. 1. Схемы расчетной области для препятствия в
виде двухмерного холма.

0 a

H

40H�40H �a

Таблица 1. Размеры и положения препятствий в единицах высоты препятствия H

Препятствие Вертикальный по Z Продольный, по X Поперечный, по Y X-расстояние центра 
препятствия от входа

Холм 13.7 80 – 40
Полусфера 7.6 26.4 7.6 4.4

Куб 2 10 7 3.5

Рис. 2. Трехмерная гексаэдрическая расчетная сетка
для кубического препятствия.
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Для полусферы профиль скорости ветра на
входе определялся степенной функцией, анало-
гичной используемой в работах [15].

(3)

где n = 0.135, а  соответствует скорости ветра на
высоте препятствия .

Для двухмерного холма, следуя рекомендаци-
ям работы [20], использован логарифмический
профиль скорости, который близок к обнаружи-
ваемому при экспериментах в аэродинамических
трубах

(4)

где  – скорость трения;  – высота шерохова-
тости в м,  – постоянная Кармана, значение ко-
торой принималось равным 0.41. При этом значе-
ние скорости свободного потока  м/с до-
стигалось на верхней плоскости расчетной
области.

Для расчетов обтекания куба скорость ветра на
входе принималась постоянной с высотой:

, где  м/с.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Фактическими результатами настоящей рабо-

ты явились расчеты величины скорости и направ-
ления ветра вблизи препятствий различной фор-
мы в сравнении с экспериментальными данными
в аэродинамических трубах [13–15]. На рисунках
3–5 в качестве иллюстрации приведены верти-
кальные профили продольной (вдоль оси X) ком-
поненты скорости потока перед препятствием,
над и за ним на оси симметрии препятствия (y =
0) для х-координат, приведенных в табл. 2. Рас-

( )=
0

,
nyu

U H

0 U
H

  +=   
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четная скорость на определенной высоте 
приведена к величине скорости входного пото-
ка U0. Начало оси X совпадает с центром препят-
ствия.

Перед препятствием на расстояниях от него
порядка высоты самого препятствия искажение
потока незначительно (рис. 3). Отклонение при-
веденной скорости от 1 связано с влиянием верх-
ней и нижней границы расчетной области. Для
куба граничные условия на обеих плоскостях за-
дают нулевую скорость (условие “стена”). При
этом высота рассматриваемой области только в
2 раза превышает высоту препятствия. Для него,
тем не менее, торможение потока в зоне y < H за-
метно: распределение рассчитанных и измерен-
ных скоростей асимметрично относительно сере-
дины y = H. При расчетах обтекания холма и по-
лусферы на верхней границе заданы условия
симметрии, в силу чего торможение на ней отсут-
ствует. Для полусферы расчеты и эксперименты у
самой земли обнаруживают слабое обратное тече-
ние , вызванное завихрением в нижней
части препятствия. В целом совпадение расчет-
ных и экспериментальных данных можно считать
вполне удовлетворительным.

Профили продольной компоненты скорости
ветра, полученные непосредственно над центром
препятствием, приведены на рис. 4. Они также
демонстрируют хорошее согласие расчетов и экс-

( )u y

<( ) 0u y

Рис. 3. Вертикальные профили продольной компоненты скорости потока перед препятствиями. Сплошная линия –
расчет, ромбики – экспериментальные данные [13–15].
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Таблица 2. Координаты определения профилей скоро-
сти потока перед, над и за препятствием в единицах
высоты препятствия H

Препятствие Перед Над За

Холм –0.5 0 0.5
Полусфера –1.17 0 1.17

Куб –1.5 0 1.5
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Рис. 4. Вертикальные профили продольной компоненты скорости потока над препятствиями. Сплошная линия – рас-
чет, ромбики – экспериментальные данные [13–15].
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Рис. 5. Вертикальные профили продольной компоненты скорости потока за препятствиями. Сплошная линия – рас-
чет, ромбики – экспериментальные данные [13–15].
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периментов. Кроме того, на верхней грани наи-
менее обтекаемого препятствия (куба) и расчеты,
и эксперименты показывают значительную зону
завихрений и обратного течения. Выше же этой
зоны наблюдается ускоренное течение.

Распределение скоростей за препятствием, и
особенно в его аэродинамической тени (рис. 4),
характеризуется замедлением и закручиванием
потока в обратном направлении – тем большим,
чем менее обтекаемым оказывается препятствие.
Наиболее сильно данный эффект проявляется
для куба. В целом в зоне обратного потока моде-
лирование дает завышение скорости по сравне-
нию с экспериментом. Максимальные различия в
абсолютных величинах скорости наблюдаются в
зоне наибольшей турбулентности сразу за пре-
пятствием непосредственно у поверхности земли.
Такая переоценка, скорее всего, обусловлена до-

пущением об изотопной вязкости в числовой мо-
дели, которое не является точным, особенно
вблизи земной поверхности, где интенсивность
турбулентности значительно пространственно
варьируется. К сожалению, использованные на-
ми источники [13–15] не содержат сведений о не-
определенностях экспериментальных данных.

Качественные особенности обтекания пото-
ком кубического препятствия хорошо видны на
рис. 6, где приведено распределение векторов
скорости потока. Вертикальные линии на нем со-
ответствуют х-координатам, в которых рассчиты-
вались профили скорости, показанные на рис. 3–5.

Куб, имитирующий здания и сооружения са-
мой АЭС, является наиболее сложным для обте-
кания препятствием. Протяженность зоны турбу-
лентности с подветренной стороны (рис. 6) явля-
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ется максимальной по сравнению с холмом и
полушарием. В отличие от последних, для куба
характерно также образование турбулентной зо-
ны с отрыванием потока над верхней плоскостью
крыши, а также вдоль вертикальных боковых
плоскостей, где образуется пара встречно враща-
ющихся вихрей в горизонтальной плоскости. От-
рыв потока начинается перед строением и далее
развивается с его фронтовой верхней грани и на
боковых стенках. В силу этих особенностей дан-
ная задача представляет особый интерес для те-
стирования современных расчетных алгоритмов
вычислительной гидродинамики.

ВЫВОДЫ

Сравнение результатов моделирования обте-
кания ветром типичных неоднородностей релье-
фа с прямыми экспериментами в аэродинамиче-
ских трубах позволяют заключить, что модели на
основе RANS-уравнений, несмотря на умерен-
ные вычислительные затраты, дают в целом удо-
влетворительное совпадение с экспериментом.
Исключением являются локальные области силь-
ной турбулентности в аэродинамической тени
препятствия вблизи поверхности земли, а также
непосредственно над горизонтальными крыша-
ми зданий.

Приведенное сравнение дает основание счи-
тать, что моделирование распространения газо-
аэрозольных выбросов АЭС в условиях неодно-
родного рельефа и наличия зданий и сооружений
на основе RANS-уравнений средствами пакета
ANSYS FLUENT способно давать адекватные ре-
зультаты для расчета дозовых нагрузок персонала
и локально проживающего населения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Серия изданий по безопасности № 50-SG-S3. Ру-

ководства МАГАТЭ по безопасности. Вена, 1980.
2. Leelőssy Á., Lagzi I., Kovacs A., Meszaros R. A review of

numerical models to predict the atmospheric disper-
sion of radionuclides. Journal of Environmental Radio-
activity. 2018. № 182. P. 20–33.

3. Yoshihide T., Akashi M., Ryuichiro Y., Hiroto K., Tsuy-
oshi N., Masaru Yoshikawa T. AIJ guidelines for practi-
cal applications of CFD to pedestrian wind environ-
ment around buildings. Journal of Wind Engineering
and Industrial Aerodynamics 2008. № 96. P. 1749–
1761.

4. Gorle C., Beeck J.V., Rambaud P., Tendeloo G. V. CFD
modelling of small particle dispersion: The influence of
the turbulence kinetic energy in the atmospheric
boundary layer. Atmospheric Environment. 2009.
№ 43. P. 673–681.

5. Ai Z.T., Mak C.M. CFD simulation of f low and disper-
sion around an isolated building: Effect of inhomoge-
neous ABL and near-wall treatment. Atmospheric En-
vironment. 2013. № 77. P. 568–578.

6. Ступин А.Б., Оверко В.С. Влияние неоднородности ре-
льефа на рассеивание выбросов в атмосфере. ДоНТУ.
2006. http://ea.donntu.org/handle/123456789/6268.

7. ANSYS Fluent Theory Guide, ANSYS, Inc., 275 Tech-
nology Drive Canonsburg, PA 15317, November 2013.

8. Yu Y., Kwok K.C.S., Liu X.P., Zhang Y. Air pollutant dis-
persion around high-rise buildings under di@erent an-
gles of wind incidence. Journal of Wind Engineering &
Industrial Aerodynamics.2017. № 167. P. 51–61.

9. Zhenqing L., Shuyang C., Heping L., Takeshi I. Large-
Eddy Simulations of the Flow Over an Isolated Three-
Dimensional Hill. Boundary-Layer Meteorology.
2019. № 170. P. 415–441.

10. Takeshi I., Kazuki H., Susumu O. A wind tunnel study
of turbulent f low over a three-dimensional steep hill.
Journal of Wind Engineering and Industrial Aerody-
namics. 1999. № 83. P. 95–107.

11. Ferreira A.D., Silva M.C.G., Viegas D.X., Lopes A.M.G.
Wind tunnel simulation of the f low around two dimen-

Рис. 6. Поле скоростей потока при обтекании кубического препятствия.

�1.5 �1.0 �0.5 0 0.5 x/H1.0 1.5



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 8  № 6  2019

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СРЕДСТВ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 551

sional hills. Journal of Wind energy and Industrial
Aerodynamics. 1991. № 38. P. 109–122.

12. Kim H.G., Lee C.M., Lim H.C., Kyong N.H. An experi-
mental and numerical study on the f low over two di-
mensional hills. Journal of Wind energy and Industrial
Aerodynamics. 1997. № 66. P. 7–33.

13. Trombetti F., Martano P., Tampieri F. ‘Data Sets for
Studies of Flow and Dispersion in Complex Terrain:
The “RUSHIL” Wind Tunnel Experiment (Flow Da-
ta)’, Technical Report No 4, FISBAT-RT-1991/1.

14. Martinuzzi R., Tropea C. The f low around surface-
mounted, prismatic obstacles in a fully developed chan-
nel f low. Journal of Fluids Engineering. 1993. № 115.
P. 85–92.

15. Tavakol M.M., Yaghoubi M., Masoudi Motlagh M. Air
flow aerodynamic on a wall-mounted hemisphere for
various turbulent boundary layers. Experimental Ther-
mal and Fluid Science. 2010. № 34. P. 538–553.

16. Juretic F., Hrvoje H., Computational modeling of the
neutrally stratified atmospheric boundary layer f low
using the standard k–e turbulence model. Journal of
Wind Engineering and Industrial Aerodynamics. 2013.
№ 115. P. 112–120.

17. Richards P.J., Norris S.E. Appropriate boundary condi-
tions for computational wind engineering models revis-
ited. Journal of Wind Engineering and Industrial Aero-
dynamics. 2011. № 99. P. 257–266.

18. Xing J., Liu Z.Y., Huang P., Feng C.G., Zhou Y.,
Zhang D.P., Wang F. Experimental and numerical study
of the dispersion of carbon dioxide plume. Journal of
Hazardous Materials. 2013. № 256. P. 40–48.

19. Kiša M., Jelemenský L. CFD Dispersion Modelling for
Emergency Preparedness. Journal of Loss Prevention
in the Process Industries. 2009. № 22 (1). P. 97–104.

20. Richards P.J., Hoxey R.P. Appropriate boundary condi-
tions for computational wind engineering models using
the kε-model. Journal of Wind Engineering and Indus-
trial Aerodynamics. 1993. № 46. P. 145–153.

Vestnik Natsional’nogo issledovatel’skogo yadernogo universiteta “MIFI”, 2019, vol. 8, no. 6, pp. 546–552

The Application of Computational Fluid Dynamics to the Diffusion of Gas–Aerosol 
Emissions in Conditions of Complex Terrain

M. Mehdia and M. P. Panina,#

a National Research Nuclear University MEPhI (Moscow Engineering Physics Institute), Moscow, 115409 Russia
#e-mail: MPPanin@mephi.ru

Received October 7, 2019; revised October 14, 2019; accepted October 15, 2019
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tion of the f low over the upper plane of the roof. Differences with experiments are observed only in local areas
of strong turbulence in the aerodynamic shadow of an obstacle near the ground surface. All this opens the
possibility of a full-fledged simulation of the diffusion of nuclear power plant emissions, taking into account
the terrain features of the site of a particular station and its main building in order to refine the personnel and
public exposure.
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Квалификационные испытания интерпретируются как частный случай полунатурного экспери-
мента, в котором лабораторная установка играет роль физической модели системы, включающей
исследуемый объект. В этих условиях виртуализация представляет собой переход от физических к
математическим моделям системы и объекта и допускает виртуальную квалификацию, т.е. реализа-
цию квалификационных испытаний в виде численного эксперимента. Виртуализация позволяет, в
частности, осуществить экстраполяцию лабораторных результатов на штатные условия эксплуата-
ции, а также обратный пересчет этих условий в адекватные параметры квалификационного экспе-
римента. Эффективность виртуализации продемонстрирована на примерах оптимизации матема-
тических моделей, совершенствования квалификационных экспериментов и прогнозирования их
результатов, а также использования критериальных моделей для адекватной параметризации ква-
лификационных экспериментов по эксплуатационным характеристикам. Для проведения вирту-
альной квалификации синтезированы модели двигателя внутреннего сгорания, предназначенные
для исследования влияния химмотологических и трибологических факторов на динамику двигателя
и его кпд. Они основывались на соотношении для баланса мощности двигателя и отличаются мето-
дом имитации давления в цилиндре. Учет трения в рамках моделей базировался на аппроксимации
кривой Герси–Штрибека и ее использовании для расчета коэффициента смешанного трения в за-
висимости от числа Зоммерфельда. На основе анализа противоизносных свойств смазывающего
топлива построена критериальная модель объемного износа, предназначенная для прогнозирова-
ния величины последнего при заданных условиях. Синтезированную таким образом критериаль-
ную модель было предложено использовать для прогнозирования износа в экстремальных условиях
и формирования соответствующих квалификационных нормативов. Для аппроксимации плотно-
сти нефтепродуктов было предложено использовать модельно-ориентированную идентификацию.
С этой целью построен модифицированный алгоритм оценки плотности углеводородов, базирую-
щийся на использовании закона соответственных состояний. В отличие от традиционного алгорит-
ма, основанного на использовании таблиц корреляций, в модифицированном алгоритме использу-
ется представление плотности в виде степенной функции приведенных температуры и давления.
Показано, что для легких алканов модифицированный алгоритм обеспечивает лучшую точность в
сравнении с традиционным.

Ключевые слова: квалификационные испытания, полунатурный эксперимент, численный экспери-
мент, физическая модель, виртуализация, виртуальная квалификация, критериальная модель, кри-
вая Герси–Штрибека, число Зоммерфельда, противоизносные свойства, квалификационные нор-
мативы, идентификация, алканы, закон соответственных состояний, фактор сжимаемости
DOI: 10.1134/S2304487X19060051

Обычной целью математического моделиро-
вания технологических процессов является про-
гнозирование протекания этих процессов в раз-
личных условиях, в том числе – не охватываемых
натурным экспериментом. К подобной модели
обычно предъявляются два основных требования –
универсальности и адекватности. Универсаль-
ность позволяет использовать модель в широком
диапазоне внешних условий, в том числе – в со-

ставе моделей более высокого уровня. Адекват-
ность обеспечивает соответствие модели кон-
кретным условиям проведения эксперимента.
Указанные требования определяют типичную
структуру модели. В основу последней заклады-
вается в качестве каркаса базовая модель, описы-
вающая процесс в общих чертах. Адекватность
при этом обеспечивается в ходе параметризации
модели по результатам сравнения с калибровоч-
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ными экспериментами. Это обуславливает ос-
новные требования к интерфейсу модели – наря-
ду со входами, определяющими условия проведе-
ния численного эксперимента, она включает
предварительно настраиваемые калибровочные
параметры. Полнота и непротиворечивость си-
стемы этих параметров определяют адекватность
модели и обеспечиваются в ходе ее идентифи-
кации.

Являясь прикладной дисциплиной, химмото-
логия предполагает существенный примат экспе-
риментальных методов исследования, реализуе-
мых в форме квалификационных испытаний объ-
екта. Вместе с тем, как указывалось выше,
построение базовой модели охватывающих си-
стемы или процесса осуществляется в рамках тео-
ретических, главным образом физико-химиче-
ских исследований. В свою очередь адекватная
настройка этих моделей осуществляется по ре-
зультатам квалификационных испытаний. Глав-
ной особенностью последних является то, что их
основным методом является лабораторное иссле-
дование объекта, который в принципе ничем не
будет отличаться от эксплуатируемого [1]. Лабо-
раторную установку в этих условиях можно рас-
сматривать как физическую модель системы,
охватывающей объект. В этом смысле квалифи-
кационные испытания являются частным случа-
ем более широкого понятия полунатурного экс-
перимента, в рамках которого охватывающая мо-
дель или ее часть может быть реализована как
математическая. В этих условиях адекватную ма-
тематическую модель системы, охватывающей

объект, можно интерпретировать как некую вир-
туальную реальность, а численный эксперимент в
составе полунатурного – как виртуальную квали-
фикацию. При этом натурные эксперименты,
проводимые в рамках обычных квалификацион-
ных испытаний, могут выступать как средство
идентификации создаваемых математических
моделей [2].

Место виртуальной квалификации в составе
полунатурного эксперимента отображено на рис. 1.
Математическая модель объекта строится на ос-
нове его описания и может взаимодействовать со
штатным программным обеспечением в случае
управляемости объекта. В свою очередь, матема-
тическая модель охватывающей системы строит-
ся на основе ее описания и может реализовывать
функции, не реализуемые физической моделью.
Виртуальная квалификация осуществляется в хо-
де численного эксперимента с математическими
моделями объекта и системы. При этом решаются
две основные задачи:

• сравнительная идентификация математиче-
ских моделей в условиях, обеспечиваемых физи-
ческой моделью – лабораторной установкой;

• предварительная отладка штатного про-
граммного обеспечения в случае управляемости
объекта.

Примером применения такого общего подхода
является моделирование двигателя внутреннего
сгорания, отображенное в работах [3, 4]. Первая
из них посвящена созданию упрощенной матема-
тической модели двигателя внутреннего сгора-
ния, предназначенной для моделирования влия-

Рис. 1. Виртуальная квалификация.
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ния химмотологических процессов на динамику
двигателя, его кпд и смазочную способность ис-
пользуемых масел. Модель позволяет проводить
численные эксперименты, воспроизводящие от-
дельные этапы стендовых испытаний. В перспек-
тиве, как предполагается, это позволит заменить
проведение однотипных натурных эксперимен-
тов их численными аналогами, что обеспечит
экономию времени и средств.

Для идентификации модели использовались
результаты квалификационных испытаний на
установке ИМ-1, проводимых в соответствии с
ГОСТ 20303-74. Поэтому считается, что вирту-
альный двигатель в составе модели нагружен на
имитатор асинхронной машины, а потери на тре-
ние в двигателе описываются в зависимости от
износа цилиндро-поршневой группы и степени
ее загрязнения в рамках модели Герси–Штрибе-
ка. Эти факторы влияют на коэффициент трения
пары поршень–цилиндр, а также на величину за-
зора между поршнем и стенкой цилиндра и, сле-
довательно, на величину смешанного трения.
Упрощенная модель базируется на соотношении
баланса мощности и нагрузки двигателя, нагру-
женного на асинхронную машину в генераторном
режиме. В нормализованной форме уравнение
баланса имеет вид:

(1)

где  – нормированный квадрат частоты,

 – нормированное давление в цилиндре,

 – нормированное напряжение трения,

 – характерное время разгона,

где J – момент инерции кривошипа;
ω, ω0 – текущая и номинальная циклическая ча-
стота;
p – давление в цилиндре, Па;
pfr – напряжение трения, Па.

Общая схема модели приведена на рис. 2. По
существу, это схема реализации решения уравне-
ния (1) с возможностью варьирования мощности
двигателя и синхронной частоты. Основной осо-
бенностью модели является то, что для описания
динамики давления в цилиндре используется ин-
дикаторная диаграмма двигателя. Последняя
представляет собой зависимость давления в дви-
гателе от смещения поршня на различных тактах
двигателя. Этим тактам соответствуют различные
диапазоны угла поворота кривошипа (коленчато-

= π − π − −0( 1)max(1, ),fr
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го вала), который является дополнительным вхо-
дом индикаторной диаграммы. В модели индика-
торная диаграмма реализована в виде линейных
интерполяторов давления в зависимости от поло-
жения поршня, соответствующих различным
тактам двигателя и выбираемых по величине угла
поворота кривошипа. Как правило, индикатор-
ная диаграмма соответствует номинальной мощ-
ности двигателя. Для учета возможной неноми-
нальности используется регулируемый мульти-
пликативный фактор g, имеющий смысл степени
открытия виртуального дросселя подачи. Этот
фактор формируется имитатором подачи, осно-
вой которого является встроенный PID регулятор
мощности. Нормированная нагрузка nl двигателя
связана с номинальной n0 соотношением nl =
= n0max . В свою очередь номиналь-
ная нагрузка формируется имитатором динами-
ческого тормоза, основой которого является ре-
гулятор синхронной частоты. Нормированная
мощность потерь определяется нормированным
моментом трения πfr.

Дальнейшее развитие упрощенной модели
осуществлялось в направлении совершенствова-
ния имитации процессов в двигателе. В работе [4]
исследовалась многофункциональная модель
двигателя внутреннего сгорания, объединяющая
субмодели основных подсистем двигателя. К их
числу относятся:

– модель внутреннего смесеобразования,
определяющая характеристики горючей смеси;

– модели тепловыделения и газообмена в ци-
линдре, имитирующие тактовые процессы в дви-
гателе;

– модель кривошипно-шатунного механизма,
связывающая процессы в двигателе с внешними
воздействиями.

Общая схема модели приведена на рис. 3. Ее
входами являются положения воздушного дрос-
селя, топливного дозатора, а также передаточное
число редуктора, связывающего ходовую ось с
коленчатым валом. Эти входы естественным об-
разом интерпретируют органы управления двига-
телем. Модель также может включать вспомога-
тельные субмодели, предназначенные, в частно-
сти, для имитации состава выхлопа и охлаждения
двигателя. Первая из них базируется на упроще-
нии системы кинетических уравнений цепного
процесса в квазистационарном приближении.
Она позволяет имитировать динамику состава
выхлопа в виде временных зависимостей моляр-
ных долей его компонент. Разработанная методи-
ка может быть использована при прогнозирова-
нии состава выхлопа для различных цепных про-
цессов с установленной последовательностью
сопряженных реакций. Модель охлаждения ос-

−(1, )( 1)u u
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Рис. 2. Общая схема упрощенной модели двигателя.
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Рис. 3. Схема многофункциональной модели.
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Рис. 4. Цикл без самовоспламенения.
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Рис. 5. Цикл с самовоспламенением.
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новывается на разработанной методике расчета
гидравлических цепей. В этом расчете линейные
регуляторы используются как численные решате-
ли нелинейных уравнений Кирхгофа для баланса
расходов и перепадов давления. Данная методика
менее трудоемка, чем традиционно используе-
мые, и применима при квазистационарных изме-
нениях параметров гидравлической цепи. Двига-
тель в рамках данной модели интерпретируется
как теплообменник.

Имитируемая динамика давления и температу-
ры газа в цилиндре в соответствии с фазами газооб-
мена отображена на рис. 4 для цикла без самовос-
пламенения и на рис. 5 для цикла с самовоспламе-
нением. Построенная модель использовалась также
для имитации основных процессов в двигателе. Ре-
зультаты симуляции ступенчатого нагружения дви-

гателя приведены на рис. 6. Относительная на-
грузка при этом увеличивалась с некоторой вре-
менной задержкой относительно подачи. В ходе
регулирования имитируемая частота двигателя
стабилизировалась на номинальном уровне, а тя-
говая и нагрузочная мощности выравнивались.
Таким образом, был продемонстрирован эффект
саморегулирования частоты двигателя при изме-
нении нагрузки.

Результаты принудительного регулирования
частоты двигателя отображены на рис. 7. Устав-
кой регулирования была номинальная частота
двигателя, а выходом – величина относительной
подачи. В исходном состоянии величина относи-
тельной нагрузки была нулевой. После включе-
ния регулятора величина уставки по частоте уве-
личивалась до номинальной частоты. Дополни-

Рис. 6. Ступенчатое нагружение двигателя.
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тельное увеличение нагрузки приводило к
соответствующему увеличению подачи под дей-
ствием регулятора. Текущая частота при этом ста-
билизировалась на номинальном уровне, а тяго-
вая и нагрузочные мощности выравнивались. Ка-
чественный анализ имитируемой динамики
показывает, что в целом модель адекватно отоб-
ражает процессы в двигателе и может быть ис-
пользована для исследования влияния характе-
ристик ГСМ на процессы в цилиндре.

Важным аспектом применения виртуальной
квалификации является экстраполяция лабора-
торных результатов на штатные условия эксплуа-
тации исследуемого объекта. В качестве примера
такой экстраполяции можно привести прогнози-
рование объемного износа головки насосного

плунжера с учетом противоизносных свойств
смазывающего топлива [5–8].

В качестве критерия подобия между лабора-
торной установкой и исследуемым плунжером
был выбран критерий объемного износа, отобра-
женный на рис. 8. Его физический смысл – отно-
шение импульса износного материала к импульсу
силы трения. Критерий включает плотность из-
носного материала, скорость скольжения и нор-
мальное давление во фрикционном контакте, а
также длительность износа. Коэффициент гра-
ничного трения определяется коэффициентом
сухого трения и числом Зоммерфельда. Прини-
малось, что число Зоммерфельда помимо вязко-
сти, скорости скольжения и твердости зависит
также от кислотности A смазывающей среды и
процентного содержания в ней серы S.

Рис. 7. Регулирование частоты двигателя.
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Величина зазора во фрикционном контакте
принималась равной глубине износа и определя-
лась диаметром шарообразного измерительного
элемента и величиной полосы износа. Учитыва-
лась также температурная зависимость вязкости в
соответствии с модифицированным соотноше-
нием Андраде. Объемный износ и полоса износа
определялись максимальным и минимальным
диаметрами полосы износа измерительного эле-

мента, наблюдаемыми в эксперименте, а также
углом наклона оси этого элемента к плоскости
фрикционного контакта. Параметрами модели
являлись коэффициент при числе Зоммерфельда
в выражении для коэффициента граничного тре-
ния, а также коэффициенты при кислотности и
процентном содержании серы.

Схема оптимальной параметризации этой мо-
дели отображена на рис. 9. Ее первым этапом яв-

Рис. 8. Критерий объемного износа.
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Рис. 9. Оптимальная параметризация.
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лялось формирование статистики критерия подо-
бия по статистике измерений и выбранным значе-
ниям параметров. По измерениям и выбранным
параметрам рассчитывался критерий объемного из-
носа. Полученная при этом статистика использо-
валась для расчета вариации критерия δVw для
выбранных значений параметров. Оптимальные
параметры выбирались методом случайного
спуска из условия минимальности указанной ва-
риации. К их числу относилась также величина
усредненного критерия подобия , по которой
рассчитывался прогнозируемый износ.

По параметризованной модели осуществля-
лось прогнозирование износа на основе равен-
ства прогнозируемого и расчетного износа. Это
равенство интерпретировалось как уравнение от-
носительно глубины и полосы износа. Оно реша-
лось путем минимизации модуля рассогласова-
ния между расчетным и прогнозируемым изно-
сом для различной длительности в соответствии с
рис. 10. Результатом этой минимизации, осу-
ществляемой методом случайного спуска, явля-
ются временные зависимости глубины и полосы
износа, интерпретируемые как прогнозы износа.
Таким образом, разработанная модель износа мо-
жет быть использована для формирования квали-
фикационных норм на основании эксплуатаци-
онных ограничений на глубину износа, соответ-
ствующую заданной длительности последнего.

Проведению испытаний предшествует предва-
рительный выбор их экстремальных условий. Па-
раметризация критериальной модели по резуль-
татам квалификационных испытаний в данных
условиях позволяет провести прогнозирование

Vw

фрикционного износа, результаты которого мож-
но интерпретировать как гарантированные нор-
мы износа.

Таким образом, идентификация модели в рам-
ках виртуализации может быть использована для
экстраполяции лабораторных результатов на
прогнозируемые условия эксплуатации объекта.
В свою очередь, обратный пересчет позволяет
формировать условия лабораторного экспери-
мента, адекватные прогнозируемым эксплуата-
ционным условиям. Подход, ориентированный
на решение таких задач, реализован, в частности,
в теории подобия, а пример его применения при-
веден в работе [9]. Целью данного исследования
являлось определение параметров квалификаци-
онных экспресс-испытаний химической стабиль-
ности окисляющихся смесей углеводородов в ста-
тических условиях. Для решения этой задачи
применяются лабораторные реакторы, позволя-
ющие изменять условия окисления в сравнении с
эксплуатационными для достижения приемле-
мой длительности указанных испытаний. Ис-
пользуемые при этом методы подразделяются на
методы ускоренного окисления и искусственного
старения.

Методы первой группы предназначены для
экспресс-оценки стабильности в ситуации, когда
длительность испытаний является решающим
фактором. Они предусматривают значительное
повышение температуры процесса в сравнении с
эксплуатационной, а также воздействие иных
факторов, которое рассматривается ниже. В рам-
ках методов второй группы осуществляется лабо-
раторное хранение исследуемых продуктов в
строго регламентированных условиях при уме-

Рис. 10. Прогнозирование износа.
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ренно повышенных температурах. Преимуще-
ство этих методов перед методами искусственно-
го окисления состоит в наиболее близком соот-
ветствии условиям реального хранения. Однако
считается, что наилучшие оценки химической
стабильности достигаются комплексированием
методов обеих групп.

В дальнейшем исследовались методы ускорен-
ного окисления. В ходе этого исследования была
разработана критериальная модель химической
стабильности углеводородных смесей, предназна-
ченная для пересчета результатов квалификацион-
ных экспресс – испытаний к эксплуатационным
условиям и включающая критерии геометрическо-
го, термодинамического и кинетического подобия.
Критерий геометрического подобия может быть
использован для выбора габаритов лабораторного
реактора, а критерий термодинамического подо-
бия для жидкостей представляет собой условие
выбора возможного температурного режима.

Кроме того, на базе кинетического уравнения
окисления углеводородов в бимолекулярном
приближении был синтезирован критерий хими-
ческой стабильности, представляющий собой
условие динамического равновесия указанного
окисления. Схема реализации критерия приведе-
на на рис. 11. Соответствующее кинетическое
уравнение имеет вид:

(2)

ρ = ρ ρ

ρρ =
μ

ρ =

,

,

,

ox
m o

m

o

d k
dt

p
RT

где ρox – молярная плотность осаждаемого окис-
ла; ρm, ρo – молярные плотности смеси и кислоро-
да; ρ, μ – плотность и молярная масса смеси;
p, T – парциальное давление и температура окис-
ления.

Из уравнения (2) получаем в бимолекулярном
приближении:

или:

где t – длительность испытаний или эксплуата-
ции; V – объем реактора; Δm, μox – масса осажден-
ного окисла и его молярная масса.

Учитывая, что исходная масса смеси m = ρV,
получаем отсюда критерий химической стабиль-
ности:

(3)

Критерий (3) позволяет рассчитать потенциаль-

ную плотность  для эксплуатационных усло-

вий. При этом решение о приемлемой стабильно-
сти смеси принимается в соответствии с установ-
ленными требованиями к этой плотности.
Указанные требования с помощью критерия (3)
можно также пересчитать в квалификационные
нормативы и использовать для принятия реше-
ния непосредственно по результатам квалифика-
ционных испытаний.

ρ ρ=
μ

,ox pk
t RT

ρΔ =
μ μ

,
ox

pm k
Vt RT

 μ Δπ = = μ 
1.

ox

m RT
m ptk

Δm
V

Рис. 11. Критерий химической стабильности.
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Проблемой на пути реализации описанного
подхода является неопределенность величины

кинетического коэффициента .

Для ее определения проводятся измерения массы
осадка Δmi для исследуемой смеси в нескольких
температурных точках Ti либо временных точ-
ках ti. Величины номинальной скорости реак-
ции k0 и энергию активации Ea находим при этом
из соответствующих условий минимума, вытека-
ющих из (3) и отображенных на рис. 11.

Представляет также интерес оценка парамет-
ров скорости реакции не для одной, а для класса
близких по свойствам смесей. Для ее реализации
необходимо провести измерения массы осадка
для этих смесей в различных температурных точ-
ках и/или в различные моменты времени. Общее
условие минимума для определения параметров
скорости при этом приобретает вид:

Решение данных задач минимизации осу-
ществляется каким-либо численным методом,

 = − 
 

0 exp aEk k
RT

   μ ΔΔ = − − →   μ   


0

2
0

,
exp min.

a

i a i i
k E

i i ox

pt k E m
R RT m

например, методом случайного поиска, схема ко-
торого приведена на рис. 12. Полученные при
этом величины k0, Ea используются для расчета k
для исследуемой смеси при использовании опи-
санной выше процедуры пересчета массы осадка
в потенциальную плотность окисла.

Еще один пример использования идентифика-
ционного подхода связан с аппроксимацией
плотности нефтепродуктов. Возможный подход к
решению этой задачи предусматривает построе-
ние аппроксимации, описывающей жидкое и
твердое газообразное состояние углеводорода
при различных температурах и давлениях [10].
Естественной базой такой аппроксимации явля-
ется закон соответственных состояний Ван дер
Ваальса, в соответствии с ним все вещества под-
чиняются единому уравнению состояния в при-
веденных переменных. Для оценки свойств плот-
ного газа или жидкости используется уравнение
Менделеева–Клапейрона, дополненное факто-
ром сжимаемости:

(4)μρ = ,p
zRT

Рис. 12. Оптимальная параметризация.
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где p, T – давление и температура углеводорода;
μ – молярная масса углеводорода; z – фактор
сжимаемости.

Последний характеризует отклонение пара-
метров исследуемого углеводорода от состояния
идеального газа с той же молярной массой. В
частности, в рамках этого подхода могут быть по-

строены модифицированные алгоритмы оценки
плотности углеводородов. Схема указанной
оценки плотности приведена на рис. 13. Согласно
закону соответственных состояний, зависимость
фактора сжимаемости от приведенных перемен-
ных инвариантна для различных веществ и может
быть представлена в следующей форме:

Рис. 13. Схема оценки плотности.
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Рис. 14. Плотности при нормальных условиях (применение корреляционных таблиц).
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где p, T – входные давление и температура; pr, Tr –
приведенные давление и температура; pc, Tc –
критические давление и температура; z0, z1 – ве-
личины корреляций; ω – величина ацентрично-
сти.

Величины корреляций рассчитываются по со-
ответствующим таблицам путем их двумерной
интерполяции. Входами этих таблиц являются
приведенные давления и температуры, рассчиты-
ваемые по соответствующим критическим пара-
метрам. Величина ацентричности рассчитывает-

ся в соответствии с соотношением ,

где Ps – давление насыщения углеводорода при
температуре Ts = 0.7Tc. Расчет давления насыще-
ния ведется по кривым насыщения углеводоро-
дов. Результаты расчета плотности углеводородов
при нормальных условиях для первых восьми ал-
канов, а также табличные значения плотностей
приведены на рис. 14. Сравнение показывает, что
определенное соответствие плотностей имеет ме-
сто для сравнительно тяжелых алканов, а погреш-
ность расчета для легких алканов велика. Отсюда
вытекает необходимость скорректировать ис-
пользованный алгоритм оценки плотности.

Как и ранее, при оценке плотности будем ис-
ходить из соотношения (4), представляя фактор
сжимаемости в виде . Отсюда сле-
дует:

= + ω

=

=

0 1( , ) ( , ) ( , ),

,

,

r r r r r r

r
c

r
c

z p T z p T z p T
pp
p
TT
T

ω = −lg 1c

s

P
P

α β γ= −1 r rz e p T

Таким образом, в отличие от традиционного
алгоритма, основанного на использовании таб-
лиц корреляций, в модифицированных алгорит-
мах используется представление фактора сжима-
емости в виде степенной функции приведенных
температуры и давления. Введенные параметры
α, β, γ являются настроечными и выбираются ме-
тодом наименьших квадратов из условия соответ-
ствия расчетных и табличных плотностей при
нормальных условиях. Результаты расчета плот-
ности углеводородов при нормальных условиях
для первых восьми алканов, а также табличные
значения плотностей приведены на рис. 15.

Анализ указанных зависимостей показывает,
что в отличие от традиционного расчета на основе
таблиц корреляций, модифицированные расчеты
на основе степенной аппроксимации сжимаемо-
сти обеспечивает лучшую точность для легких алка-
нов. Более тяжелые алканы лучше описываются
традиционным алгоритмом расчета. Возможным
выходом в этой ситуации является комплексирова-
ние рассмотренных алгоритмов расчета, обеспе-
чивающее сравнительно точную оценку для ши-
рокого диапазона углеводородов.

ВЫВОДЫ
1. Традиционные квалификационные испыта-

ния интерпретируются как частный случай полу-
натурного эксперимента, в котором лаборатор-
ная установка играет роль физической модели
системы, включающей исследуемый объект. Вир-
туализация представляет собой переход от физи-
ческих к математическим моделям системы и
объекта и допускает виртуальную квалифика-
цию, т.е. реализацию квалификационных испы-
таний в виде численного эксперимента. Очевид-
ным преимуществом виртуальной квалификации
является ограничение количества натурных экс-
периментов, используемых только для калибров-
ки математических моделей, и, следовательно,
снижение затрат на их проведение.

2. Виртуализация позволяет осуществить экс-
траполяцию лабораторных результатов на штат-
ные условия эксплуатации, а также обратный пе-
ресчет этих условий в адекватные параметры ква-
лификационного эксперимента. Эффективность
виртуализации продемонстрирована на примерах

α β γ
=

α β γ

 ρρ − → α β γ 
μρ =

= −


28

0
, ,

1
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Рис. 15. Плотности при нормальных условиях (сте-
пенная аппроксимация сжимаемости).
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оптимизации математических моделей, совер-
шенствования квалификационных эксперимен-
тов и прогнозирования их результатов, а также
использования критериальных моделей для адек-
ватной параметризации квалификационных экс-
периментов по эксплуатационным характери-
стикам.

3. Упрощенная модель двигателя внутреннего
сгорания предназначена для моделирования вли-
яния химмотологических и трибологических
факторов на динамику двигателя и его кпд. Она
основывалась на соотношении для баланса мощ-
ности двигателя и его нагрузки, создаваемой
асинхронной машиной в генераторном режиме.
Ее особенностью является то, что для имитации
динамики давления в цилиндре использовалась
индикаторная диаграмма двигателя. Учет трения
в рамках модели базировался на аппроксимации
кривой Герси–Штрибека и ее использовании для
расчета коэффициента смешанного трения в за-
висимости от числа Зоммерфельда. Ввод в состав
этого числа факторов, учитывающих износ и за-
грязнение пары поршень–цилиндр позволил
осуществить моделирование этих процессов и ка-
чественно оценить их влияние на динамику сма-
зочной способности и кпд двигателя.

4. Более полное исследование влияния химмо-
тологических характеристик возможно с исполь-
зованием многофункциональной модели двига-
теля внутреннего сгорания, которая объединяет
субмодели его основных подсистем. К их числу
относятся субмодели смесеобразования, тепло-
выделения и газообмена в цилиндре, модель кри-
вошипно-шатунного механизма, а также вспомо-
гательные субмодели, предназначенные для ими-
тации состава выхлопа и охлаждения двигателя.
Проведенные численные эксперименты подтвер-
дили качественную адекватность построенной
модели.

5. На основе анализа противоизносных
свойств смазывающего топлива построена крите-
риальная модель объемного износа, предназна-
ченная для прогнозирования величины послед-
него при заданных условиях. Оптимальная пара-
метризация критериальной модели базировалась
на интерпретации критерия износа как инвари-
анта с минимальной вариацией. При этом соот-
ношение, связывающее критерий объемного из-
носа с его усредненным значением, интерпрети-
ровалось как уравнение связи между величиной
износа и влияющими на него факторами. Это
позволило использовать данное уравнение для
прогнозирования величины износа в заданных
условиях и для различных сроков эксплуатации.
Синтезированную таким образом критериальную

модель было предложено использовать для про-
гнозирования износа в экстремальных условиях и
формирования соответствующих квалификаци-
онных нормативов.

6. Для аппроксимации плотности нефтепро-
дуктов было предложено использовать модельно-
ориентированную идентификацию. В рамках
этого подхода построен модифицированный ал-
горитм оценки плотности углеводородов, базиру-
ющийся на использовании закона соответствен-
ных состояний. В отличие от традиционного ал-
горитма, основанного на использовании таблиц
корреляций, в модифицированном алгоритме ис-
пользуется представление фактора сжимаемости
в виде степенной функции приведенных темпе-
ратуры и давления. Параметры этого представле-
ния калибруются методом наименьших квадра-
тов по результатам сравнения расчетных и таб-
личных значений плотностей углеводородов
при нормальных условиях. Показано, что для
легких алканов модифицированный алгоритм
обеспечивает лучшую точность в сравнении с тра-
диционным.
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extrapolation of laboratory results to normal exploitation conditions and recalculation of these con-
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models optimization, qualification experiments correction and their results forecasting, at criteria
models application for qualification experiments adequate parameterization on exploitation charac-
teristics. Models of internal combustion engine were created for investigation of tribological and
chimmotolologcal factors inf luence on engine dynamics end effectiveness. They are based on balance
relation and differ with method of cylinder pressure imitation only. Friction inf luence was based on
Gersy–Streebeck curve approximation and its use for friction coefficient calculation in dependence
of Sommerfeld’s number. Basing on anti–wear properties investigation criteria model of volume wear
was developed and used for wear evaluation at specified conditions. It was proposed to use this model
for wear forecast at extreme conditions and forming of corresponding qualification normative. For oils
density approximation model – oriented identification was proposed to use. Toward this end, modi-
fied algorithm was built which is based on law of corresponding states. In contrast to usual algorithm
based on correlation tables use modified algorithm uses density presentation in form of power function of
oil pressure and temperature. It was shown that for light oils modified algorithm provides better precision in
comparison with usual one.
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В исследовании предлагаются нейросетевые методы на базе глубоких нейронных сетей с слоями
долговременной краткосрочной памяти (LSTM) для включения синтаксической структуры в реше-
ние задачи классификации русских текстов. Разработаны и опробованы два подхода обработки син-
таксических структур. В первом синтаксическая структура предложения преобразуется в последо-
вательность путей с использованием разработанного алгоритма обхода графа. Второй подход осно-
ван на графовой сверточной сети. Для получения синтаксических признаков предложений
сравнивались два различных синтаксических парсера. Для проверки моделей была выбрана задача
профилирования автора по полу с использованием двух корпусов размеченных текстов, собранных
на основе метода краудсорсинга и очного опроса. Было рассмотрено несколько вариантов наборов
признаков исходных данных для кодирования слов текстов: морфологические бинарные векторы,
векторные представления слов на основе модели FastText, а также их комбинации. В результате по-
казано, что включение синтаксической структуры предложения в пространство входных признаков
для задачи классификации пола автора текста позволяет улучшить известные точности в среднем на
4% для корпусов RusPersonality и 7% для корпуса Gender Imitation Crowdsource “a”. Итоговая точ-
ность по метрике f1 составляет 84% и 83% соответственно.

Ключевые слова: машинное обучение, искусственные нейронные сети, обработка естественного
языка, автоматизированный анализ текстов, графовые нейронные сети, авторское профилирова-
ние, определение пола автора текста
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1. ВВЕДЕНИЕ
Область анализа текстов на естественном язы-

ке включает в себя широкий спектр задач, реше-
ние которых имеет высокую научную и практиче-
скую значимость. Результаты автоматической об-
работки текстов могут быть использованы в
маркетинге, юриспруденции, медицине и управ-
лении. Сложность таких задач заключается в том,
что не существует оптимального представления
текста в виде математической сущности без по-
терь информации, так как текст, как целое, не
сводится к отдельным составляющим – предло-
жениям, словам и символам.

В процессе развития данной области были со-
зданы различные подходы интерпретации тек-
стов для последующей машинной обработки: ча-
стотные (дистрибутивные модели word to vec [1]),

модели последовательной обработки (рекуррент-
ные модели RNN, LSTM [2], Convolutional LSTM
[3]) и, наконец, последние наработки – модели,
которые учитывают структуру текста (Tree LSTM
[4], Attention Tree LSTM [5]).

Как показывают результаты экспериментов из
упомянутых выше статей, использование инфор-
мации о структуре предложения позволяет ре-
шать задачи определения эмотивности и семан-
тической близости предложений с более высокой
точностью, чем раньше, что приводит к выводу об
информационной значимости структуры предло-
жения в рамках данных задач.

Также стоит принять во внимание возмож-
ность выделения структуры текстов с высокой
точностью при помощью автоматических средств
“парсеров” [6–8], что позволяет использовать
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любые выборки текстов без предварительно вы-
деленной структуры, а значит расширяет область
применения таких моделей.

Наконец, не для всех задач существуют выбор-
ки текстов значительной величины – зачастую
требуется ручная разметка в рамках классифика-
ционной задачи с привлечением экспертов в
определенной области. В данном случае необхо-
димо создать такое признаковое пространство,
которое бы характеризовало тексты, их отличи-
тельные особенности, достаточным образом для
абстрагирования общей информации при помо-
щи методов машинного обучения.

Таким образом, актуальной представляется
цель данного исследования – разработка тополо-
гии искусственной нейронной сети для анализа
текстов, представленных в виде деревьев зависи-
мостей.

В качестве практической задачи, на которой
будет исследована разработанная топология, вы-
ступает задача определения пола автора русско-
язычного текста. Данная задача многообразна с
точки зрения использования различных катего-
рий признаков для описания текста и позволит
подробно оценить вклад добавления различных
категорий параметров с учетом структуры русско-
язычного текста, выраженной через деревья зави-
симости отдельных предложений.

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ

В настоящее время учет структуры графа в за-
дачах машинного обучения возможен на основе
двух классов подходов: использование векторно-
го представления графа (подграфа) в качестве
входных данных модели машинного обучения
или использование особых топологий нейронных
сетей, позволяющих учитывать структуру графа в
процессе обучения.

К первому классу методов относятся, напри-
мер, node2vec [10], graph2vec [11]. Ко второму
классу методов относятся TreeLSTM [4], TreeLSTM
с механизмом внимания [5], графовые конволю-
ционные сети [12].

Node2vec. Алгоритм node2vec позволяет со-
здать векторное представление для узлов графа
таким образом, чтобы в низкоразмерном про-
странстве признаков максимизировать вероят-
ность сохранения информации о связях между
соседними узлами графа. Алгоритм основан на
процедуре смещенного случайного обхода, кото-
рая позволяет совместить преимущества от стра-
тегий поиска в глубину и в ширину. В оригиналь-
ной статье также определяют такое понятие, как
случайный обход второго порядка, построение
пути в данном случае определяется двумя пара-
метрами: p и q, соотношение которых определяет

насколько быстро алгоритм покинет окружение
корневого узла u.

Для создания векторного представления узла
используется алгоритм skip-gram [1], при этом по-
следовательность узлов в пути рассматривается
аналогичным образом, как рассматривается по-
следовательность слов в word2vec.

Принципы обхода дерева, которые лежат в ос-
нове node2vec, используются в разработанном
подходе, описанном в разделе 3.2.

С точки зрения рассматриваемой в настоящей
статье задачи (классификация текстов на основе
информации о синтаксической структуре пред-
ложений), также можно заметить, что методы
рассчитаны на графы с богатым числом связей и
узлов, в пределах которых происходит “поиск”
схожих закономерностей (структурной идентич-
ности, кластеров узлов), построение на их основе
пространства, которое позволяет получить век-
торное представление для узлов графа, а синтак-
сические графы представляют собой деревья, где
у каждого узла число связей значительно меньше,
чем в рассматриваемых в публикациях наборах
данных.

TreeLSTM, TreeLSTM с механизмом внимания.
TreeLSTM – это древовидная структура нейрон-
ной сети, которая является обобщением класси-
ческой LSTM.

Описанная архитектура реализует возмож-
ность для каждой ячейки LSTM получать инфор-
мацию от нескольких ячеек-”потомков”, таким
образом обеспечивая рекурсивный обход дерева,
при этом обновление внутреннего состояния
блока зависит от состояния всех дочерних блоков.
Это позволяет TreeLSTM блоку взвешенно объ-
единять информацию от дочерних блоков и ана-
лизировать древовидную структуру, в то время,
как обычный слой LSTM может быть использо-
ван только для анализа линейных последователь-
ностей.

Недостатком предложенного подхода является
необходимость наличия разметки на уровне фраз
(т.е. метки для каждого узла графа), что сильно
сужает спектр возможных задач до тех, где такая
разметка присутствует в наборах данных – в опи-
сываемом исследовании используется Stanford
Sentiment Treebank.

Чтобы создать возможность для решения задач
с разметкой на уровне предложений, в статье [5]
был предложен подход с использованием меха-
низма внимания и словарей полярных слов. По-
казано, что полярные (эмотивные) словари вно-
сят больший вклад в прирост точности решения
задачи сентимент-анализа предложений на япон-
ском языке, чем использование механизма вни-
мания. При этом авторы указывают, что данные
словари используются как своеобразный аналог
разметки на уровне фраз. Также в исследовании
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приводится точность работы метода для Stanford
Sentiment Treebank в случае, если учитывается
только метка всего предложения – можно заме-
тить, что отсутствие разметки на уровне фраз
приводит к снижению точности решения задачи
на 8%.

Графовые сверточные сети. Графовые сверточ-
ные сети (ГСС) явно используют структуру вход-
ных данных в виде графа в рамках нейросетевых
топологий. При заданном графе G = (V, E) (V –
множество вершин, E – множество ребер), ГСС
принимает на вход: матрицу признаков X размер-
ности N × F, где N это количество узлов графа, а
F – размерность признаков каждого узла; матри-
цу смежности A графа размера N × N, которая не-
сет информацию о структуре графа.

Внутренние слои ГСС можно представить в
виде Hi = f(Hi – 1, A), где f – нелинейная функ-
ция, Hi – 1 выход предыдущего слоя (H0 = X), а Hi
матрица N × Fi является представлением каждого
узла графа в новом пространстве признаков. Та-
ким образом, ГСС позволяет классифицировать
узлы графа, либо же получать для них различные
векторные представления, учитывающие графо-
вые признаки.

Таким образом, в качестве основы для метода
классификации русскоязычных текстов с исполь-
зованием синтаксической структуры предложе-
ний могут быть использованы методы графовых
сверточных сетей и совмещение концепций,
представленных в методах на основе векторного
представления графа и использования рекур-
рентных нейронных сетей (LSTM), поскольку, с
одной стороны, позволяют в процессе обучения
нейронной сети учесть как структурные особен-
ности графа, так и векторное представление его
узлов, с другой, частично компенсируют описан-
ные у представленных методов недостатки, такие
как, например, необходимость разметки каждого
узла классифицируемого графа, специфичная
форма представления зависимостей слов в пред-
ложении, отсутствие адаптации модели к кон-
кретной задаче.

3. МЕТОДЫ И ПОДХОДЫ
3.1. Элементы нейросетевой топологии

Слой долгосрочной кратковременной памяти [2].
LSTM – это топология искусственных нейрон-
ных сетей, используемая для обработки последо-
вательностей. Отличительной ее особенностью
является наличие “памяти” и механизмов ее кон-
троля, которые позволяют решить проблему “за-
тухания градиента” при длинных последователь-
ностях данных.

Глобальная операция объединения (global max-
pooling) [20]. Операция, основанная на последо-
вательном просмотре многомерной матрицы

“окном”, смещаемым так, чтобы в конечном сче-
те покрыть всю матрицу. При этом для каждого
положения окна в матрице находится максималь-
ное значение среди элементов в окне. Глобаль-
ный пулинг – вариант пулинга, при котором мат-
ричный вектор многомерных данных преобразу-
ется в вектор максимальных значений по каждой
матрице m × n , т.е. матричный вектор m × n × k
преобразуется в 1 × 1 × k, где k – элементы после-
довательности данных.

Полносвязный слой. Полносвязный слой явля-
ется базовым элементом искусственных нейрон-
ных сетей. Каждый слой состоит из нейронов, ко-
торые принимают на вход произведение активно-
стей прошлого слоя на матрицу весов, добавляя к
результату “смещение” (bias). Далее применяется
функция активации, а полученные результаты
являются выходными активностями слоя. Соеди-
нение подобных слоев позволяет обеспечить не-
линейное преобразование данных, что лежит в
основе глубокого обучения.

В работе использовано 3 типа функций акти-
вации: усеченное линейное преобразование (Re-
LU), сигмоидальная функция, многомерная ло-
гистическая функция.

Dropout [21]. Техника регуляризации в ней-
ронных сетях, которая позволяет препятствовать
явлению “переобучения” за счет случайного “от-
ключения” части связей нейронов в выбранном
слое нейронной сети.

Графовый сверточный слой (ГСС) [12]. Графо-
вые сверточные сети являются инструментом на
основе нейронных сетей, разработанным специ-
ально для работы с графами и явно использую-
щим их структурную информацию. При задан-
ном графе G = (V, E) (V – множество вершин, E –
множество ребер), ГСС принимает на вход: мат-
рицу признаков X размерности N × F, где N это
количество узлов графа, а F – размерность при-
знаков каждого узла; матрицу смежности A графа
размера N × N, которая несет информацию о
структуре графа. ГСС позволяет классифициро-
вать узлы графа, либо же получать для них раз-
личные векторные представления.

3.2. Разработанный подход на основе анализа 
синтаксического окружения слов и нейросетевой 

топологии на базе LSTM слоев
Разработанная топология (см. рис. 1) содержит

1 LSTM-слой, 2 слоя GlobalMaxPooling с индек-
сами 1 и 2, 1 полносвязный слой с функцией ак-
тивации ReLU, 1 полносвязный слой с функцией
активации Sigmoid, а также 1 полносвязный слой
с функцией активации Softmax. Подход (далее
Syntactic_LSTM) состоит из нескольких этапов:

1. Кодирование морфологических признаков
слов текста. Каждое слово i текста j характеризу-
ется вектором морфологических признаков, за-
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кодированных бинарно, образующих вектор раз-
мерности d_0.

2. Кодирование синтаксических признаков
слов текста. Формируется набор путей D(J, n) для
каждого слова i текста k, где J – количество путей,
а n – количество слов в пути. Каждый путь j ∈ J ха-
рактеризуется матрицей X(nd0). Матрица X обраба-
тывается слоем LSTM размерности d1, в результа-
те чего образуется vj вектор пути j. Все закодиро-
ванные пути слова i текста k образуют матрицу
V (J, d1). Далее матрица V(i, k) обрабатывается после-
довательно слоями GlobalMaxPooling, ReLU1, и
результатом обработки является вектор закоди-
рованных морфо-синтаксических признаков сло-
ва i текста k: w(i, k) размерности d2 (количество ней-
ронов в слое ReLU). Таким образом, весь k текст из
m слов представляется в виде матрицы W(m, d2).

3. Кодирование текста. Для преобразования k
текста, закодированного матрицей W(m, d_2) ис-
пользуется последовательная обработка слоями
GlobalMaxPooling2 и Sigmoid1. В результате обра-
зуется матрица M(K, d3), где K – количество тек-
стов в анализируемых данных, d3 – размерность
слоя Sigmoid1.

4. Классификация текста по полу автора. Ито-
говый пол автора текста определяется после обра-
ботки матрицы M(K, d3) полносвязным слоем с
функцией активации Softmax.

3.3. Разработанный подход на основе графовых 
сверточных сетей

Архитектура нейронной сети состоит из двух-
слойной ГСС и двунаправленного LSTM-слоя
(BiLSTM) (далее ГСС_BiLSTM). Данная архитек-
тура позволяет классифицировать объекты, каж-
дый экземпляр которых представляет собой на-
бор графов. В данной статье такими объектами
являются тексты, состоящие из графов предложе-
ний. Схематически данная архитектура представ-
лена на рис. 2.

Сначала каждое предложение текста в виде
графа подается на вход ГСС, состоящей из двух
слоев со 128-ю нейронами. Граф предложения
представляет собой набор узлов-слов, каждому
узлу соответствует вектор признаков и ребер-свя-
зей между ними. Граф в виде матрицы смежности
и матрицы с признаками узлов подается в ГСС, на
выходе получаются новые векторы признаков для
каждого узла. Затем производится усреднение

Рис. 1. Схема разработанной нейросетевой топологии на основе LSTM.
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векторов всех узлов графа (предложения) для по-
лучения векторного представления предложения.
Полученная последовательность векторов пред-
ложений подается на вход двунаправленному
LSTM-слою (BiLSTM) с размерностью 128, полу-
ченное в результате данной процедуры представ-
ление текста поступает на вход в полносвязный
слой размерности 2 (по числу целевых классов) и
функцией активации SoftMax, на основе выход-
ных значений которого определяется предсказан-
ный для примера класс.

3.4. Корпуса данных

Разработанные подходы апробировались с ис-
пользованием двух корпусов примеров, содержа-
щих тексты с указанием пола его автора:

1. RusPersonality. Это представительный и ва-
лидированный лингвистами набор текстов с раз-
меткой пола, возраста, стиля и других авторовед-
ческих параметров. Корпус содержит 1549 тек-
стов-эссе по двум темам: “письмо другу” и
“описание картины”. Из них 575 текстов, где ав-
торы мужского пола, и 974 – женского. Тексты
RusPersonality были предварительно сбалансиро-
ваны по классам, итоговый размер выборки со-
ставил 1150 текстов.

2. Gender imitation crowdsource “a” (GI cs “a”) –
корпус текстов, содержащий различную инфор-
мацию о авторах. Собран средствами краудсор-
синга с использованием заданий, составленных.
Общее число текстов в корпусе GI cs – 5150. В
данной работе мы использовали часть “а” из
1716 текстов с информацией о поле авторов. Тек-
сты GI cs “a” были предварительно сбалансиро-
ваны по классам, итоговый размер выборки со-
ставил 1664 текста.

Для получения синтаксических деревьев пред-
ложений было использовано два различных пар-
сера: UDPipe [18] и парсер, описанный в [19]. Ре-
зультаты приводятся для данных, обработанных
каждым автоматическим синтаксическим раз-
борщиком. В качестве признаков сравниваются:
вектора морфологических признаков слов (далее
“Морфо”), вектора, полученные с использовани-
ем FastText модели векторного представления
слов (далее “FastText”), а также их сочетание (да-
лее “Гибрид”). В качестве baseline оценки ис-

пользуются алгоритм [6], показывающий теку-
щий State-of-the-art уровень решения задачи
определения пола для данных корпусов.

4. ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Результаты вычислительных экспериментов
были получены с использованием стратифициро-
ванной кросс-валидации (Stratified Shuffle Split) с
разделением исходной выборки на пять частей.
На каждой итерации кросс-валидации одна часть
принималась за тестировочную выборку, а остав-
шиеся четыре разделялись на тренировочную и
валидационную. Таким образом, на каждой ите-
рации кросс-валидации было получено следую-
щее разбиение: 72% тренировочная выборка, 8%
валидационная выборка, 20% тестировочная вы-
борка. При этом тексты тренировочной и тести-
ровочной выборок принадлежали разным авто-
рам. Для оценки точности используется метрика
F1-score. Полученные результаты на двух корпу-
сах представлены в таблицах 1 и 2.

Параметры обучения для разработанной ней-
ронной сети подобраны следующими: функция
ошибки среднеквадратичная ошибка; функция
оптимизации adam с коэффициентом обучения
(learning rate), равным 0.001, beta 1 = 0.9, beta 2 =
= 0.999. Количество текстов, обрабатываемых за 1
цикл работы сети 4, размеры слоев: d0 – 48 для
GI cs “a”, 52 для RusPersonality, d1 – 128, d2 – 256,
d3 – 128. В рамках обучения использовалась тех-
ника раннего останова с последующим восста-
новлением весов модели, установленных на эпо-
хе с наименьшей ошибкой, рассчитанной на
валидационной выборке. Ранний останов осу-
ществлялся в случае, когда в течение 15-ти эпох
не было снижения валидационной ошибки. Так-

Рис. 2. Схема топологии на основе графовых сверточ-
ных сетей и BiLSTM.
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Таблица 1. Результаты определения пола автора с использованием синтаксических признаков (синтаксический
разборщик: [19])

RusPersonality GI cs “a”

Модель/признаки Морфо FastText Гибрид Морфо FastText Гибрид

Syntactic_LSTM 82 ± 1 80 ± 2 82 ± 2 81 ± 2 83 ± 1 82 ± 2
ГСС_BiLSTM 84 ± 1 69 ± 2 82 ± 4 82 ± 2 60 ± 2 81 ± 2

 [6] 79 ± 3 75 ± 4 76 ± 5 73 ± 8 73 ± 9 75 ± 4
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же был использован механизм циклического
learning rate [22] с верхней границей, равной 0.01.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На примере задачи авторского профилирова-

ния в части определения пола показано, что учет
синтаксической структуры повышает точность
классификации текстов.

Подход, основанный на рекуррентных и пол-
носвязных слоях нейронной сети с построением
набора путей на синтаксическом дереве для каж-
дого слова, позволяет получить средний прирост
f1-меры равный 3% в сравнении с результатом,
опубликованным для корпуса RusPersonality и 7%
для корпуса Gender Imitation Crowdsource “a”.
Подход, основанный на графовой сверточной се-
ти обеспечивает средний прирост f1-меры 4% для
корпуса RusPersonality, 6% для корпуса Gender
Imitation Crowdsource “a”.
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Abstract–The research proposes the neural network methods to include a textual dependency tree structure
in classification tasks of Russian texts. Author profiling task of gender identification was chosen to test the
models, and two corpora used in experiments: based on a crowdsource, and in-person polling.
The first approach is based on a long short-term memory (LSTM) layers, and developed graph embedding
algorithm. The second one is based on a graph convolution network and LSTM. Two syntactic parsers were
used to obtain dependency trees from the texts. Input data was represented in different forms: morphological
binary vectors, FastText vectors, and their combination. The developed models result was compared to the
state-of-the-art, that is neural network model based on a convolutional and LSTM layers. Finally, we
demonstrate that including textual dependency tree structure to input feature space improves f1-score of gen-
der classification task on 4% for the RusPersonality dataset, and 7% for the crowdsource dataset in average.
The developed models resulting f1-score is 84% and 83%, respectively.
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