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В литературе имеются сведения о прохождении фотонного излучения в различных защитных мате-
риалах [7–9] для источников энергии фотонов в диапазоне от 6 до 24 МэВ и, при толщине для этих
материалов в диапазоне от 15 см до 80 см [9, 10]. Использование электронных ускорителей в про-
мышленности и медицине с энергией первичного электронного пучка больше, чем эти энергия и
толщина, приводит к необходимости получить данные по характеристикам ослабления фотонов
тормозного излучения для энергии большей этих энергий, и при толщинах, больших этих тол-
щин. В качестве защитных материалов от тормозного излучения электронных ускорителей исполь-
зуются бетон, железо и свинец. В работе были произведены расчеты энергетических распределений
плотностей потока фотонов и эффективных доз в плоской защите из бетона, а также аналогичные
характеристики полей нейтронного и вторичного фотонного излучений. Расчеты были выполнены
для двух видов источников: плоского мононаправленного моноэнергетического источника фото-
нов с энергией 30 МэВ, и источника тормозного излучения с максимальной энергией 30 МэВ.

Ключевые слова: эффективная доза, бетон, метод Монте–Карло, нейтрон, электронные ускорители
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ВВЕДЕНИЕ
Фотонное излучение, возникающее при тор-

можении ускоренных электронов на мишени ли-
нейного электронного ускорителя на высокие
энергии, является основным источником излуче-
ния, определяющим радиационную безопасность,
при расчетах противорадиационной защиты уско-
рителей. Помимо этого необходимо учитывать
создаваемое им фотонейтронное излучение, ко-
торое формируется в защите и на мишени.

“Гигиенические требования к размещению и
эксплуатации ускорителей электронов до 100 МэВ”
[11] представляют собой в настоящий момент
единственный документ в Российской Федера-
ции, регламентирующий методику расчета защи-
ты электронных ускорителей. Согласно этим тре-
бованиям, расчет защиты от тормозного излуче-
ния выполняется с помощью приближенных
методов, использующих длины релаксации фото-
нов с энергиями в основном до 5 МэВ для бетона,
железа и свинца, полученным для моноэнергети-
ческих источников фотонов. Использование та-
кого приближенного подхода приводит к значи-
тельным погрешностям в определении толщины
защиты. Последние могут составлять несколько
десятков процентов. Это показано сравнениями
результатов расчетов, полученных согласно “Ги-

гиеническим требованиям…”, и данными, полу-
ченными в аналогичной геометрии методом
Монте–Карло [12–14]. Фотонейтроны же в при-
веденных рекомендациях не учитываются вовсе.

ГЕОМЕТРИЯ КОМПОЗИЦИИ 
И МЕТОДИКА РАСЧЕТА

Характеристики полей фотонного и нейтрон-
ного излучений были рассчитаны методом Мон-
те-Карло, реализованным в программе FLUKA
[15]. При этом использовались библиотеки оце-
ненных ядерных данных ENDF/B-VI с непрерыв-
ной зависимостью сечения взаимодействия излу-
чения с веществом от энергии.

Для проведения расчетов характеристик полей
фотонного и фотонейтронного излучений ис-
пользовалась модель, показанная на рис. 1. Рас-
четы были выполнены для двух типов источников
первичных фотонов. Оба типа источников счита-
лись плоскими и мононаправленными. Различие
заключалось в задании энергии фотонов. Первый
тип источника – моноэнергетический, с энергия-
ми фотонов 30 МэВ. Второй тип – источник тор-
мозного излучения с такими же максимальными
энергиями фотонов. Параметры источника фото-
нов следует рассмотреть более подробно.

В. К. Сахаров

УДК 621.039-78
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Излучение плоского мононаправленного ис-
точника фотонов диаметром 200 см падало нор-
мально на торцевую поверхность цилиндриче-
ской защиты диаметром 300 см. Для задания ис-
точников второго типа использовались спектры
фотонов тормозного излучения, возникшего при
торможении электронов на вольфрамовой мише-
ни, полученные в статье [3]. Энергия электронов
источника принималась равной 30 МэВ. Исполь-
зовалась оценка по пересечениям поверхностей,
указанных на рис. 1, располагаемых на различных
расстояниях от фотонного источника в глубине
защиты. Для снижения статистических погреш-
ностей при расчетах требуемых величин исполь-
зовалось неаналоговое моделирование в виде рас-
щепления и русской рулетки на отмеченных по-
верхностях. В качестве материала защиты выбран
бетон с плотностью 2.3 г/см3 [2]. В работе исполь-
зовался бетон с нуклидным составом и процент-
ным содержанием отдельных изотопов, приве-
денные в справочнике [2]. При этом также было
учтено содержание конкретных изотопов в при-
родных материалах [4].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ПЛОТНОСТИ ПОТОКА 

ФОТОНОВ В МАТЕРИАЛЕ ЗАЩИТЫ

Расчет пространственно-энергетических рас-
пределений плотности потока фотонов на раз-
личных толщинах защиты от плоского монона-
правленного моноэнергетического источника, с

энергиями фотонов 30 МэВ, а также источника
тормозного излучения с максимальными энерги-
ями фотонов в том же диапазоне, проводился в
диапазоне энергий фотонов 1–30 МэВ с энерге-
тическим интервалом 1 МэВ. Все расчетные резуль-
таты нормировались на 1 фотон/см2 с исходного
источника. На рис. 2 представлены графики
пространственно-энергетических распределений
фотонов от моноэнергетического источника и
источника тормозного излучения с такой же мак-
симальной энергией фотонов на различной глу-
бине бетонной защиты.

Полученные расчетные результаты по про-
странственно-энергетическому распределению плот-
ности потока фотонов от фотонных источников по-
казывают, что форма спектров фотонов слабо зави-
сит от толщины защиты. Для пространственно-
энергетических распределений, полученных от мо-
ноэнергетических источников, характерно наличие
пика нерассеянных фотонов. Практически при всех
толщинах защиты остается заметным вклад не-
рассеянных фотонов источника.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЕЧЕНИЙ 
ФОТОНЕЙТРОННЫХ РЕАКЦИЙ 

ДЛЯ БЕТОНА

Процесс образования фотонейтронов в ре-
зультате (γ, n)-реакции относится к числу ядер-
ных реакций, связанных с передачей энергии воз-
буждения ядра одному из нейтронов. Этот про-
цесс является пороговым, так как для него
необходимо, чтобы энергия налетающего фотона

Рис. 1. Геометрия расчетной модели.
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была больше энергии связи нейтронов в ядре. За-
частую влиянием вторичного нейтронного излу-
чения при проектировании защиты пренебрега-
ют, однако оно может вносить существенный
вклад в формирование дозы излучений в опреде-
ленных материалах защиты либо при достаточно
большой энергии первоначальных фотонов. Про-
цесс образования фотонейтронов определяется
поперечным сечением (γ, n)-реакции, которое за-
висит от энергии падающих фотонов и изотопа,
входящего в состав материала.

Отметим из табл. 2, что при сравнении значе-
ний сечения для (γ, n) со значениями сечения для
(γ, 2n). Отметим значение сечения для (γ, 2n) от-
носительно невелико и, таким образом, можно
пренебречь значением сечения для (γ, 2n) в рас-
четах.

В расчетах использовались данные библиоте-
ки сечений TENDL-2014 [5]. Сечения фотоней-
тронной реакции имеют “гигантский резонанс”,
который приходится на область энергий 10…25 МэВ.
Для задания объемного источника фотонейтро-
нов, который необходимо было получить для вы-
полнения второго этапа расчетов, требовалось
вычислить значение макроскопического сечения
фотонейтронной реакции для бетона в зависимо-
сти от энергии фотонов. Поскольку бетон пред-
ставляет собой гомогенную смесь элементов, на-
званных выше и в табл. 1, для вычисления сече-
ния (γ, n)-реакции для бетона использовалась
указанная ниже формула массового макроскопи-
ческого сечения взаимодействия для смеси [1]:

(1)= σ A

iбет

,
m

m
i i

i

N p
A

где σi – сечение (γ, n)-реакции для i-го изотопа,

 – массовая доля i-го изотопа в материале за-
щиты; NA – число Авогадро; Аi – атомные массы
изотопов.

На рис. 3 показаны микроскопические сече-
ния (γ, n)-реакции для основных изотопов, входя-
щих в состав бетона. Оно, очевидно, имеет пик в
области энергий приблизительно от 15 до 25 МэВ.

m
ip

Рис. 2. Энергетическое распределение фотонов в бетонной защите от различных источников с максимальной энерги-
ей фотонов 30 МэВ на различных глубинах защит, нормированные на 1 фотон/см2 с источника.
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Таблица 1. Нуклидный состав бетона и процентное со-
держание отдельных изотопов в нем (с учетом содер-
жания этих изотопов в природных материалах)

Нуклид Содержание, %

H-1 0.56
O-16 49.71
O-18 0.10

Na-23 1.71
Mg-24 0.19
Al-27 4.56
Si-28 29.12
Si-29 1.48
Si-30 0.98
S-32 0.11
K-39 1.79
K-41 0.13

Ca-40 8.01
Ca-44 0.17
Fe-56 1.12
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ НЕЙТРОНОВ, 
ОБРАЗУЮЩИХСЯ В РЕЗУЛЬТАТЕ 

(γ, n)-РЕАКЦИИ В МАТЕРИАЛЕ ЗАЩИТЫ

Определение энергии нейтронов, образую-
щихся в реакции (γ, n), осуществлялось по фор-
муле [2]

(2)

где А – атомная масса ядра мишени, θ – угол вы-
лета нейтрона относительно направления движе-
ния фотона; Есв – энергия связи нейтронов в яд-
ре; все энергии в формуле подставляются в МэВ.

В формуле (2) второе слагаемое (содержащее
) много меньше, чем изотропное (первое)

слагаемое, поэтому пренебрегаем вторым слагаемым.

В первом слагаемом , по-

этому мы пренебрегаем выражением

γ
γ

γ
γ

 −= − − − ⋅ − 

− − − θ 
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А
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⋅ −
�

2

св( )
1862 ( 1)

Е
E E

А

. При этом можно записать одно-

значную связь между энергией поглощенного фо-
тона и энергией испускаемого нейтрона:

(3)

Дальнейшие расчеты были выполнены в пред-
положении, что энергия фотона идет только на пре-
одоление связи нейтрона в ядре и придание ему ки-
нетической энергии. Для определения суммарной
энергии связи всех нуклонов в ядре изотопа с мас-
сой А и атомного числа Z была использована
приближенная формула Вайцзекера [6]:

(4)

Отсюда удельная энергия связи нейтронов в
ядре:

Вычисления показали, что удельная энергия
связи нейтронов в ядре слабо зависит от изотопа.
Поэтому для дальнейших расчетов по формуле (3)
можно использовать усредненную энергию свя-
зи. Чтобы ее вычислить, необходимо посчитать
энергию связи нейтрона в ядре для каждого изо-
топа, а затем провести усреднение с учетом кон-
центрации и сечение каждого изотопа. Таким об-
разом было получено значение 8.35 МэВ. После
подстановки известных значений в формулу (3),
получена зависимость энергии образующегося
фотонейтрона от энергии первичного фотона.
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Таблица 2. Поперечное сечение для (γ, n) и (γ, 2n) для
основного нуклидного состава бетона

E = 30 МэВ Изотопы
σ, barn

(γ, n) (γ, 2n)

O-16 3.6857E-05 1.2912E-06
Al-27 8.3869E-04 4.1356E-04
Si-28 4.1740E-04 0.0
Ca-40 4.4924E-04 2.1393E-06

Рис. 3. Микроскопические сечения (γ, n)-реакции для основных изотопов, входящих в состав бетона.
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ВТОРОГО ЭТАПА 
ВЫЧИСЛЕНИЙ

Формирование распределенного по простран-
ству источника образовавшихся нейтронов про-
водилось следующим образом. Вычислялась
плотность нейтронов на бетонной оси защиты в
точках, где на первом этапе рассчитаны спектры
фотонного излучения. Предполагая, что плот-
ность нейтронов не зависит от расстояния от оси
цилиндрической защиты в перпендикулярном
оси направлении в диапазоне от 0 до 100 см и не
изменяется вдоль оси в промежутке между выде-
ленными расчетными плоскостями, вычислялось
среднее число нейтронов в цилиндрической про-
странственной ячейке, ограниченной плоскостя-
ми, на которых на первом этапе получены спек-
тры фотонов, и радиусом 200 см:

(5)

где ϕi – средняя плотность потока средняя плот-
ность потока фотонов с энергией Еγ в i-й про-
странственной ячейке, ограниченной плоскостя-
ми, в которых рассчитывалось энергетическое
распределение плотности потока фотонов;
Σγ, n(Eγ) – макроскопическое сечение фотоней-
тронной реакции для бетона при энергии фотона Eγ;
R – радиус ячейки; Δti – толщина ячейки, опреде-
ляемая как расстояние между соседними плоско-
стями, на которых определялась плотность пото-
ка фотонов; Ni(En) – число нейтронов с энергией Еn,
соответствующей энергии фотона Еγ, испускае-
мое i-й ячейкой в единицу времени. При расчете
мощности эффективной дозы нейтронов исполь-
зовались удельные максимальные мощности эф-
фективной дозы на единичный флюенс, взятые
из работы [8].

γ γ
γ

= ϕ π Δ
2

 
,

( ) ( ) ( ,)i n i i
n

N E E E R t

На рис. 4 показаны энергетические распреде-
ления плотности потока нейтронов, образую-
щихся в результате (γ, n)-реакции при облучении
бетонной защиты различными источниками фо-
тонного излучения. На рис. 6 приведены графики
пространственно-энергетических распределений
плотности потока нейтронов от моноэнергетиче-
ского источника фотонов с энергией фотонов
30 МэВ и источника тормозного излучения с мак-
симальной энергией фотонов 30 МэВ. Оба рас-
пределения получены на расстоянии 40, и 200 см
от источника. Полученные распределения плот-
ности потока нейтронов подобны для источников
фотонов разных энергий и для различных глубин
детектирования источника с определенной энер-
гией фотонов, то есть форма спектров слабо зави-
сит от толщины защиты из бетона.

Полученные распределения плотности потока
нейтронов также имеют ряд типичных признаков
для подобных величин. Так, в области тепловых
нейтронов (энергий 10–8…10–7 МэВ) заметен ха-
рактерный максвелловский пик. Для нейтронов с
энергией из промежуточной области спектр бли-
зок к спектру вида 1/Е.

На этом же этапе были рассчитаны простран-
ственно-энергетические распределения плотно-
сти потока вторичных фотонов, образовавшихся
при рассеянии фотонейтронов, которые, в свою
очередь, появились в результате взаимодействия
высокоэнергетичных фотонов с веществом. Вы-
числения также производились для источников
двух типов: моноэнергетического и тормозного
излучения. На рис. 5 приведены распределения
плотностей потока в различных точках детекти-
рования для одного источника (источник тормоз-
ного излучения с максимальной энергией фото-
нов 30 МэВ).

Рис. 4. Энергетические распределения плотности потока нейтронов от моноэнергетического источника фотонов с
энергией фотонов 30 МэВ и источника тормозного излучения с максимальной энергией фотонов 30 МэВ.
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АЛЬХАГАИШ, САХАРОВ

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА ДОЗОВЫХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ НЕЙТРОНОВ 

И ВТОРИЧНЫХ ФОТОНОВ
Дозовые распределения для всех видов излуче-

ния рассчитывались в тех же точках, что и плот-
ности потока. На рис. 6 приведены полученные
дозовые распределения первичных фотонов, ней-
тронов и вторичных фотонов по глубине бетон-
ной защиты для моноэнергетического источника
фотонов и источника тормозного излучения (для
примера показан случай, когда моноэнергетиче-

ский источник испускает фотоны с энергией
30 МэВ, а источник тормозного излучения – фо-
тоны с максимальной энергией 30 МэВ). На рис. 6
приведены дозовые распределения первичных
фотонов, нейтронов и вторичных фотонов для
моноэнергетических источников с энергией фо-
тонов 30 МэВ в зависимости от расстояния от ис-
точника до плоскости, содержащей детектор. Как
видно из приведенных графиков, дозовые рас-
пределения для указанных источников определя-
ются первичным фотонным излучением. Вклад

Рис. 5. Энергетические распределения вторичных фотонов в результате облучения бетонной защиты источником тор-
мозного излучения с максимальной энергией фотонов 30 МэВ на различных толщинах.
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Рис. 6. Распределения первичных фотонов, нейтронов и вторичных фотонов для моноэнергетического источника фо-
тонов с энергией 30 МэВ и источника тормозного излучения с максимальной энергией фотонов 30 МэВ.

1E-16

1E-17

1E-15

1E-14

1E-13

1E-12

1E-11

1E-10

1E-09

1E-08

М
ощ

но
ст

ь 
эф

ф
ек

ти
вн

ой
 д

оз
ы

, с
Зв

/с

50 100 150 200 250
Толщина защиты, см

0

Перв. �, ист. торм. изл.
Вторич. �, ист. торм. изл.
Нейтр., моноэнер

Нейтр., ист. торм. изл.
Перв. �, моноэнер
Вторич. �, моноэнер



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 1  2020

ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОЛЕЙ НЕЙТРОНОВ В БЕТОНЕ ОТ ИСТОЧНИКА 9

нейтронного и вторичного фотонного излучений
значительно (приблизительно на три порядка)
меньше. Мощность дозы, обуславливаемой фото-
нами, почти экспоненциально снижается в зави-
симости от глубины бетонной защиты.

Рис. 6 распределения первичных фотонов,
нейтронов и вторичных фотонов для моноэнерге-
тического источника фотонов с энергией 30 МэВ
и источника тормозного излучения с максималь-
ной энергией фотонов 30 МэВ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в работе удалось сделать сле-

дующее.
Были рассчитаны пространственно-энергети-

ческие распределения фотонов в бетоне от плоских
мононаправленных моноэнергетических источни-
ков фотонов с энергией 30 МэВ и источников тор-
мозного излучения с максимальной энергией фо-
тонов 30 МэВ.

Были проанализированы библиотеки сечений
фотонейтронной реакции для разных изотопов,
входящих в состав бетона. Полученные зависи-
мости использовались для вычисления макроско-
пического сечения (γ, n)-реакции, которое, в
свою очередь, использовалось для расчета харак-
теристик фотонейтронного источника.

Был предложен способ задания простран-
ственно-энергетического распределения фото-
нейтронного источника в виде неравномерного
объемного источника.

Были рассчитаны энергетические распределе-
ния фотонейтронов в зависимости от энергии
фотонов, приводящих к их образованию.

Были выполнены расчеты дозовых распреде-
лений фотонов и нейтронов в бетонной защите
для источников фотонного излучения различных
энергий. Полученные результаты можно исполь-
зовать для решения задач расчета защиты линей-
ных электронных ускорителей.
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Abstract—Information on the passage of photon radiation from photon sources in the energy range from 6 to
24 MeV in various protective materials with thicknesses in the range from 15 to 80 cm is reported in [7–10].
The use of electron accelerators in industry and medicine with the primary electron beam energy higher than
these energies requires data on the characteristics of the attenuation of bremsstrahlung photons for energy
higher than these energies and thickness larger than these thicknesses. Concrete, iron, and lead are used as
protective materials against the bremsstrahlung of electron accelerators. In this work the energy distributions
of photon flux densities and effective doses in planes of concrete protections, as well as similar characteristics
of the fields of neutron and secondary photon radiation, have been calculated. The calculations have been
performed for two types of sources: a f lat unidirectional monoenergetic photon source with an energy of
30 MeV and a bremsstrahlung source with a maximum energy of 30 MeV.

Keywords: effective dose, concrete, Monte–Carlo method, neutron, electron accelerators
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Любая перевозка отработанного ядерного топлива представляет собой сложную многофакторную
задачу, требующую согласования взаимодействия при использовании большого числа технических
средств: специализированных транспортных контейнеров, крепежных приспособлений, перегру-
зочных приспособлений, захватов, демпферов, спецвагонов. Одним из способов решения подоб-
ных задач является проведение испытаний макета топливного упаковочного комплекта в условиях,
имитирующих авиационную аварию (столкновение с жесткой преградой со скоростью 90 м/с).
В данной статье представлена постановка испытаний с использованием возможностей ракетного
трека. Выполнен расчет аэродинамического обтекания участка блока видеорегистрации в условиях
аэробаллистического эксперимента. Произведена оценка прочности и собственных частот реги-
стрирующей аппаратуры, используемой в аэробаллистическом эксперименте. Методом конечных
элементов был произведен модальный расчет регистрирующей аппаратуры. Были получены 10 форм
свободных колебаний регистрирующей аппаратуры. Сделан вывод о работоспособности аппарату-
ры. Приведенные расчеты позволили установить скоростную камеру на ступень ракетного поезда
для повышения информативности в опыте для получения кадров разгона и отделения топливного
упаковочного комплекта. Приводятся кадры разгона и отделения топливного упаковочного ком-
плекта от ракетного поезда, снятые камерой с борта. Проведенные исследования позволили
обосновать и применить скоростную съемку с борта разгонной ступени ракетного поезда при моде-
лировании авиационной аварии для испытания транспортно упаковочных комплектов по нормам
МАГАТЭ.

Ключевые слова: топливный упаковочный комплект, аэробаллистические испытания, аэробалли-
стическая трасса, численное моделирование аэродинамических процессов, конечно-элементное
моделирование, прочностной анализ, модальный анализ
DOI: 10.1134/S2304487X20010034

Обеспечение безопасности транспортирова-
ния радиоактивных веществ, ядерных делящихся
материалов и изделий на их основе имеет боль-
шое значение в связи с наличием потенциального
риска нанесения ущерба людям, окружающей
среде и имуществу в процессе перевозки, вы-
полнения погрузочно-разгрузочных операций и
промежуточного хранения. Выбор воздушного
транспорта для международных перевозок позво-
ляет снять сразу несколько проблем, связанных с
транзитными странами: исчезает необходимость
в многосторонних международных транзитных
соглашениях, упрощаются таможенные процеду-
ры, облегчается задача обеспечения физзащиты,
существенно сокращаются затраты на многосто-

роннее утверждение сертификатов-разрешений
на конструкцию упаковки и перевозку отрабо-
танного ядерного топлива и оформление разре-
шительных документов в транзитных странах.
Виды испытаний, которые должна выдержать
упаковка в нормальных условиях перевозки, яв-
ляются едиными и не зависят от вида используе-
мого транспорта. Для достижения указанной це-
ли необходимо, в том числе, проведение испыта-
ний макета топливного упаковочного комплекта
(ТУК) в условиях, имитирующих авиационную
аварию (столкновение с жесткой преградой со
скоростью 90 м/с).

Также требуются решения и согласования
множества вопросов логистики (маршрут, места

УДК 533.6.05

ТЕХНИЧЕСКАЯ 
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перегрузки, стыковки транспортных средств).
Выбор воздушного транспорта для международ-
ных перевозок позволяет снять сразу несколько
проблем, связанных с транзитными странами.
Транспортные упаковочные комплекты, исполь-
зуемые для транспортировки и долговременного
хранения радиоактивных материалов и отрабо-
тавшего ядерного топлива должны отвечать раз-
личным требованиям безопасности перевозки
радиоактивных веществ. В частности, одним из них
является обязательное проведение эксперимен-
тальной проверки головных образцов на соответ-
ствия конструкции требованиям, предъявляемым к
упаковкам для воздушной перевозки РМ, указан-
ным в п. 3.4.6.4 НП-053-04 [1] и п. 737 TS-R-1 [2].

Испытания представляют из себя разгон ТУК
до требуемой скорости и последующее соударение с
имитатором мишени. Для этого объект испытаний
монтируется на ракетную тележку, способную пе-
ремещаться вдоль рельсовых направляющих, раз-
гон тележки осуществляется ракетными двигате-
лями [3, 4].

Для регистрации процесса разгона, полета и
соударения используется как различная фотогра-
фическая аппаратура и различные методы визуа-
лизации аэродинамических процессов, так и
средства видеорегистрации. Для получения каче-
ственных видеоданных необходимо обеспечить
работоспособность видеооборудования, а также
другой регистрирующей техники, монтируемой
на блоке видеорегистрации.

Для того, чтобы оценить уровень давления,
воспринимаемого аппаратурой на данной скоро-
сти, был произведен расчет обтекания конструк-
ции потоком газа.

В качестве объекта моделирования выбрана
модель части блока видеонаблюдения. В качестве

метода моделирования выбран метод численного
решения осредненных по Рейнольдсу уравнений
Навье–Стокса, дополненный k-ε-моделью тур-
булентности. Этот метод реализован в современ-
ном инженерном программном пакете SolidWorks-
FlowSimulation [5]. Пакет представляет собой
комбинацию полной версии системы SolidWorks
как графической среды, и гидрогазодинамиче-
ского решателя FlowSimulation, препроцессор ко-
торого позволяет реализовывать автоматизиро-
ванный или ручной метод блочного построения
расчетной сетки и ее последующей адаптации в
зонах больших градиентов параметров потока.
Пакет FlowSimulation позволяет решать про-
странственные трехмерные задачи внешнего
сверхзвукового обтекания твердых тел с учетом
вязкости, теплопереноса, шероховатости стенки,
степени турбулентности потока. В результате ре-
шения могут быть определены аэродинамические
силы и моменты, действующие на обтекаемую
поверхность объекта, получены все параметры
обтекающего газа в расчетном объеме – поля дав-
лений, плотностей, температур, скоростей. По-
лученные результаты могут выводиться в виде
контурных распределений параметров течения в
объеме и на поверхности тела и в виде соответ-
ствующих графиков для любого выбранного сече-
ния.

Расчетная сетка, используемая в вычислениях
в области крепления камеры и светочувствитель-
ного датчика к блоку видеорегистрации, приведе-
на на рис. 1.

В результате аэродинамического расчета полу-
чены значения давления, воздействующего на ка-
меру и светочувствительный элемент. Данные
значения использовались в прочностном анализе
элементов конструкции.

Конечно-элементная сетка, используемая в
расчетах видеокамеры показана на рис. 2. Огра-
ничения по перемещению прикладывались в ме-
стах крепления камеры к фундаменту блока ви-
деорегистрации (по контуру корпуса). Давление,
приложенное на фронтальные плоскости деталей
взято из результатов аэродинамического анализа,
проведенного ранее.

Контурные изображения полей напряжений и
суммарного вектора перемещений показаны на
рис. 3 и 4.

С целью оценки значений первых собствен-
ных частот конструкции производился модаль-
ный анализ КЭМ-камеры. Закрепления узлов
при модальном анализе были приняты идентично
прочностному анализу. В результате анализа по-
лучены и проиллюстрированы (рис. 5–7) первые
моды собственных колебаний конструкции. Пер-
вая собственная частота (10.44 кГц) соответствует
вертикальному перемещению задней части каме-
ры, вторая частота (10.52 кГц) – поперечному.

Рис. 1. Часть расчетной сетки при моделировании об-
текания модели.
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Третья собственная частота (10.86 кГц) соответ-
ствует повороту корпуса камеры относительно
продольной оси.

В результате произведенных расчетов можно
заключить, что уровень эквивалентных по Мизе-
су напряжений в элементах конструкции не пре-
вышает значения 13 МПа, что для материалов,
используемых в конструкции блока видеореги-
страции является допустимым.

Приведенные расчеты позволили установить
скоростную камеру на ступень ракетного поезда
для повышения информативности в опыте для
получения кадров разгона и отделения ТУК. По-
становка опыта была следующей. Разгон ТУК до
заданной скорости по рельсовым направляющим
ракетного трека и его столкновение с мишенью
при заданном направлении и угле встречи обес-

печивались комплектом специальной оснастки,
который включал в себя ракетную тележку (РТ) и
элементы (башмаки), связывающие ТУК с рель-
совыми направляющими ракетного трека. Пере-
дачи тяги к ТУК от РТ обеспечивалась за счет
упора РТ.

Ракетная тележка снабжена тормозными баш-
маками, с помощью которых осуществляется ее
связь с рельсовыми направляющими ракетного
трека. Тормозные башмаки ракетной тележки
оснащены пороховыми аккумуляторами давле-
ния для остановки тележки на заданном отрезке.

Разгон ракетного поезда осуществлялся твер-
дотопливным ракетным двигателем, установлен-
ным на ракетной тележке. Ракетная тележка уста-
навливалась на 4 тормозных башмаках, содержа-
щих по 2 пороховых аккумулятора давления.

Рис. 2. Конечно-элементная сетка модели видеока-
меры.

Рис. 3. Суммарный вектор перемещений модели ви-
деокамеры.

Рис. 4. Распределение эквивалентных по Мизесу на-
пряжений в модели видеокамеры. Рис. 5. Первая форма колебаний (10.44 кГц) камеры.
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Непосредственное жесткое соединение между ра-
кетной тележкой и ТУК отсутствовало.

После запуска ракетного двигателя ракетный
поезд начинал движение по рельсовым направля-
ющим ракетного трека. По окончании работы ра-
кетного двигателя и достижении ракетным поез-
дом заданной скорости движения происходило
задействование пороховых аккумуляторов давле-
ния тормозных башмаков и остановка РТ на рель-
совых направляющих ракетного трека. При этом
ТУК за счет полученного импульса продолжал
движение по рельсовым направляющим. После
схода с рельсовых направляющих ракетного трека

ТУК двигался в свободном полете до столкнове-
ния с мишенью.

Зависимости скорости движения и продоль-
ной перегрузки от времени приведены на рис. 8.

На рис. 9 представлены отдельные кадры отде-
ления ТУК от тормозящегося ракетного поезда.

Проведенные исследования позволили обос-
новать и применить скоростную съемку с борта
разгонной ступени ракетного поезда при модели-
ровании авиационной аварии для испытания
транспортно упаковочных комплектов по нор-
мам МАГАТЭ. Это позволяет повысить инфор-
мативность и достоверность подобных испыта-
ний.

Рис. 6. Вторая форма колебаний (10.52 кГц) камеры. Рис. 7. Третья форма колебаний (10.86 кГц) камеры.

Рис. 8. Параметры движения ракетного поезда с ТУК, скорость движения (а), продольная перегрузка (б).
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Рис. 9. Кадры разгона и отделения ТУК от ракетного поезда, снятые камерой с борта.
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Abstract—Any transportation of spent nuclear fuel is a complex multifactorial problem requiring the coordi-
nation of numerous technical means including specialized transport containers, fasteners, reloading devices,
grippers, dampers, and special wagons. One of the ways to solve such problems is to test a prototype of the
fuel package unit under conditions simulating an aviation accident (collision with a rigid barrier at a velocity
of 90 m/s). Tests using the capabilities of a rocket track have been presented in this work. An aerodynamic
flow around the section of a video recording unit has been calculated under the conditions of an aeroballistic
experiment. The strength and natural frequencies of the recording instrument used in the aeroballistic exper-
iment have been evaluated. The modal calculation of the recording instrument has been performed using the
finite element method. Ten forms of free oscillations of the recording instrument have been obtained. It has
been concluded that the instrument is performable. The calculations have allowed installing a high-speed
camera on the stage of a rocket train to increase the information content in the experiment for obtaining
frames of acceleration and separation of the fuel package unit. Photos of the acceleration and separation of
the fuel packing kit from the rocket train taken by the aboard camera have been presented. The reported stud-
ies have made it possible to justify and apply high-speed shooting from the upper stage of the rocket train in
the simulation of the aviation accident for testing transport packaging kits according to the IAEA standards.

Keywords: fuel package unit, aeroballistic tests, aeroballistic route, numerical simulation of aerodynamic pro-
cesses, finite element simulation, strength analysis, modal analysis
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Fe17Cm2 (гексагональная кристаллическая решетка пространственной группы P63/mcm) и Fe2Cm
(кубическая решетка пространственной группы Fd3m). Приведено сравнение полученных интер-
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ВВЕДЕНИЕ
Металлы трансплутониевых элементов (ТПЭ)

и их сплавы используют для изготовления источ-
ников ионизирующих излучений, применяемых в
различных областях промышленности, медицине
и научных исследованиях. Чаще всего для изго-
товления источников использовали оксиды ме-
таллов [1–5]. Однако существующие при этом
ограничения потребовали применения иных со-
единений, более стойких в различных условиях и
более технологичных в процессе изготовления. В
частности, были рассмотрены сплавы ТПЭ с наи-
более доступными металлами – кобальтом, желе-
зом и никелем.

Физические и химические свойства элементов
восьмой группы Периодический системы, а
именно элементы первой триады: железо, ко-
бальт и никель очень сходны между собой и в
тоже время сильно отличаются от элементов дру-
гих триад (рутений, родий, палладий и осмий,
иридий, платина) [6]. Ожидалось, что подобное
сходство проявится и в интерметаллических со-
единений ТПЭ с железом, кобальтом и никелем.
Кроме того, изучение кристаллических структур
бинарных соединениях ТПЭ с переходными (3d)
элементами, обладающими, в частности, ферро-
магнитными свойствами, важно для более глубо-

кого понимания закономерностей строения и из-
менения свойств актинидных элементов.

В АО “ГНЦ НИИАР” для изготовления источ-
ников различного типа и назначения на основе
ТПЭ разработан и реализован метод высокотем-
пературной конденсации паров на подложки из
различных материалов [7, 8]. Данный процесс со-
стоит из двух стадий: восстановление оксида и ва-
куумная перегонка полученного металла. Обе
стадии проводят не только в высоком вакууме, но
и при высокой температуре (вплоть до 2000°С),
что обеспечивает достаточную скорость испаре-
ния трансплутониевого металла. Аппараты, в ко-
торых происходит этот процесс, изготавливают в
основном из тантала, сочетающего в себе высо-
кую жаропрочность, химическую инертность и
очень низкую упругость паров с удовлетворитель-
ными технологическими свойствами.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Методом высокотемпературной вакуумной

конденсации паров металлического кюрия-244
на соответствующие плоские подложки получе-
ны первые микрообразцы. Исходный препарат
кюрия содержал ∼93% нуклида 244Cm и менее
0.4% катионных примесей.

В. М. Радченко

УДК 546.798.24:546.74:546.73:546.72

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА
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Система Cm–Ni [9]: подложки для конденса-
ции паров кюрия представляли собой полирован-
ные пластины металлического никеля. Изготов-
лено два образца с площадью активной части око-
ло 0.3 см2 и содержанием кюрия 245 и 400 мкг.

Система Cm–Co: подложки для конденсации
паров представляли собой полированные пласти-
ны из металлического кобальта (содержание ко-
бальта не менее 99.98%). Содержание кюрия в об-
разце 1 составило 79 мкг, в образце 2–1843 мкг.

Система Cm–Fe: подложка для образца пред-
ставляла собой фольгу из железа “Армко”. Кон-
денсацию кюрия на нее проводили при постепен-
ном увеличении температуры испарения до
~2050°С. В образце содержание кюрия-244 соста-
вило 917 мкг.

Идентификацию новых соединений ТПЭ про-
водили рентгеновским дифрактометрическим
методом, который позволяет: производить струк-
турный анализ исследуемого материала (опреде-
лять координаты атомов в элементарной ячейке);
определять параметры элементарной ячейки ис-
следуемого вещества; определять состояния твер-
дого тела (кристаллическое, аморфное, аморфное
с кристаллическими включениями); исследовать
фазовый состав вещества (качественный и коли-
чественный анализы).

Рентгенографическую идентификацию фаз
выполняли с использованием “Рентгенометриче-
ской картотеки”, издаваемой Объединенным ко-
митетом по порошковым дифракционным стан-
дартам [10].

Содержание кюрия в образцах определяли
альфа, гамма-спектрометрическим методами
сравнением с эталонами.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Интерметаллиды кюрия с никелем

Авторы работы [9] представили результаты по-
лучения и исследования интерметаллидов кюрия
с никелем. На исходных рентгенограммах образ-
цов № 1 (245 мкг 244Cm) и № 2 (400 мкг 244Cm),
снятых через 4 ч после их получения, зафиксиро-
ваны интенсивные рефлексы, принадлежащие в
основном кристаллическим решеткам интерме-
таллидов никеля: гексагональной решетке типа
Ni17Th2, принадлежащей, по аналогии с решеткой
Ni15Gd2 [11] интерметаллиду Ni15Cm2 (или Ni17Cm2);
гексагональной решетке типа Cu5Ca, принадле-
жащей по аналогии с решеткой Ni5Gd [11] и
Pt5Cm [12], интерметаллиду Ni5Cm; кубической
решетке с параметром а = 4.153 Å (предположи-
тельно интерметаллиду Ni3Cm). Расчетные пара-
метры кристаллических решеток (ПКР) обнару-
женных интерметаллидов приведены в табл. 1.

Авторам данной работы удалось изучить влия-
ние интенсивного альфа-распада 244Cm на решет-
ки обнаруженных фаз в ходе выдержки образцов
при комнатной температуре. Это влияние прояв-
ляется исчезновением слабых рефлексов, ослаб-
лением интенсивности и уширением более ин-
тенсивных рефлексов с одновременным смеще-
нием их в сторону малых углов (т.н. распуханием
решетки). Распухание объема ячейки интерме-
таллида Ni15Cm2 составило ~1.2% [9], оно обу-
словлено примерно одинаковым увеличением
обоих параметров решетки. Распухание объема
ячейки интерметаллида Ni5Cm составило около
0.3% в образце 1 и примерно 1.2% [9] в образце 2
при заметном отличии исходных параметров ре-
шетки. Полная рентгеноаморфизация решеток

Таблица 1. Расчетные ПКР интерметаллидов системы Cm–Ni

Примечания (здесь и далее). В столбце “Решетка” в скобках указана пространственная группа кристаллической решетки.
В скобках после значений параметров решетки приведены ошибки определения последнего знака. n – число рефлексов в рас-
четном наборе.

Фаза Решетка n
Параметры решетки

a, Å c, Å V, Å3

Образец 1 (245 мкг 244Cm)

Ni15Cm2 Гекс (P63/mcm) 59 8.3470(3) 8.0685(4) 486.82(6)
Ni5Cm Гекс (Р6/mmm) 25 4.8713(3) 4.0142(9) 82.49(3)

Ni3Cm ? Куб ( ) 8 4.145(2) – –

Образец 2 (400 мкг 244Cm)

Ni15Cm2 Гекс (P63/mcm) 33 8.3525(5) 8.0686(5) 487.47(9)
Ni5Cm Гекс (Р6/mmm) 19 4.8674(5) 4.0306(4) 82.70(3)

Ni3Cm ? Куб ( ) 7 4.153(2) – –

43I d
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РАДЧЕНКО и др.

интерметаллидов Ni15Cm2 и Ni5Cm произошла в
образце 2 в период между 5 и 7 сут выдержки.

Интерметаллиды кюрия с кобальтом

Металлический кобальт оказался двухфазным:
на рентгенограмме отчетливо выявлялись ре-
флексы гексагональной плотноупакованной (ГПУ)
решетки α-Co (низкотемпературная аллотропи-
ческая модификация [13]) с параметрами а =
= 2.506(1) Å, с = 4.092(2) Å и рефлексы гранецен-
трированной (ГЦК) решетки β-Со (высокотем-
пературная аллотропическая модификация [10]) с
параметром а = 3.5465(1) Å (здесь и далее в скоб-
ках указывается ошибка определения последнего
знака). Даже после отжига в вакууме, сохранилась
двухфазная структура кобальтовой подложки. Но
параметры обеих решеток заметно уменьшились:
α-Со: а = 2.500(3) Å, с = 4.086(5) Å; β-Со: а =
= 3.5451(1) Å.

На исходной рентгенограмме образца 1, сня-
той через 4 ч после его получения, зафиксирован
61 рефлекс. Кроме решеток α- и β-Со и В-Cm2O3,
удалось выявить рефлексы еще, по крайней мере,
6 решеток: гексагональной решетки простран-
ственной группы P63/mcm, приписанной, по ана-
логии с Ni17Cm2 [9], интерметаллиду Co17Cm2;
гексагональной решетки пространственной груп-
пы P6/mmm, приписанной, по аналогии с интер-
металлидом Ni5Cm [9], интерметаллиду Co5Cm;
кубической решетки с пространственной груп-
пой , приписанной, по аналогии с Th2C3 [10],
карбиду кюрия Cm2C3; двух кубических решеток
типа шпинели (пространственная группа Fd3m),
приписанных оксиду Co3O4; моноклинной ре-
шетки ThC2. Результаты расчетов параметров не-
которых кристаллических решеток фаз, обнару-
женных при исследовании образца 1, приведены
в табл. 2.

43I d

На повторной рентгенограмме образца, сня-
той через ~24 ч после его приготовления, отмече-
но исчезновение практически всех обнаружен-
ных на первой рентгенограмме кристаллических
структур, кроме моноклинной структуры полу-
торного оксида кюрия (В–Cm2O3) и отдельных
рефлексов карбида кюрия Cm2C3, для которых
удалось проследить и рассчитать распухание кри-
сталлических решеток под действием интенсив-
ного альфа-распада 244Cm.

На исходной рентгенограмме образца 2, сня-
той через 4 ч после его получения, зафиксирова-
ны рефлексы, принадлежащие по крайней мере
8 решеткам: ГПУ α-Со; ГЦК β-Со; моноклинной
решетке B-Cm2O3; ГЦК решетке ThO2; моно-
клинной решетке ThC2, двум гексагональным ре-
шеткам, интерпретированным как решетки ин-
терметаллидов Cm2Co17 и CmCo5, а также кубиче-
ской решетке с пространственной группой Fd3m,
интерпретированной, по аналогии с решеткой
GdCo2 [10], как решетка интерметаллида CmCo2
(фаза Лавеса). Расчетные параметры решеток
фаз, обнаруженных при исследовании образца 2,
приведены в табл. 3. Повторную рентгенограмму
образца сняли через 5 сут. Количество рефлексов
сократилось практически в два раза: полностью
сохранились рефлексы β-Со и ThO2; сократилось
число рефлексов B-Cm2O3, α-Со и ThC2; полно-
стью исчезли рефлексы интерметаллидов кюрия.

Выявлению рефлексов интерметаллических
соединений Cm2Co17 и CmCo5 на рентгенограм-
мах полученных образцов помогло порефлексное
сравнение исходных рентгенограмм с рентгено-
граммами образцов системы Cm–Ni [9]. Образцы
Cm–Ni получали тем же способом; Ni и Со – со-
седи в Периодической системе; их металлические
радиусы очень близки (1.246 Å у Ni и 1.252 Å у Со,
если исходить из параметров ГЦК решеток соот-
ветствующих подложек). Также аналогами кюрия
в редкоземельном ряде (4f элементов) являются

Таблица 2. Расчетные ПКР интерметаллидов, обнаруженных на рентгенограммах образца 1 системы Cm–Co

Примечания (здесь и далее). τ – время выдержки образца при комнатной температуре; *) – одинаковые наборы рефлексов.

Фаза Решетка τ, ч n
Параметры решетки

ΔV/V, %
a, Å c, Å V, Å3

α-Co ГПУ
4 7 2.5063(1) 4.0928(2) 22.26(1) 0

24 5 2.495(5) 4.075(3) 21.97(10) –1.2(5)

β-Co ГЦК
4 5 3.5447(1) – 44.539(3) 0

24 3 3.5455(5) – 44.57(2) +0.07(5)
Cm2Co17 Гекс (P63/mcm) 4 8 8.353(8) 8.067(6) 487(1)
CmCo5 Гекс (Р6/mmm) 4 6 4.917(3) 4.057(2) 84.9(2)

Cm2C3 Куб ( )
4 4 8.323(6) 0

24 1 8.34(1)* +2.3(6)43I d
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Nd и Gd [14, 15]. В системе Gd–Co существуют
интерметаллиды Gd17Co2 и GdCo5 [10], изострук-
турные интерметаллидам Ni17Co2 и NiCo5, а ради-
ус Gd (1.804 Å [14]) больше радиуса Cm (1.744 Å
[15]). Ожидания, что на исходных рентгенограм-
мах исследуемых образцов системы Cm–Co мо-
гут присутствовать рефлексы интерметаллидов
Co17Cm2 и Co5Cm подтвердились. Причем угло-
вые положения данных рефлексов попадают в до-
вольно узкую “вилку” между положениями соот-
ветствующих рефлексов Ni17Cm2 и Ni5Cm – с од-
ной стороны – и рефлексов Gd17Co2 и GdCo5 – с
другой. Выявленные таким образом рефлексы со-
браны в табл. 4, которая представляет собой иден-
тификационную таблицу двух новых соединений:
Co17Cm2 и Co5Cm. Как видно, на исходной рент-
генограмме образца 1 выявлено 11 рефлексов
Co17Cm2 и 8 рефлексов Co5Cm, образца 2 – соот-
ветственно 10 и 6 рефлексов.

Расчет ПКР интерметаллидов проводили в
различных наборах рефлексов, представленных в
табл. 4. Перебрали несколько десятков вариан-
тов, из которых отобрали 11. Результаты пред-
ставлены вместе с ПКР изоструктурных интерме-
таллидов в системах Ni–Cm [9] и Co–Gd [10] в
табл. 5. Отбор проводили по объему ячейки, кото-
рый для интерметаллидов системы Co–Cm дол-
жен быть несколько больше, чем для интерметал-
лидов системы Ni–Cm, но меньше, чем для
интерметаллидов Co–Gd. Введен также крите-
рий с/а, по которому гексагональные решетки
Co17Cm2 и Co5Cm должны быть гораздо ближе к
решеткам Ni17Cm2 и Ni5Cm, чем к решеткам
Co17Gd2 и Co5Gd; на этот критерий сильнее влия-
ет различие в металлических радиусах Gd и Cm
(на 3.4%), чем небольшое различие в радиусах Co
и Ni (на 0.56%).

Анализ данных табл. 4 и 5 показывает, что ре-
шетка интерметаллида Co17Cm2 лучше выражена
в образце 2, а решетка Co5Cm – в образце 1. С уче-
том критерия адекватности и ошибок, учитываю-
щих наложения, справочными можно считать
следующие значения:

− для интерметаллида Co17Cm2: а = 8.372(9) Å,
с = 8.075(5) Å;

− для интерметаллида Co5Cm: а = 4.917(3) Å,
с = 4.057(2) Å.

Несколько слов о возможности существова-
ния в системе Co–Cm интерметаллида Co2Cm с
кубической решеткой (см. табл. 3). Подобные со-
единения (“фазы Лавеса”) существуют во многих
бинарных системах редкоземельных и актинид-
ных элементов с Pt, Ir, Rh, Fe, Ni, Co, Al. Наибо-
лее близкими к Co2Cm (по положению элементов
в периодической системе) являются соединения
Co2Pu (а = 7.08 Å) [10], Co2La (а = 7.449 Å) [10],
Co2Gd (а = 7.256 Å) [10], Ni2Am (а = 6.99 Å) [10] и
Fe2Am (а = 7.30 Å) [10]. Расчетный ПКР предпо-
лагаемого интерметаллида Co2Cm (а = 7.242 Å,
см. табл. 3) в сравнении с ПКР этих соединений
оказывается несколько завышенным (интерполя-
ции дают значения от 6.97 до 7.09 Å), что может
быть связано с частичной заменой в решетке ато-
мов Cm на атомы Th: состав Co2(Cm, Th).

На рентгенограммах обоих образцов Ni–Cm
рефлексы интерметаллида Ni2Cm также четко не
выявляются. Таким образом, о существовании
интерметаллида Co2Cm по экспериментальным
данным настоящей работы говорим только пред-
положительно.

Таблица 3. Расчетные ПКР отдельных фаз, обнаруженных на рентгенограммах образца 2 системы Cm–Co

Фаза Тип решетки τ, сут. n
Параметры решетки

ΔV/V, %
а, Å с, Å V, Å3

α-Co ГПУ
0.16 5 2.5078(1) 4.0716(1) 22.18(1)

5 6 2.508(1) 4.073(3) 22.18(4)

β-Co ГЦК

0.16 6 3.5450(1) – 44.550(4)

5 6 3.5447(1) – 44.539(4)

7 1 3.548(2) – 44.66(8) +2.5(1)

Co17 Cm2 Гекс. (P63/mmc) 0.16 9 8.367(9) 8.080(6) 490(1)

Co5Cm Гекс. (P6/mmm) 0.16 6 4.88(1) 4.08(4) 84(1)

Co2Cm Куб. Fd3m 0.16 6 7.242(2) – 379.8(3)
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Интерметаллиды кюрия с железом
Рентгенограммы образца системы Cm–Fe

снимали через 1, 2, 3 и 4 сут после его получения.
На первых двух рентгенограммах образца, зафик-
сировано соответственно 50 и 34 рефлекса. С по-
мощью компьютерного банка данных и сложных
расчетов установлено, что рефлексы принадле-
жат по крайней мере восьми кристаллическим ре-
шеткам:

− тетрагональной решетке твердого раствора
углерода в α-Fe;

− ГЦК решетке Th(O, C)2 (исходный параметр
а = 5.642 Å);

− моноклинной решетке ThC2;

− моноклинной решетке B-формы Cm2O3 с за-
метно выраженной текстурой;

− кубической решетке с пространственной
группой Fd3m (фаза Лавеса) интерметаллида Cm-
Fe2 (исходный параметр решетки a = 7.213(2) Å);

− гексагональной решетке с пространствен-
ной группой P63/mmc и с исходными параметра-
ми а = 8.406(3) Å, с = 8.122(2) Å;

− ДГПУ решетке α-Cm;
− ГЦК решетке CmO или моноклинной ре-

шетке соединения CmOC.
Расчетные параметры некоторых кристалли-

ческих решеток, обнаруженных на рентгенограм-
ме, представлены в табл. 6.

Таблица 4. Идентификация интерметаллидов Co17Cm2 и Co5Cm

Примечания. 1. “Теоретические” интенсивности рефлексов IT взяты по интерметаллидам Gd17Co2 и GdCo5; 2. В скобках ука-
заны HKL рефлексов, которые не вошли в конечные наборы при расчете ПКР.

Co17Cm2 Co5Cm Образец 1 Образец 2

hkl I, % hkl I, % 2ϑэксп I, % Наложения 2ϑрасч 2ϑэксп I, % Наложения 2ϑрасч

110 1 100 1.5 – – – – 20.90 3 Нет 20.88

002 1 001 6 – – – – 21.68 9 20-2 B-Cm2O3 21.69

112 29 101 50 30.90 81 B-Cm2O3. ThC2 30.87 30.38 7 003 B-Cm2O3 30.38

210 – – – – – – – 32.25 4 Нет 32.32

211 2 – – – – – – 34.34 14 Нет 34.24

103 13 – – 35.69 3 11-2 ThC2 (н) 35.68 35.21 5 11-2 ThC2 35.22

– – 110 33 36.96 4 311 Co3O4 36.96 36.49 1 Нет 36.63

300 43 – – 37.29 2 Нет 37.31 – – – –

203 8 – – – – – – 41.48 7 100 α-Co 41.45

– – 200 36 42.82 11 020 ThC2 42.82 – – – –

220 47 111 100 43.35 10 Нет 43.34 43.24 1 Нет 43.22

302 100 – – 43.73 33 400 Cm2C3 43.73 – – – –

– – 201 6 48.32 1 310 ThC2 48.35 – – – –

222 22 – – 49.49 6 Нет 49.25 – – –

204 1.5 – – – – – – 51.47 50 200 β-Co 51.49

402 0.5 – – 55.74 2 422 Co3O4 55.70 – – – –

105 1.5 – – 58.62 15 40-2. 400 ThC2 58.61 – – – –

(304) 7.5 112 14 59.24 5 B-Cm2O3. Co3O4 59.33 – – – –

– – 211 13 – – – – 62.33 5 102 α-Co 62.34

– – 300 5.5 – – – – 66.31 6 400 ThO2 66.28

315 6 – – 75.17 6 42-2 ThC2 75.17 – – – –

– – 113 12.5 81.42 5 B-Cm2O3. ThC2 81.41 – – – –

(306) 16.5 222 17 94.52 4 201 α-Co 94.50 – – – –
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Между съемками образец хранили в герметич-
ном контейнере, слегка поджатым между двумя
танталовыми фольгами, т.е. при минимальном
доступе воздуха. Тем не менее, перед третьей
съемкой визуально фиксировалось появление бу-
рого неметаллического налета на части подлож-
ки, покрытой кюрием.

По аналогии с интерметаллидами редкозе-
мельных элементов с железом, а также с учетом
опыта получения и идентификации кристалличе-

ских решеток интерметаллидов системы Cm–Ni
[9] и Cm–Co, рассматривали возможность суще-
ствования на рентгенограммах 1 и 2 рефлексов
интерметаллических соединений Cm2Fe17 (гекса-
гональная решетка), CmFe5 (гексагональная ре-
шетка) и CmFe2 (кубическая решетка с периодом
а ≈ 7.2 Å). Рефлексы, которые могут принадле-
жать кубической решетке CmFe2 (фазе Лавеса с
хорошо известными индексами Миллера), уда-
лось выделить на рентгенограммах 1 и 2 сравни-

Таблица 5. Результаты расчета параметров гексагональных решеток интерметаллидов Co17Cm2 и Co5Cm и их
сравнение с ПКР изоструктурных интерметаллидов в системах Cm–Ni [9] и Gd–Co [10]

Соединение Образец τ, ч n a, Å c, Å c/a, Å Vяч, Å

Ni17Cm2 [9] 1 4 59 8.3470(3) 8.0685(4) 0.9666(1) 486.82 ± 0.06

2 4 33 3.3525(5) 8.0686(5) 0.9661(1) 487.47 ± 0.09

Co17Cm2 1 4 8 8.353(8) 8.0667(6) 0.966(1) 487.4 ± 1.3

2 4 9 8.367(9) 8.080(6) 0.966(1) 489.9 ± 1.4

Co17Gd2 [10] – – 85 8.373 8.134 0.971 493.8

Ni5Cm [9] 1 4 25 4.8713(3) 4.0142(9) 0.8241(2) 82.49 ± 0.03

2 4 19 4.8674(5) 4.0306(4) 0.8281(1) 82.70 ± 0.03

Co5Cm 1 4 8 4.912(7) 4.061(6) 0.827(2) 84.9 ± 0.3

2 4 7 4.867(9) 4.03(3) 0.829(7) 82.7 ± 0.9

Co5Gd [10] – – 37 4.970 3.970 0.799 84.92

Таблица 6. Расчетные ПКР отдельных фаз, обнаруженных на исходной рентгенограмме образца системы Cm–Fe

Фаза Решетка τ, сут n
Параметры решетки

a, Å c, Å V, Å3

CmFe2 куб. Куб (Fd3m)

1 8 7.213(2)

2 5 7.240(3)

3 5 7.231(7)

Cm2Fe17 гекс. (P63/mmc)

1 12 8.406(3) 8.122(2) 497.0(5)

2 9 8.377(5) 8.081(6) 491(1)

3 9 8.401(8) 8.12(1) 496(2)

Fe(C) тетр.

1 6 2.8635(5)2 2.9083(6) 23.85(1)

2 5 2.858(1) 2.889(3) 23.60(4)

3 5 2.860(1) 2.874(9) 23.51(9)

α-Fe ОЦК 3 4 2.861(1) 23.42(3)
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тельно быстро. Более успешным оказалось пря-
мое сравнение рентгенограмм 1 и 2 с исходными
рентгенограммами образцов Cm–Ni [9]. Такой
прием вполне оправдан, поскольку металличе-
ские радиусы Ni и Fe очень близки, а способ по-
лучения образцов один и тот же. На рентгено-
грамме 1 удалось выделить 20 рефлексов, которые
могут принадлежать решетке Cm2Fe17, а на рент-
генограмме 2 – 10 таких рефлексов. Попытка вы-
делить тем же методом рефлексы решетки CmFe5
оказались безуспешными.

Практически все фазы, кристаллические ре-
шетки которых выявлены на исходной рентгено-
грамме образца Cm–Fe, являются неравновесны-
ми: они были получены при кратковременном
высокотемпературном взаимодействии атомов
Cm, Th, O и С с твердым кристаллическим Fe, за
которым последовало быстрое охлаждение (за-
калка) образца. Последующее облучение (рентге-
нографируемой) поверхности образца α-частица-
ми и ядрами отдачи при интенсивном альфа-

распаде 244Cm привело к своеобразному радиаци-
онному отжигу неравновесных фаз, их переходу в
более равновесное состояние. Рентгенографиче-
ски это за 4 сут выдержки проявилось следующим
образом:

1. Распадался твердый раствор углерода в α-Fe,
что проявлялось исчезновением “расщепления”
рефлексов и уменьшением атомного объема ре-
шетки α-Fe.

2. Для гексагональной решетки интерметалли-
да Cm2Fe17 в интервале 1–2 сут наблюдалось
уменьшение обоих ПКР; в интервале 2–3 сут –
обратный процесс (см. табл. 6), а после 4 сут вы-
держки уже ничего не наблюдалось: произошла
рентгеноаморфизация решетки.

3. ПКР интерметаллида CmFe2 изменялся сле-
дующим образом: а = 7.213 (2) Å (τ = 1 сут) → 7.240
(3) Å (τ = 2 сут) → 7.231 (7) Å (τ = 3 сут) → амор-
физация (τ = 4 сут выдержки).

Таблица 7. Параметры гексагональной решетки интерметаллидов Cm2М17 (M = Fe, Co, Ni) и их связь с
металлическими радиусами переходных металлов

М rм, Å Образец
ПКР интерметаллида Cm2М17

Примечание
a, Å c, Å c/a V, Å3

Fe 1.26 2 8.406(3) 8.122(2) 0.966(1) 497.0(5) 6.29 τ = 24 ч

Co 1.25
1 8.353(8) 8.067(6) 0.966(1) 487(1) 6.29 τ = 4 ч

2 8.372(9) 8.075(5) 0.965(1) 490(1) 6.31 τ = 4 ч

Ni 1.24
1 [9] 8.362(1) 8.076(2) 0.966(1) 489.0(3) 6.35 τ = 20 ч

2 [9] 8.363(2) 8.084(3) 0.967(1) 489.6(4) 6.36 τ = 23 ч

3 / МV r

Таблица 8. Сравнение систем Cm–Ni [9], Cm–Co, Cm–Fe

Содержание 244Cm
в образце

Cm–Ni [9] Cm–Co Cm–Fe

245 мкг 400 мкг 79 мкг 1843 мкг 917 мкг

Cm2M17 Гекс (P63/mmc)
a = 8.362(1) Å a = 8.363(2) Å a = 8.353(8) Å a = 8.372(9) Å a = 8.406(3) Å

c = 8.076(2) Å c = 8.084(3) Å c = 8.067(6) Å c = 8.075(5) Å c = 8.122(2) Å

CmM5 Гекс (P6/mmm)
a = 4.8713(3) Å a = 4.8674(5) Å a = 4.912(7) Å a = 4.88(1) Å –

c = 4.0142(9) Å c = 4.0306(4) Å c = 4.061(6) Å c = 4.08(4) Å

CmM3 Куб (Pm3m) a = 4.145(2) Å a = 4.153(2) Å – – –

CmM2 Куб (Fd3m) – – – a = 7.242(2) Å a = 7.213(2) Å
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В целом, фазы, в состав которых не входил
244Cm, переходили в более равновесное состоя-
ние, а кристаллические решетки фаз, сдержав-
ших 244Cm, частично или полностью рентге-
ноаморфизировались.

Сравнение систем Cm–Ni [9], Cm–Co, Cm–Fe
Во всех трех системах кюрия с переходными

элементами 26Fe, 27Co и 28Ni обнаружены интер-
металлиды состава Cm2M17, имеющие гексаго-
нальную решетку с пространственной группой
P63/mmc. Параметры решетки этих соединений
собраны в табл. 7. Для системы Cm–Ni приведе-
ны данные по образцам 1 и 2, полученные соот-
ветственно после 20 и 23 сут их выдержки [9] (для
системы Cm–Co имеются только данные для 4 ч
выдержки).

Из приведенных данных видно, что:
– параметр с/а для всех трех интерметаллидов

совпадает (для сравнения: этот параметр для
Gd2Co17 равен 0.971 [10], а для Gd2Fe17 – 0.982 [10]);

– имеется явная корреляция между парамет-
рами “а”, “с” и “V” интерметаллидов и металли-
ческими радиусами Fe, Co, и Ni;

– прослеживается тенденция к увеличению
объема ячейки интерметаллида в зависимости от
радиуса переходного металла (критерий ).

Все три системы характеризуются отсутствием
взаимной растворимости компонентов при ком-
натной температуре, чего и следовало ожидать,
поскольку металлический радиус кюрия на ~40%
больше радиусов переходных металлов.

Однако на этом сходство между тремя систе-
мами заканчивается. В системах Cm–Ni и Cm–
Co существуют интерметаллиды CmNi5 и CmCo5
с гексагональными решетками; в настоящей ра-
боте рефлексов изоструктурного интерметаллида
CmFe5 выявить не удалось (см. табл. 8).

В системе Cm–Fe с высокой долей вероятно-
сти обнаружен интерметаллид CmFe2 (фаза Лаве-
са) с периодом кубической решетки а = 7.213(2) Å;
в системе Cm–Co существование изоструктурно-
го интерметаллида CmCo2 лишь предполагается,
причем, параметр его решетки (а = 7.242 Å) пред-
ставляется явно завышенным.

Имеется еще одно важное отличие между рас-
сматриваемыми системами. Оба интерметаллида
в системе Cm–Ni имели весьма совершенную
кристаллическую решетку с большим количе-
ством выявленных рефлексов. В системах Cm–
Co и Cm–Fe интерметаллиды рентгенографиче-
ски выявились с большим трудом, лишь по ана-
логии с рентгенограммами образцов Cm–Ni.
Увеличение температуры подложек и количества
сконденсированного на них кюрия оказалось ма-
лоэффективным. Это означает, что химическая
активность Ni к Cm выше, чем Co и Fe к Cm.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методом высокотемпературной вакуумной

конденсации паров кюрия-244 на соответствую-
щие подложки получены первые образцы для си-
стем: Сm–Cо, Cm–Fe.

Рентгенодифрактометрическим методом иден-
тифицированы новые ранее не известные соедине-
ния: Cm2Co17 гексагональная решетка (простран-
ственная группа P6.3/mmc), CmCo5 гексагональ-
ная решетка (пространственная группа P6/mmm),
CmCo2 кубическая решетка (пространственная
группа Fd3m), Fe17Cm2 гексагональная решетка
(пространственная группа P6.3/mmc), Fe2Cm ку-
бическая решетка (пространственная группа Fm3m).

Сравнение взаимодействия кюрия-244 с эле-
ментами первой триады VIII группы Периодиче-
ской системы Д.И. Менделеева, такими как желе-
зо, кобальт и никель, показало, что химическая ак-
тивность никеля к кюрию-244 выше, чем у
кобальта и железа.
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В данной работе рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение в частных производ-
ных четвертого порядка с нелинейностью третьей и пятой степени. Это уравнение может быть ис-
пользовано для описания импульсов в оптических волокнах. Задача Коши для него не решается ме-
тодом обратной задачи рассеяния, поэтому уравнение рассмотрено в переменных бегущей волны.
В результате подстановки решения определенного вида найдена система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ) для мнимой и действительной частей уравнения. Для полученной си-
стемы ОДУ проведен тест Пенлеве. В результате применения теста установлено, что рассматривае-
мая система ОДУ не обладает свойством Пенлеве, поскольку в разложении общего решения в ряд
Лорана имеются комплексные индексы Фукса. При использовании теста на свойство Пенлеве по-
лучено условие для скорости бегущей волны, при котором система упрощается до одного обыкно-
венного дифференциального уравнения четвертого порядка. Для этого уравнения найден первый
интеграл. Использован метод простейших уравнений для построения точного решения рассматри-
ваемого ОДУ. Найденное решение имеет две произвольные постоянные и выражено через эллипти-
ческую функцию Вейерштрасса. Рассмотрен частный случай, когда решение принимает вид уеди-
ненной волны. Иллюстрируются периодические и уединенные волновые решения при различных
значениях параметров. 

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, точное решение, первый интеграл
DOI: 10.1134/S2304487X20010046

1. ВВЕДЕНИЕ

Анализ распространения импульсов в оптиче-
ском волокне является важной задачей, решение
которой в настоящее время в полной мере не за-
кончено. Существуют различные модели описа-
ния распространения оптических солитонов.
Упомянем здесь: уравнение Радхакришнана-
Кунду-Лакшманана [1, 2], уравнение Чена-Ли-Лу
[3, 4], уравнение Кунду–Мекури–Наскара [5, 6] и
другие [7–9]. Большое количество используемых
моделей связано со сложной структурой оптиче-
ских волокон. Поэтому представляет интерес по-
иск новых уравнений полезных для нелинейной
оптики.

В работе [10] предложены уравнения в частных
производных высокого порядка, которые могут
быть использованы для описания распростране-
ния импульсов в оптических волокнах. Основная
идея для построения уравнений заключалась в

наличие у них солитонных решений определен-
ной формы.

В настоящей работе изучается одно из уравне-
ний, предложенных в работе [10]. Это уравнение
не относится к классу интегрируемых методом
обратной задачи рассеяния уравнений. Поэтому
оно рассматривается в переменных бегущей вол-
ны. Цель работы – исследовать аналитические
свойства полученного уравнения и построить об-
щее решение в переменных бегущей волны.

2. ТЕСТ ПЕНЛЕВЕ
Рассмотрим уравнение в частных производ-

ных, которое может быть использовано для опи-
сания импульсов в оптической среде:

(1)
Будем искать решение уравнения (1), исполь-

зуя переменные бегущей волны

+ α + β + + μ + ν = .2 4| | | | 0t xx xxx xxxxiu u i u u u u u u

УДК 517.9

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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КУДРЯШОВ, САФОНОВА

(2)
Подставляя зависимость (2) в уравнение (1),

получаем систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений для мнимой и действительной
части. Обозначив , имеем

(3)

(4)

Найдем ведущие члены уравнений (3), (4), ис-
пользуя подстановку  и .

Получаем два варианта разложения общего ре-
шения.

В первом случае получаем

(5)

Система уравнений с ведущими членами (3),
(4) имеет вид

(6)

Во втором случае находим

(7)

При этом система уравнений с ведущими чле-
нами имеет вид

(8)

Рассмотрим первый случай. Подставляя

(9)

в (6) и приравнивая нулю коэффициенты при  и
, получаем матрицу для определения индексов

Фукса в виде

Из равенства нулю определителя этой матри-
цы, находим индексы Фукса

(10)

Используем разложение  и  в следую-
щем виде

(11)

Подставляя (11) в уравнения (3), (4) и прирав-
нивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях , найдем константы в разложениях (11). Они
являются следующими:

(12)

,  – произвольные постоянные, другие коэф-
фициенты зависят от параметров уравнения и от
произвольных постоянных  и .
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Рассмотрим второй случай. Подставляя

(13)

в (8) и также приравнивая нулю коэффициенты
при  и , получаем матрицу для определения
индексов Фукса в виде

Из равенства нулю определителя этой матри-
цы, находим следующие индексы Фукса

(14)

Используя разложения решений для  и 
в следующем виде

(15)

и подставляя (15) в уравнения (3), (4) и приравни-
вая коэффициенты при одинаковых степенях ,
найдем константы в разложениях (15). Получаем,
что ,  – произвольные постоянные, другие ко-
эффициенты зависят от параметров уравнения и
произвольных постоянных , .

В результате выполнения теста Пенлеве полу-
чаем, что рассматриваемая система уравнений (3)–
(4) не проходит тест Пенлеве, так как индексы
Фукса являются комплексными.

Если взять  как укороченное разложение
(11) при , то уравнения (3)–(4) не удовле-
творяются. Полагая дополнительно , полу-
чаем условие на скорость бегущей волны

(16)

При этом из (12) следует, что  в
соответствии с (5). В этом случае система (3)–(4)
упрощается, так как уравнение (3) тождественно
удовлетворяется и остается одно уравнение (4),
имеющее вид

(17)

Умножив уравнение (17) на  и проинтегрировав
его по , получаем первый интеграл в виде

(18)

где  – постоянная интегрирования. Это уравне-
ние так же не проходит тест Пенлеве, поэтому у
него не существует общего решения. Но из по-
следнего шага теста Пенлеве получаем, что могут
существовать точные решения уравнения с двумя
произвольными постоянными. Следующий раз-
дел посвящен поиску таких решений.

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ОПТИЧЕСКИХ 

ИМПУЛЬСОВ
Для нахождения точных решений уравнения (18)

будем использовать метод простейших уравнений
[11], [12], с использованием простейшего уравне-
ния в виде

(19)
Продифференцировав (19) по , получаем, что

решение уравнения (19) так же удовлетворяет
следующим уравнениям:

(20)

Покажем, что решение уравнения (19) выра-
жается через эллиптическую функцию Вейер-
штрасса [10].

(21)

Будем искать решение уравнения (18), выра-
женное через решение уравнения (19). Порядки
полюсов решений этих уравнений совпадают и
равны единице, поэтому решение уравнения (18)
ищем в ввиде

(22)

где  – решение уравнения (19),  и  – неиз-
вестные постоянные, которые требуется найти.
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Дифференцируя (22) и подставляя производ-
ные  из (20), получаем выражения для производ-
ных функции :

(23)

Подставляя (22), (23) в (18) и собирая коэффи-
циенты при одинаковых степенях , получаем
вместо дифференциального уравнения (18) поли-
ном шестой степени, который равен нулю:

(24)

Из (24) находим, что при
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выражение (22) будет решением уравнения (18).
Таким образом получаем решение в виде

(26)

где ,  – произвольные постоянные.
Решение (21) при условиях (25) и различных

значениях параметров: , , ,
, , ,  и , , ,
, , ,  предоставлено на

рис. 1.
Если в уравнении (19) выбрать , то реше-

ние уравнения (19) принимает вид уединенной
волны:

(27)

Проделав вычисления описанные выше, полу-
чаем условия:

(28)

Таким образом, искомое решение имеет вид
уединенной волны

(29)

где ,  – произвольные постоянные.
Решение (29) при условиях (28) и различных

значениях параметров: , , ,
, , , ,  и ,

, , , , , ,  по-
строены на рис. 2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрено нелинейное дифферен-

циальное уравнение в частных производных чет-
вертого порядка. С помощью переменных бегу-
щей волны получена система обыкновенных
дифференциальных уравнений. Установлено, что
полученная система ОДУ не является интегриру-
емой в смысле Пенлеве, так как имеются ком-
плексные индексы Фукса. Получен первый инте-
грал уравнения для реальной части. С помощью
метода простейших уравнений построены точные
решения с двумя произвольными постоянными,
выраженные через эллиптическую функцию Вей-
ерштрасса и экспоненциальную функцию. Пери-
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одические и уединенные волновые решения де-
монстрируются на рисунках.
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Abstract—A fourth-order nonlinear partial differential equation with the third- and fifth-degree nonlineari-
ties has been considered. This equation can be used to describe pulses in optical fibers. The Cauchy problem
for this equation cannot be solved by the inverse scattering transform method; for this reason, the equation is
considered using the traveling wave variables. The substitution of a certain type solution gives a system of or-
dinary differential equations (ODEs) for the imaginary and real parts of the equation. The Painlevé test is ap-
plied to the resulting system of ODEs. According to the test, the considered ODE system does not have the
Painlevé property because the expansion of the general solution into the Laurent series contains complex
Fuchs indices. When using the Painlevé test, a condition for the velocity of a traveling wave at which the sys-
tem is simplified to one ordinary fourth-order differential equation is obtained. The first integral is found for
this equation. The method of the simplest equations is used to construct the exact solution of the considered
ODE. The found solution has two arbitrary constants and is expressed in terms of the elliptic Weierstrass
function. A special case where the solution has the form of a solitary wave is considered. Periodic and solitary
wave solutions at different parameter values are illustrated.
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Рассматриваются различные классы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений.
Для построения точных решений в неявной форме используется метод расщепления, основанный
на обобщенном разделении переменных. Основное внимание уделяется нелинейным уравнениям
достаточно общего вида, которые содержат одну или несколько произвольных функций (важно от-
метить, что точные решения нелинейных дифференциальных уравнений, которые зависят от про-
извольных функций и поэтому обладают достаточной общностью, представляют наибольший прак-
тический интерес для тестирования численных и приближенных методов решения различных за-
дач). Приведены примеры конкретных нелинейных уравнений и их точных решений. В отдельных
случаях удается найти общие решения уравнений или понизить их порядок. Используемый подход
допускает обобщение на нелинейные уравнения с частными производными. Для уравнений реак-
ционно-диффузионного типа получены новые точные решения с функциональным разделением
переменных.

Ключевые слова: нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения, реакционно-диффузи-
онные уравнения, точные решения в неявном виде, обобщенное разделение переменных, функци-
ональное разделение переменных, метод расщепления
DOI: 10.1134/S2304487X20010071

1. ВВЕДЕНИЕ
Методы, основанные на разделении перемен-

ных, чаще всего используются для интегрирова-
ния обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) первого порядка [1–7], для поиска
полных интегралов нелинейных уравнений с
частными производными первого порядка спе-
циального вида [7–9], для построения точных ре-
шений линейных уравнений математической фи-
зики [7, 10–13]. Для поиска точных решений не-
линейных уравнений математической физики
применяются методы обобщенного и функцио-
нального разделения переменных (см., напри-
мер, [7, 14–22]).

В классической теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений принято рассматривать
методы, позволяющие получать общие решения
уравнений в замкнутой форме (см., например,
[1–5, 7]). При этом практически не уделяется
внимание методам поиска частных точных реше-
ний нелинейных уравнений. Подобное положе-

ние дел тормозит развитие методов поиска точ-
ных решений нелинейных уравнений математиче-
ской физики, которые можно выразить в терминах
элементарных или специальных функций.

Важно отметить, что для приложений нередко
оказывается полезнее найти частное решение до-
статочно широкого класса дифференциальных
уравнений, зависящего от свободных физико-хи-
мических параметров , чем найти общее реше-
ние входящего в него более узкого класса уравне-
ний при фиксированных значениях отдельных .

В литературе описано сравнительно мало ме-
тодов построения частных точных решений ОДУ
(см., например, [23–43]), которые обычно имеют
весьма узкую область применимости. Эти методы
чаще всего основаны на явном задании вида ре-
шения (иногда после некоторого простого точеч-
ного преобразования рассматриваемого уравне-
ния) и содержат свободные параметры, значения
которых определяются далее методом неопреде-
ленных коэффициентов [23–28, 30–34, 36–41]

na

na
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(для этого нередко используются методы ком-
пьютерной алгебры). Существенным ограниче-
нием подобных прямых методов является то, что
решение ищется в явном априорно заданном ви-
де, в то время как подавляющее большинство из-
вестных общих решений нелинейных уравнений
представляется в неявной или параметрической
форме (подобный вывод следует из статистиче-
ской обработки материалов наиболее полных
справочников по точным решениям ОДУ [6, 44]).
Более перспективными представляются методы,
которые основаны на использовании решений
более простых вспомогательных уравнений [29,
35, 42, 43] (см., также, [6]).

В данной работе будет показано, что метод
расщепления, основанный на обобщенном раз-
делении переменных, может применяться для по-
строения точных решений в неявной форме раз-
личных нелинейных дифференциальных уравне-
ний.

Прежде чем перейти к детальному описанию
предлагаемого метода, сначала продемонстриру-
ем его характерную особенность на простом кон-
кретном примере.

Пример 1. Общее решение обыкновенного
дифференциального уравнения первого порядка
с разделяющимися переменными

можно записать в виде

(1)

где

 – произвольная постоянная.
Интегральное соотношение с разделенными

переменными вида (1) и его обобщения далее бу-
дем использовать для построения точных реше-
ний и упрощения нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и уравнений с частными
производными, которые зависят от произвольных
функций.

2. ПРОЦЕДУРА ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ 
РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ОДУ. 

ПРИНЦИП РАСЩЕПЛЕНИЯ
Будем рассматривать нелинейные обыкновен-

ные дифференциальные уравнения

(2)
Предлагаемый метод построения точных ре-

шений ОДУ состоит из нескольких последова-
тельных этапов. На первом этапе используем пре-
образование (1), где  и  – функ-
ции, которые подлежат определению в ходе

='( ) ( ) ( ) ( )xa x f y y b x g y

ϑ = ζ ,( ) ( )x y dy

ϑ = + , ζ = ,
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

b x f yx dx C y
a x g y

C

, , , , = .' ''( ) 0x xxF x y y y …

ϑ = ϑ( )x ζ = ζ( )y

дальнейшего анализа. После того, как эти функ-
ции будут определены, интегральное соотноше-
ние (1) будет задавать точное решение рассматри-
ваемого уравнения в неявной форме.

Продифференцировав (1) по , находим про-
изводные

(3)

Будем считать, что после подстановки выра-
жений (3) в (2) полученное уравнение можно пре-
образовать к билинейному виду:

(4)

где

(5)

Для построения точных решений уравнения (4)–
(5) используем принцип расщепления, описан-
ный ниже.

Принцип расщепления. Рассматриваем линей-
ные комбинации двух наборов элементов  и

, входящих в (4), которые связаны соотноше-
ниями

(6)

где  и . Константы  и
 в (6) выбираются так, чтобы билинейное ра-

венство (4) удовлетворялось тождественно (это
всегда можно сделать, см. далее). Важно отме-
тить, что соотношения (6) носят чисто алгебраи-
ческий характер и не связаны с конкретным ви-
дом дифференциальных форм (5).

После получения соотношений (6) в них под-
ставляются дифференциальные формы (5), что
приводит к системам дифференциальных уравне-
ний (часто переопределенным) для искомых
функций  и , которые входят в (1).

Замечание 1. Необходимо отдельно рассматри-
вать также вырожденные случаи, когда, помимо
линейных соотношений (6), некоторые диффе-
ренциальные формы  или  равны нулю.

Замечание 2. Билинейные уравнения, внешне
похожие на (4)–(5), возникают при поиске точ-
ных решений нелинейных уравнений с частными
производными методами обобщенного и функ-
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ционального разделения переменных [18–22]
(см. также разд. 7).

Замечание 3. Так как выражения  в (5) не за-
висят явно от  (а только от  и производных ,

, ...), вместо преобразования (1) однопарамет-
рические семейства решений иногда удобнее ис-
кать в виде

(7)

где  – произвольная постоянная. В этом случае
в формулах для производных (3) и соотношениях
(5) следует положить , , ….

3. ФОРМУЛЫ, ПОЗВОЛЯЮЩИЕ 
ТОЖДЕСТВЕННО УДОВЛЕТВОРИТЬ 

БИЛИНЕЙНОМУ СООТНОШЕНИЮ (4)

1. Для любого  билинейному соотношению (4)
можно удовлетворить, если все  положить про-
порциональными одному и тому же выбранному
элементу  ( ). В результате получим

(8)

где  – произвольные постоянные. В формулах (8)
можно сделать переобозначения символов

.
2. Для четных  равенство (4) удовлетворяет-

ся, если обращаются в нуль изолированные пар-
ные суммы . В этом случае имеем
соотношения

где  – произвольные постоянные, а индексы 
и  в совокупности принимают все значения от 1
до .

3. При  равенство (4) также будет удовле-
творяться тождественно, если задать линейные
соотношения

(9)

где  и  – произвольные постоянные. В форму-
лах (9) можно сделать переобозначения символов

 или одновременные парные перестанов-
ки  и .

Существуют и более сложные линейные ком-
бинации вида (6), тождественно удовлетворяю-
щие билинейному соотношению (4).

Φn
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4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (1) 
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ОДУ
Проиллюстрируем возможности метода рас-

щепления для построения точных решений нели-
нейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка с переменными коэффи-
циентами.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

(10)
Далее для краткости часто будем опускать ар-

гументы, входящие в преобразование (1) и иссле-
дуемые уравнения.

Сделаем замену (1) и подставим производ-
ные (3) в (10). После умножения на  получим
уравнение

(11)

Обозначая

(12)

приводим уравнение (11) к билинейной форме (4)
при :

(13)

Рассмотрим два случая.
1. Уравнению (13) можно, например, тожде-

ственно удовлетворить, если положить

(14)

где ,  – произвольные постоянные. Подста-
вив (12) в (14), приходим к системе уравнений

(15)

При  решение системы (15) имеет вид

где  и  – произвольные постоянные. В резуль-
тате получим уравнение

(16)
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где  и  – произвольные функции, которое
допускает однопараметрическое семейство точ-
ных решений

(17)

Отметим, что трехпараметрическое уравнение
типа Эмдена–Фаулера

является частным случаем уравнения (16) при
, , .

2. Уравнение (13) удовлетворяется при выпол-
нении условий

(18)

где ,  – произвольные постоянные. Подста-
вив (12) в (18), приходим к системе

(19)

решение которой при  имеет вид

(20)

где  и  – произвольные постоянные, 
и  – произвольные функции. В итоге по-
лучим нелинейное уравнение

(21)

общее решение которого имеет две ветви и может
быть представлено в неявной форме

(22)

Пример 3. Рассмотрим теперь уравнение с
квадратичной нелинейностью относительно про-
изводной

(23)
Сделав замену (1), подставим производные (3)

в (23). После элементарных преобразований по-
лучим уравнение

(24)

которое можно представить в билинейном виде (13),
где
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(25)

Уравнению (13) можно удовлетворить, если
положить

(26)

где , ,  – произвольные постоянные. Под-
ставим (25) в (26). Получим переопределенную
систему

(27)

При , ,  решение уравне-
ний (27) можно представить в виде

(28)

где , ,  – произвольные
функции, , ,  – произвольные постоянные.

Подставив (28) в (23) и (1), приходим к уравне-
нию

(29)

которое допускает однопараметрическое семей-
ство решений

(30)

Пример 4. Будем искать точные решения урав-
нений вида

(31)

Сделаем замену (1) и подставим производ-
ные (3) в (31). В результате получим

(32)

Это уравнение можно представить в билинейной
форме (13), если обозначить
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(33)

Рассмотрим два случая.
1. Уравнению (13) можно тождественно удо-

влетворить, если использовать линейные соотно-
шения

(34)

где , ,  – произвольные постоянные. Под-
ставляя в (34) зависимости (33), приходим к си-
стеме

(35)

Решение первых четырех уравнений (35) имеет
вид

(36)

где  – произвольная функция,  – произ-
вольная постоянная. Подставляя (36) в (31) и по-
лагая , получим уравнение

(37)

которое содержит три произвольные функции
, , . Его общее решение

определяется неявной зависимостью

(38)

где  – произвольная константа, а функция
 является решением последнего уравне-

ния (35) при :

(39)

В уравнении (39) переменные разделяются, ес-
ли , где  и  – произвольные посто-
янные. Поэтому уравнение (39) интегрируется в
квадратурах, например, при  или .

2. Уравнению (13) можно удовлетворить, если
положить , , ,  пропорциональными .
Тогда получим следующие зависимости:
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(40)

где , , ,  – произвольные константы. Под-
ставив (33) в (40), имеем систему для поиска неиз-
вестных функций

(41)

Решение первых четырех уравнений (41) описы-
вается формулами

(42)

где , ,  – произвольные постоянные.
Подставим (42) в (31). Полагая , ,

, , приходим к уравнению

(43)

где , ,  – произвольные функции. Об-
щее решение уравнения (43) можно представить в
неявной форме

(44)

где функция  определяется из ОДУ перво-
го порядка

(45)

которое получено из последнего уравнения (41)
при , .

Замечание 4. Уравнение (43) является однород-
ным по переменной .

Пример 5. Рассмотрим дифференциальное
уравнение

(46)

Сделав замену (1), получим уравнение

(47)

которое можно представить в билинейной форме
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где

(49)

Далее рассмотрим два случая.
1. Уравнению (48) можно удовлетворить, если

положить

(50)

где ,  – произвольные числа. Подставив (49) в
(50), имеем уравнения

(51)

Решая систему (51), получим следующие зависи-
мости:

(52)

где , , ,  – произ-
вольные функции, , ,  – произвольные по-
стоянные. Полагая  в (52), прихо-
дим к уравнению

(53)

общее решение которого можно представить в
неявной форме

(54)

где ,  – произвольные постоянные.
2. Соотношение (48) обращается в верное тож-

дество, если имеют место линейные связи

(55)

где ,  – произвольные константы. Подста-
вив (49) в (55), получим систему

(56)

Φ = ϑ , Φ = ϑ ,

Φ = ϑ , Φ = ;

Ψ = , Ψ = ζ , Ψ = , Ψ = ζ.
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решение которой можно представить в виде

(57)

где , , ,  – произ-
вольные функции, ,  – произвольные постоян-
ные. Полагая  в (57), приходим к
уравнению

(58)

которое допускает однопараметрическое семей-
ство решений

где  – произвольная постоянная.

5. ОБОБЩЕНИЯ, ОСНОВАННЫЕ 
НА ИСПОЛЬЗОВАНИИ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ 

УРАВНЕНИЙ
Другие точные решения можно получить, если

вместо преобразованного уравнения (4)–(5) рас-
сматривать эквивалентные дифференциальные
уравнения, которые сводятся к (4)–(5) на множе-
стве функций, удовлетворяющих соотношению (1).

Укажем здесь два класса эквивалентных урав-
нений, которые будут использованы далее.

1. Можно использовать уравнения вида

(59)

которые сохраняют билинейную структуру и, в
силу (1) (т.е. ), эквивалентны уравнению (4)–
(5) для любых функций .

2. Также можно использовать уравнения вида

(60)

которые для любых функций  эквива-
лентны уравнению (4)–(5).

Использование принципа расщепления к
уравнениям (59) и (60) в случае общего положе-
ния будет приводить к другим точным решениям
рассматриваемого класса ОДУ, чем использова-
ние этого принципа к уравнению (4).
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Для иллюстрации вышесказанного вернемся к
дифференциальному уравнению (46). Как и ра-
нее, его решения ищем в виде (1). Подставляя
производные (3) в (46), получим уравнение (47).
Вместо этого уравнения рассмотрим более слож-
ное уравнение

(61)

где  – произвольная функция. Уравнение (61)
эквивалентно уравнению (47) в силу (1).

Уравнение (61) можно представить в билиней-
ном виде

(62)

где использованы обозначения

(63)

Уравнению (62) можно удовлетворить, если
положить

(64)

Подставив (63) в (64), приходим к системе урав-
нений

(65)

решение которой можно представить в виде

(66)

где , , , ,  –
произвольные функции,  – произвольная по-
стоянная. Рассмотрим конкретные примеры.

Пример 6. Положим в (66):

В результате приходим к нелинейному уравне-
нию

(67)
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зависящему от двух произвольных функций 
и  и двух свободных параметров  и , кото-
рое допускает точное решение в неявной форме

(68)

При ,  уравнение (67) прини-
мает вид

а его точное решение точное решение (68) может
быть представлено в явной форме

Пример 7. Положим в (66):

В результате приходим к уравнению

(69)

которое допускает точное решение в неявном виде

(70)

В (69) и (70) подставим функции ,
. Получим уравнение

которое допускает точное решение в явном виде

6. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (1) 
ДЛЯ УПРОЩЕНИЯ УРАВНЕНИЙ

Покажем, что преобразование (1) может ис-
пользоваться также для упрощения уравнений.

Пример 8. Рассмотрим уравнение

(71)
Преобразование (1) приводит (71) к виду

(72)

В (72) положим

(73)
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что дает

(74)

В результате имеем нелинейное уравнение

(75)

где , ,  – произвольные функции, ко-
торое с помощью преобразования

(76)

приводится к линейному уравнению
(77)

Это уравнение легко интегрируется с помощью
подстановки .

Пример 9. Автономное уравнение второго по-
рядка общего вида

(78)

преобразованием (1) при , где  –
произвольная постоянная, приводится к уравне-
нию первого порядка

(79)
Аналогичным образом понижается порядок

автономного уравнения любого порядка.
Замечание 5. Решение более общего, чем (78),

нелинейного уравнения

(80)

где  и  – произвольные функции,
можно представить в неявной форме (38), где
функция  удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению первого по-
рядка (79).

Замечание 6. Уравнение (21) является частным
случаем уравнения (80) при

Замечание 7. Уравнение (37) является частным
случаем уравнения (80) при .

7. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ. 

МЕТОД ПОИСКА ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ
Описанный в разд. 2 метод построения точных

решений допускает обобщение на случай нели-
нейных уравнений с частными производными.
Для простоты будем рассматривать уравнения с
двумя независимыми переменными

(81)
где  – искомая функция.

   ζ = , = − .    exp ( ) ( ) exp ( )f y dy h y f y dy
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xx x xy y F y y

=v v( )x ,( )F y z

ζ = ζ( )y

 = − , , = − . v( ) exp ( ) ( ) ( )x a x dx F y z g y

−, = + 1( ) ( ) ( )F y z g y h y z

, , , , , , , = ,( ) 0x t xx xt ttF x t u u u u u …
= ,( )u u x t

Для построения точных решений уравнения (81)
на начальном этапе используем нелинейное пре-
образование [20–22]

(82)

где  и  – функции, которые
ищутся в ходе дальнейшего анализа. После того,
как эти функции будут определены, интегральное
соотношение (82) будет задавать точное решение
рассматриваемого уравнения в неявной форме.

Дифференцируя (82) по независимым пере-
менным, находим частные производные

(83)

Будем считать, что после подстановки выра-
жений (83) в (81) полученное уравнение можно
преобразовать к билинейному виду (4), где

(84)

Дальнейшая процедура построения точных реше-
ний основана на использовании метода расщеп-
ления к уравнению (4), в которое подставляются
функции (84), и полностью аналогична процеду-
ре, изложенной в разд. 2.

Применяя описанный метод в [20, 22] был полу-
чен ряд точных решений нелинейных уравнений
диффузионного типа. Ниже этим методом будут
построены несколько новых точных решений.

Рассмотрим класс нелинейных уравнений ре-
акционно-диффузионного типа с переменными
коэффициентами

(85)
Далее для краткости аргументы функций, входя-
щих в преобразование (82) и уравнение (85), часто
будут опускаться.

Сделав замену (82), подставим производные (83)
в (85). После элементарных преобразований по-
лучим

(86)

При  уравнение (86) совпадает с исход-
ным уравнением (85), где . Поэтому на дан-
ном этапе никакие решения не теряются.

Введем обозначения:

(87)
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В результате уравнение (86) можно представить в
билинейном виде (4) при :

(88)

Пример 10. Уравнению (88) можно тожде-
ственно удовлетворить, если использовать ли-
нейные соотношения

(89)

Подставляя (87) в (89), приходим к уравнениям

(90)

Общее решение переопределенной системы, со-
стоящей из первых трех уравнений (90), имеет вид

(91)

где  – произвольная функция, , ,  – про-
извольные постоянные. Общее решение систе-
мы, состоящей из двух последних уравнений (90),
записывается так (берутся одновременно либо
верхние, либо нижние знаки):

(92)

где  и  – произвольные функции. Из фор-
мул (91) и (92) получим два уравнения

(93)

которые допускают точные решения типа обоб-
щенной бегущей волны в неявной форме

(94)

Сделав переобозначения , ,
 в (93) и (94), приходим к одному

уравнению

(95)

которое допускает два точных решения

(96)
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Отметим, что уравнение (95) содержит три
произвольные функции , ,  и три про-
извольные постоянные , , .

В частном случае  уравнение (95) и его
точные решения (96) были получены в [45].

Замечание 8. Более общее, чем (95), уравнение

зависящее от четырех произвольных функций
, , , , допускает два точных реше-

ния

Опуская промежуточные выкладки, приведем
еще два новых точных решения нелинейных
уравнений диффузионного типа достаточно об-
щего вида, которые зависят от пяти произволь-
ных функций.

Пример 11. Нелинейное уравнение параболи-
ческого типа

допускает точное решение с функциональным
разделением переменных в неявной форме

где , , , ,  – произвольные
функции,  – произвольная постоянная.

Пример 12. Уравнение

имеет точное решение с функциональным разде-
лением переменных в неявном виде

где , , , ,  – произвольные
функции, а функция  удовлетворяет ли-
нейному ОДУ второго порядка

8. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Описаны различные классы нелинейных

обыкновенных дифференциальных уравнений с
переменными коэффициентами, которые допус-
кают построение точных решений методом рас-
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щепления. Решения ищутся в виде неявной зави-
симости, которая содержит несколько свободных
функций (эти функции определяются в ходе
дальнейшего анализа). Особое внимание уделено
нелинейным уравнениям общего вида, которые
зависят от одной или нескольких произвольных
функций. Получен ряд новых точных решений
нелинейных ОДУ. Показано, что используемый
подход допускает обобщение на нелинейные
уравнения с частными производными. Построе-
ны новые точные решения с функциональным
разделением переменных для уравнений реакци-
онно-диффузионного типа.

Работа выполнена по теме государственного зада-
ния (№ госрегистрации AAAA-AA20-120011690135-5)
и при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований
(проект № 18-29-10025).
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Для описания распространения уединенных волн в оптических средах в настоящее время использу-
ется ряд нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. В данной работе ис-
следуется нелинейная динамика, описываемая уравнением Радхакришнана–Кунду–Лаксманана
для нелинейных дисперсионных волн в сохраняющих поляризацию оптических волокнах с нели-
нейностью Керра. С целью исследования динамических процессов в исходном уравнении исполь-
зованы безразмерные переменные. Введены переменные бегущей волны, которые позволили запи-
сать его в виде системы из двух обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка.
Для векторного поля нормального вида этой системы в шестимерном фазовом пространстве рас-
считана дивергенция. Установлено, что изучаемая система уравнений не является диссипативной.
По алгоритму Беннетина проведен расчет старших ляпуновских показателей исследуемой системы
уравнений при различных значениях одного из параметров модели. Установлено, что несмотря на
то, что при некоторых значениях параметра в системе присутствует положительный старший ляпу-
новский показатель, существование аттрактора и хаотического режима динамики не реализуется,
поскольку по одной из переменных решение неограниченно убывает, а алгоритм Беннетина требует
выбор начальной точки на аттракторе.

Ключевые слова: оптические солитоны, уравнения в частных производных, ляпуновские показатели,
хаос
DOI: 10.1134/S2304487X20010058

1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование распространения импульсов в

оптических средах является важной проблемой и
в настоящее время интенсивно изучается [1–5].
Как правило динамика таких процессов описыва-
ется с помощью целого ряда нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных,
таких как нелинейное уравнение Шредингера [6],
уравнение Фокаса–Леннелса [7].

Одним из важных факторов, определяющих
динамику оптических солитонов, является учет
дисперсионных выражений. Они возникают то-
гда, когда дисперсионный член в оптическом
уравнении доминирует, что ведет к существова-
нию уединенных волн солитонного типа. В дан-
ной работе рассматривается уравнение Радхак-
ришнана–Кунду–Лаксманана, которое было ис-
пользовано ранее в ряде работ, в которых были
получены его точные решения [8–13].

Уравнение Радхакришнана–Кунду–Лаксма-
нана, описывающее дисперсивные нелинейные

волны в сохраняющих поляризацию волокнах с
нелинейностью Керра, имеет вид

(1.1)
где  – параметры уравнения. Здесь

– комплекснозначный профиль волны с
независимыми переменными  и , учитывающи-
ми пространственную и временную компоненты.
Параметр  отвечает за дисперсию групповой
скорости,  – коэффициент Керра, параметр 
устраняет возможность появления ударных волн,

 характеризует дисперсию третьего порядка,
приводящую к оптическим импульсам.

Нелинейные динамические процессы, описы-
ваемые уравнением (1.1), до настоящего времени
практически не изучались. Уравнение (1.1) имеет
определенное применение в медицине [14], по-
этому интерес представляет изучение его дина-
мики и выявление в нем хаотического поведения,
так как на практике его присутствие нежела-
тельно.

+ + = α − β ,2 2| | (| | )t xx x xxxiu au b u u i u u i u
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x t
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2. ДИНАМИКА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
В ПЕРЕМЕННЫХ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ, 
ПОЛУЧЕННОЙ ИЗ УРАВНЕНИЯ RKL

Для исследования нелинейной динамики,
описываемой уравнением (1.1), удобно ввести
безразмерные переменные. Введем переменные

где A, X и T – постоянные, тогда для удобства сра-
зу пренебрегая штрихами, получим, что уравне-
ние (1.1) примет вид

(2.1)

В (2.1) приравняем к единице коэффициенты при
третьем члене левой части и членах правой части.
В результате имеем

(2.2)

Пусть . С учетом (2.2) уравнение (2.1) име-

ет вид

(2.3)
Будем искать решение уравнения (2.3) в виде

(2.4)
подставляя (2.4) в (2.3), получаем следующее
уравнение

(2.5)

Приравнивая к нулю действительную и ком-
плексную части уравнения (2.5), получим следу-
ющую систему уравнений

(2.6)

В нормальной форме она выглядит следую-
щим образом

(2.7)
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Векторное поле системы (2.7) в шестимерном
фазовом пространстве имеет вид

(2.8)

Дивергенция этого поля

(2.9)

На рис. 1 приведены зависимости перемен-
ных  и  от . Из них видно, что ансамбль на-
чальных условий, занимающий объем , не
концентрируется на аттракторе, так как объем из-

меняется по закону , а знак вы-

ражения под экспонентой не является постоянно
отрицательным.

Динамику уравнений (2.7) исследуем при по-
мощи вычисления старшего ляпуновского пока-
зателя при варьировании параметра . Старший
ляпуновский показатель вычислялся по алгорит-
му Беннетина [15].

Ляпуновские показатели качественно описы-
вают степень расхождения близких траекторий
системы. Для обнаружения хаотического поведе-
ния достаточно рассчитать старший ляпуновский
показатель.

Алгоритм его вычисления следующий. После
достаточного времени для выхода системы на ат-
трактор выбирается начальная точка фазового
пространства . Затем рассматриваются выходя-
щая из точки  невозмущенная траектория и вы-
ходящая из точки  возмущенная траекто-
рия. При расчетах использован вектор начально-
го возмущения с единичной нормой  = (0, 0, 1,
0, 0, 0). Выбирая интервал времени  и одно-
временно решая численно систему уравнений (2.7)
и систему уравнений, описывающую эволюцию
малого возмущения 

(2.10)

{
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получаем вектор состояния и его возмущение в
момент : , . Величина 
описывает изменение нормы вектора возмуще-
ния за время . Переопределив вектор возмуще-
ния так, чтобы у него была единичная норма:

, продолжим численно решать си-
стемы уравнений (2.7) и (2.10) с начальными
условиями  и . Затем снова переопреде-
лим вектор возмущения в момент времени и
продолжим решать рассматриваемые системы
уравнений с меняющимися на каждом шаге на-
чальными условиями в течение  шагов. Эволю-
ция амплитуды возмущения системы характери-
зуется старшим ляпуновским показателем, так
как начальное условие  взято на аттракторе, а
начальное возмущение траектории выбрано на-
угад. Фактор изменения амплитуды за  шагов
определяется в соответствии с нормой

(2.11)

Старший ляпуновский показатель оценивает-
ся по формуле

(2.12)

δ μ δμ μδ− − + + φ δφ,

δ = δ , δ = δ , δψ = δφ, δφ = δμ
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Количество шагов, используемое при проведе-
нии рассчетов, M = 10000.

График зависимости старшего ляпуновского
показателя от параматра  представлен на рис. 3.
Из графика видно, что при некоторых значениях

 старший ляпуновский показатель положите-
лен, но информации о хаотическом режиме в си-
стеме это не дает, так как в алгоритме Беннетина
начальная точка должна выбираться на аттракто-
ре, а аттрактора в системе нет, потому что пере-
менная  неограниченно убывает (рис. 2).
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ψ

Рис. 1. Зависимость переменных  и  от  при   .

0

5

10

15

20

25

30

y

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
z

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
z

�30
�20
�10

0
10
20
30

u

y u z = ,0 1C ω = ,1 κ = − .79 5

Рис. 2. Фазовый портрет при   .

�180

�

�160

20

�140

3010

�120

25
u 0

�100

20
y15

�80

�10 105�20 0

= ,0 1C ω = ,1 κ = − .79 5



48

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 1  2020

ЛАВРОВА, КУДРЯШОВ

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена система дифференци-
альных уравнений в нормальном виде, получен-
ная из уравнения в частных производных Радхак-
ришнана-Кунду-Лаксманана путем перехода к
переменным бегущей волны. Показано, что си-
стема уравнений не является диссипативной.
Описан алгоритм вычисления старшего ляпунов-
ского показателя исследуемой системы и по нему
рассчитаны старшие ляпуновские показатели для
большого числа различных значений параметра 
при фиксированных параметрах бегущей волны

 и . Несмотря на то, что при некоторых  стар-
ший ляпуновский показатель положителен, на-
личие хаотического поведения в системе не под-
тверждается, так как решение системы по пере-
менной  неограниченно убывает.

Исследование выполнено за счет средств гран-
та Российского научного фонда (проект 18-11-
00209).
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Abstract—The propagation of solitary waves through optical media is described by a variety of nonlinear par-
tial differential equations. In this work, the nonlinear dynamics of dispersive nonlinear waves in polariza-
tion–preserving fibers having Kerr nonlinearity has been described by the Radhakrishnan–Kundu–Laksh-
manan equation. Dimensionless variables are used in the initial equation to study of dynamic processes. The
introduction of the traveling wave variables reduces the equation to the system of two third order ordinary dif-
ferential equations. The divergence is calculated for the normal form vector field of this system. It has been
found that this system of equations is not dissipative. The largest Lyapunov exponents are computed by the
Bennetin algorithm for the different values of one of the model parameters. Despite the presence of a positive
largest Lyapunov exponent for some parameter values, there are no attractors or chaotic dynamical regimes
in this system, since the solution unboundedly decreases in one variable and the initial point in the algorithm
has to be chosen on the attractor.

Keywords: optical solitons, partial differential equations, Lyapunov exponents, chaos
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В работе рассматривается генеративно-дискриминативная модель (GAN) применительно к задаче
анализа текстовых данных, в частности определения пола автора русскоязычного текста. Разрабо-
танный подход относится к классу алгоритмов обучения с частичным привлечением учителя, когда
в процессе настройки модели задействуются множества размеченных и неразмеченных примеров.
GAN модель реализована в виде глубокой нейронной сети, состоящей из полносвязных, рекуррент-
ных и сверточных слоев. Основу генеративной части GAN модели составляет вариационный авто-
енкодер, который кодирует входной пример в пространство скрытых переменных и декодирует из
них в исходное представление. При декодировании используется метка класса входного примера:
известная в случае размеченного множества или определенная классификатором в случае неразме-
ченного. Входными данными для модели являются последовательности векторов главных компо-
нент для морфологических признаков слов. Для обеспечения функции восстановления текстов,
имеющих более 50 слов, используются принципы работы языковых моделей. Дискриминативная
часть настраивается определять, был ли поданный пример сгенерирован автоэнкодером или был
взят из исходного множества. Оценка качества GAN модели производилась на множестве примеров
корпуса текстов блогов LiveJournal. Показано, что применение генеративно-дискриминативной
модели позволяет улучшить качество классификации на 2% в F1 метрике, одновременно снижая в
2–3 раза погрешность при обучении на малом количестве размеченных примеров. Исследованы
различные режимы обучения и вариации топологии GAN модели. Продемонстрированы наиболее
эффективные режимы работы моделей данного типа для задачи классификации текстов.

Ключевые слова: машинное обучение, искусственные нейронные сети, обработка естественного
языка, автоматизированный анализ текстов, генеративно-дискриминативные нейронные сети, ав-
торское профилирование, определение пола автора текста
DOI: 10.1134/S2304487X19060129

1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из развивающихся направлений в со-

здании классификационных моделей, основан-
ных на глубоких нейронных сетях, являются ме-
тоды обучения с частичным привлечением учите-
ля (в лит. Semi-supervised). Это обуславливается
наличием и постоянным ростом в современных
условиях неразмеченных и неструктурированных
данных. В то время как развитие успешных топо-
логий глубоких сетей требует наличия большого
числа размеченных примеров, получение кото-

рых порой затруднительно и связано с дорогосто-
ящим процессом их разметки. Примером класса
подобных задач, где это необходимо, является об-
ласть авторского профилирования, когда требу-
ется автоматическими средствами определить та-
кие признаки автора как пол, возраст и разные
психологические особенности. Процесс размет-
ки при этом состоит в сборе набора текстовых
данных респондентов в условиях, когда можно
точно проверить искомые признаки, что является
трудоемкой задачей. Методы semi-supervised обу-
чения достаточно разнообразны, но идейно сво-
дятся к формированию дополнительного набора
примеров, позволяющего улучшить эффектив-
ность существующей классификационной моде-
ли. Можно выделить 2 основных подхода созда-
ния такого множества: 1) генерация новых при-

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке
РФФИ в рамках научного проекта № 18-29-10084 “мк”.

2 Работа была выполнена с использованием оборудования
центра коллективного пользования “Комплекс моделирова-
ния и обработки данных исследовательских установок мега-
класса” НИЦ “Курчатовский институт”, http://ckp.nrcki.ru/.
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меров, 2) использование примеров из числа
неразмеченных. Для первого применяются мето-
ды генерации текстов на основе специальных то-
пологий нейронных сетей LeakGAN [1], SeqGAN,
RankGAN, RelGAN [2], GPT-2 [3] и других, кото-
рые обладают значительной сложностью и содер-
жат более 100 млн настраиваемых параметров.
Для их обучения необходимы большие массивы
данных, близких по специфике к имеющемуся
размеченному множеству. Менее ресурсоемки
методы второго типа. К ним относятся методы
предварительной автоматической разметки боль-
шого массива данных несколькими независимы-
ми слабыми моделями с последующим выбором
примеров с согласованной оценкой (triragger и др.),
вариационные автоэнкодеры, позволяющие ко-
дировать входные примеры в внутреннее про-
странство и декодировать из него в исходное
представление. Добавление в такую архитектуру
классификатора позволяет учитывать вклад от
неразмеченных примеров в рамках непрерывного
обучения классификационной модели [4] и др.
Их недостатком является возможность работы
только с небольшими размерами текстов, в сред-
нем около 50 слов [5, 6]. На практике для увеличе-
ния размеров анализируемых текстов при ис-
пользовании условного вариационного автоен-
кодера (CVAE) применяются специальные
алгоритмы, такие как: последовательное декоди-
рование вектора документа в вектора предложе-
ний и далее в вектора отдельных слов [7], или по-
дача информации о входной последовательности,
например, предыдущие слова.

В данной работе на примере задачи установле-
ния пола автора текста мы исследуем метод, ос-
нованный на сочетании нескольких подходов в
рамках GAN архитектуры (см. рис. 1).

В качестве генеративной части применяется
архитектура CVAE с включением механизмов

обучения языковых моделей. Дискриминативная
часть в виде сети на базе GRU (General Recurrent
Unit) [8] и полносвязных слоев используется для
бинарной классификации истинности входного
примера. Такая комбинация методов объединяет
оба подхода и дает возможность в рамках единой
модели проводить обучение классификатора с
использованием размеченной и неразмеченной
частей данных. Кроме того, использование мо-
дульной структуры позволяет более детально
контролировать обучение единой модели, за счет
синхронизации настройки ее отдельных компо-
нент.

Далее в разделе 2 изложены основные матема-
тические предпосылки для построения генера-
тивной части модели. В разделе 3 описаны ис-
пользуемые конфигурации составных частей в
рамках единой модели. В разделе 4 представлены
описание данных и экспериментальные резуль-
таты.

2. МЕТОДЫ И ПОДХОДЫ 
(МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ)

2.1. Условный вариационный автоэнкодер
Условный вариационный автоэнкодер (CVAE)

объединяет классификатор и вариационный ав-
тоенкодер, обучаемые совместно. Вариационный
автоэнкодер (VAE) состоит из кодировщика и де-
кодировщика. Первый из них осуществляет про-
цесс отображения входного текста на простран-
ство вещественных векторов, а второй позволяет
осуществить генеративный процесс. В общем
случае такой процесс описывается как:

, где X – это набор при-
меров исходных данных, Z – это скрытые пере-
менные. Скрытые переменные для каждого X
определяются из распределения Q(Z |X). Считает-
ся, что модель автоэнкодера настроена верно, ес-

( ) ( ) ( )=  |
Z

P X P X Z P Z dZ

Рис. 1. Схема генеративно-дискриминативной модели GAN на основе условного вариационного автоэнкодера
(CVAE) для классификации текста. Vectoriser – векторизатор для кодирования текстовых признаков, E кодировщик,
D декодировщик, Cls классификатор, Disc дискриминатор.
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СБОЕВ и др.

ли подобранное распределение Q(Z |X) и реальное
распределение P(Z |X) близки. Критерием близо-
сти этих распределений является дивергенция
Кульбака-Лейблера. Применительно к VAE, зада-
чей кодировщика является представление вход-
ного текста в пространстве скрытых переменных Z,
распределенных по нормальному закону. Таким
образом, кодировщик отражает функцию Q(Z |X, WQ).
WQ – параметры кодировщика.

Задачей декодировщика является восстанов-
ление примера из Z обратно в X, т.е. декодиров-
щик выполняет функцию P(X |Z, WP). WP – пара-
метры декодировщика.

Основным отличием CVAE от VAE является
добавление классификационной модели (класси-
фикатора) в состав генератора таким образом,
чтобы учесть вклад восстановительной ошибки в
процессе обучения классификатора. При этом
функция декодировщика изменяется на P(X |Z, WP, Y),
где Y – метка класса текста, которая зависит от
входного набора примеров: Y известен в случае
размеченного множества, а в случае неразмечен-
ного множества Y определяется классификато-
ром. Таким образом, конфигурация CVAE позво-
ляет использовать для обучения классификатора
неразмеченное множество примеров.

2.2. Генеративно-дискриминативная модель

CVAE в составе генеративно-дискриминатив-
ной модели обеспечивает генеративную функ-
цию в составе единой ГАН модели, а задачей дис-
криминатора является определение того, восста-
новлен ли входной пример генератором (Fake)

или он является реальным текстом из выборки
(Real).

Модель классификатора состоит из двух свер-
точных слоев, обрабатывающих входной текст
как последовательность закодированных слов.
Каждый состоит из 64 нейронов с функцией ак-
тивации ReLU: , обрабатываю-
щих входной массив с окном 4. После каждого
слоя выполняется операция MaxPooling1D с ок-
ном 3. Далее для всего текста формируется один
вектор при помощи операции GlobalMaxPool-
ing1D. Полученный вектор обрабатывается по-
следовательно двумя полносвязными слоями.
Первый содержит 32 нейрона с сигмоидальной
функцией активации: , а вто-
рой – 2 нейрона с функцией активации softmax:

 (где i и k – индексы нейронов
слоя, а x значение их активации) отвечающих за
класс пола автора в решаемой классификацион-
ной задаче.

Конфигурация кодировщика, декодировщика
и дискриминатора основана на рекуррентных
GRU и полносвязных (Dense) слоях (см. рис. 2).

Кодировщик. После обработки входной после-
довательности GRU слоем кодировщика послед-
нее скрытое состояние подается в качестве входа
двум полносвязным слоям для получения векто-
ров средних значений и логарифмов дисперсий
μ(X) и ln(∑(X)). Далее формируется код документа
с использованием функции сэмплирования (sam-
pling): , где  – случай-

=( ) max( ,0)f x x

= + −( ) 1/[1 exp( )]f x x

= ( ) /i kx x
i k

f x e e

= μ +  ε( ) ( )z X X ε ∈ (0;1)N

Рис. 2. Конфигурация Кодировщика, Декодировщика и Дискриминатора в составе единой GAN модели, блок “+”
означает конкатенацию векторов, блок “→” – блок возвращает реальный y, если он задан (часть размеченных
примеров), и предсказанный классификатором y' – в случае использования неразмеченных примеров. ∅ нулевой век-
тор, w1 wn, [words] слова документа, входы сети, word 1-word n выход CVAE и вход для Дискриминатора.

Words Words Words

word 1

word 2

word n

∅w1 GRU GRU
Dense

(32, tanh)

Dense
(32, tanh)

Dense
(1, sigmoid)

GRU

GRU

Real/Fake

GRU

GRU

GRU

GRU

GRU

Sampling = μ(X) + Σ1/2(X) × e

CLS[words]

Dense Dense

w2

wn

w1

+

+

+

+ - concatenation

- if ''y'' for document is known then ''y'' else ''y''

+

wn − 1

(z, y'')

y''

y'

y

Sampling

Encoder Decoder Discriminator

ln(Σ(X))μ(X)

z

→

→



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 1  2020

ГЕНЕРАТИВНО-ДИСКРИМИНАТИВНАЯ НЕЙРОСЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ 53

ный вектор шума выбранный из нормального
распределения.

Полученный код документа z конкатенируется
с эталонной меткой класса yдокумента, если она
известна, в противном случае с выходом класси-
фикатора y''.

Декодировщик. На этапе восстановления при-
мера с использованием декодировщика, получен-
ный вектор  копируется N раз, где N – коли-
чество слов во входном примере. Вход для деко-
дировщика формируется путем добавления
каждой i-й паре  кода i – 1 слова входного
примера, т.е. Xi – 1.

Выходом декодировщика, состоящего из слоя
GRU, является восстановленный входной при-
мер X '.

Дискриминатор. Дискриминатор состоит из
последовательности GRU слоев, двух полносвяз-
ных слоев по 32 нейрона с функцией активации
tanh, и 1 одного полносвязного слоя с одним ней-
роном и функцией активации sigmoid. По актив-
ности нейрона последнего слоя определяется
класс входного примера. Входом для дискрими-
натора является набор примеров, как исходных
из размеченного множества, так и восстановлен-
ных из неразмеченного множества с использова-
нием генеративной части. Предварительно при-
меры конкатенируются с метками классов, взя-
тыми либо из тренировочного набора, либо
полученными из классификатора. Для реализа-
ции и настройки модели используются библиоте-
ки Keras [9] 2.2.4 и Tensorflow [10] 1.12.

2.3. Процесс обучения
Процесс обучения всей модели выполняется

по этапам. На первом этапе учится классифика-
тор на доступном размеченном множестве, обу-
чение производится до 1000 эпох с контролем пе-
реобучения по валидационному множеству с
применением метода раннего останова. При ро-
сте ошибки на валидационном множестве в тече-
нии 30 эпох производится остановка обучения и
загрузка лучших весов.

При обучении классификатора используется
функция потерь категориальная кросс-энтропия
(categorical crossentropy) [11], и оптимизатор Adam
[12] (параметры по умолчанию).

На втором этапе проводится обучение генера-
тивной части: CVAE. В качестве функции потерь
используется комбинация из:

1. функции потерь классификатора (cls_loss),
рассчитываемой на примерах с известной меткой
класса y и предсказанных метках y'. Для расчета
используется функция средней квадратичной
ошибки (MSE): cls_loss = MSE(y, y');

2. дивергенции Кульбака-Лейблера (KL_loss),
рассчитываемого на основе близости распределе-

 ,z y

 ,z y

ния скрытых переменных, полученных после ра-
боты Кодировщика, к нормальному распределе-
нию по формуле:

где k – индекс компоненты вектора Z.
3. функции потерь при декодировании приме-

ров (D_loss), рассчитываемой для всех примеров
функцией MSE: потерь восстановления D_loss =
= MSE(X, X '), где X – набор входных примеров, а
X ' – набор восстановленных примеров.

Для обучения различных компонент CVAE ча-
сти используются комбинации описанных выше
функций. Веса декодировщика изменяются под
действием D_loss, для настройки весов класси-
фикатора используется сумма функций потерь 1
для размеченной части данных и 3 для неразме-
ченной. Для настройки весов кодировщика при-
меняется сумма функций потерь 2 и 3.

При обучении используется контроль пере-
обучения по суммарной функции потерь
CVAE_loss = cls_loss + (KL_loss + D_loss)/2 на ва-
лидационном множестве с ранним остановом,
аналогично классификатору. После раннего
останова производится дообучение классифика-
тора на размеченном множестве (аналогично эта-
пу 1).

На третьем этапе производится обучение всей
модели GAN, которая состоит из генеративной
части на основе CVAE и дискриминативной на
базе GRU слоев. Задача дискриминатора – отли-
чить восстановленные примеры (метка fake) от
оригинальных (метка real) (см. рис. 1). Задача ге-
нератора – научиться генерировать примеры так,
чтобы дискриминатор ошибался. Обучение GAN
длится до 50 эпох, при этом на одно обновление
весов при обучении дискриминатора (режим обу-
чения: “пакетный”) приходится две итерации
обучения генератора. По прошествии 50 эпох
классификатор дообучается на размеченном мно-
жестве с параметрами обучения с этапа 1.

3. ЭКСПЕРИМЕНТЫ
3.1. Корпус размеченных примеров

Корпус содержит 21194 текстов от 2694 авторов
LiveJournal [13]. Блоги отбирались вручную на ос-
нове анализа текстов экспертами и указанных
данных авторов: пола и имени. Для предобработ-
ки текстов, токенизации по словам и отдельным
предложениям, а также для морфологического
разбора использовалась библиотека UDPipe [14].

Для экспериментов была выбрана часть тек-
стов корпуса длиной менее 250 слов (далее кор-
пус). Выбранный корпус содержит 3967 текстов

=

=

= − + Σ − μ − Σ
256

2

1

KL_loss

0.5 [1 ln( ( ) ) ( ) ( ) ],k k k
k

X X X
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от 1872 авторов LiveJournal, средняя длина текста:
13 предложений, 214 слов. Соотношение текстов
от авторов разного пола: 1429 от женщин и 2538 от
мужчин.

3.2. Кодирование текстов
Метка класса текста, т.е. пола автора, пред-

ставляется в виде унитарного кода [1, 0] – женщи-
ны, [0, 1] – мужчины. Последовательности слов в
текстах кодируется только комбинацией морфо-
логических признаков (тегов) без учета слово-
форм и лемм для создания контекстно-независи-
мой модели классификатора.

Для корректной работы генеративной части
GAN модели необходимо представить вектора
признаков слов в непрерывном пространстве.
Для этого набор морфологических тэгов кодиру-
ется бинарно, размерность вектора равна всем
встречающимся значениям морфологических
признаков в тренировочном множестве. Если
признак присутствует в векторе морфологиче-
ских признаков, то в позиции, соответствующей
этому признаку в векторе, ставится 1, если нет – 0.
Далее для перехода к непрерывному простран-
ству из бинарного производится преобразование
полученных бинарных векторов методом главных
компонент [15] до 32 главных компонент. Вектор
главных компонент используется в качестве вход-
ных данных для GAN модели.

3.3. Разделение корпуса на подмножества
Для экспериментов проводилась балансиров-

ка корпуса по классам путем удаления текстов бо-
лее представительного класса. После балансиров-
ки проводилось разбиение на несколько мно-
жеств:

• размеченное (тренировочное) – содержит
метки пола для документа;

• неразмеченное содержит тексты без указа-
ния пола автора;

• валидационное содержит тексты с указани-
ем пола автора и используется для раннего оста-
нова;

• тестовое содержит метки пола и использует-
ся для оценки точности модели на разных этапах
обучения.

Разбиение на размеченное, неразмеченное,
валидационное и тестовые множества делалось
по текстам без учета идентификатора автора тек-
ста. Во всех экспериментах на выбранном корпу-
се примеров размер валидационного и тестового
множеств равен 448 и 544, соответственно. Раз-
меры размеченного множества изменялись в за-
висимости от эксперимента. Для тренировочного
множества использовались 3 набора по 128, 224,
416 текстов.

Неразмеченное множество выбиралось исходя
из предположения, что оно должно отражать ге-
неральную совокупность для текущей задачи.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Предварительно был проведен ряд экспери-
ментов для составления неразмеченного множе-
ства примеров. Для этого были построены графи-
ки зависимости точности классификатора от раз-
мера тренировочных данных для двух случаев. На
рис. 3 показаны результаты экспериментов при
выборе примеров для тестировочной, валидаци-
онной и тренировочной частей случайно. На экс-
периментах, результаты которых отражены на
рис. 4, наборы данных для тестирования и вали-
дации фиксировались, а к тренировочному мно-
жеству постепенно добавлялись новые данные
примеры. На каждый размер обучающего набора

Рис. 3. Зависимость точности классификатора от количества размеченных данных при выборе случайных наборов
примеров для обучения, валидации и тестирования.
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было проведено по 5 запусков для усреднения ре-
зультатов и оценки отклонения от среднего.

В результате установлено, что точность реше-
ния классификационной задачи не увеличивает-
ся при использовании набора тренировочных
примеров размером более 1000 текстов. Таким об-
разом, подмножество такого объема достаточно
для описания задачи и будет использоваться для
проведения дальнейших экспериментов в каче-
стве неразмеченного множества.

На рис. 5 показана точность классификатора
после различных этапов обучения GAN модели и
в зависимости от размера тренировочного мно-
жества. При этом состав и размеры валидацион-
ного и тестового множеств не изменялись, а
состав тренировочного изменялся от запуска к
запуску случайно. Каждый эксперимент для за-
данного размера тренировочного множества за-
пускался 30 раз.

Из графика следует, что обучение классифика-
тора в составе генеративной части на базе CVAE
повышает среднюю точность классификатора на
2%. Более значимым является эффект уменьше-
ния разброса в результатах при множественных
запусках (кросс валидации). Как следует из рис. 4,
стандартное отклонение при маленьких трениро-
вочных выборках высокое и составляет порядка
5–6%. В то время как использование обучения на
неразмеченном множестве снижает этот разброс
в 2–3 раза и делает его приемлемым. Использова-
ние дискриминатора также позволяет улучшить
точность классификатора после обучения CVAE
при небольшом наборе тренировочных приме-
ров. Это подтверждает рис. 5, где показаны
точности настройки сети с усреднением по не-
скольким запускам обучения на независимых раз-
биениях по всей совокупности размеченных при-
меров, а также с фиксированными валидацион-
ным и тестировочным множествами.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты проведенных экспериментов пока-
зывают, что при небольших размерах размечен-
ных текстовых выборок при наличии достаточ-
ной небольшой выборки можно получать, с од-
ной стороны, более точные результаты, а с другой
стороны, с меньшей погрешностью. В плане про-

Рис. 4. Зависимость точности классификатора от количества размеченных данных при зафиксированных валидаци-
онном и тестировочном множествах и с постепенным увеличением тренировочного набора.
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Рис. 5. Результаты обучения классификатора и дообу-
чения с CVAE и GAN при зафиксированных тесто-
вом, валидационном и неразмеченном наборах.
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ведения дальнейших работ надо отметить, что
требует исследования оптимальность выбора в
качестве распределения латентных признаков для
текстовых задач нормального распределения.
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Abstract—The paper considers the generative-discriminative model (GAN) as applied to the task of analyzing
text data, in particular, determining the gender of the author of a Russian-language text. The approach devel-
oped belongs to semi-supervised learning algorithms, when both labeled and unlabeled samples are involved
in the model fitting process. The GAN model is implemented as a deep neural network consisting of fully
connected, recurrent and convolution layers. The basis of the generative part of the GAN model is a varia-
tional auto-encoder, which encodes the input sample into the space of hidden variables and then decodes the
latter into the original representation. When decoding, the class label of the input example is used, known in
the case of the labeled set or predicted by the classifier for unlabeled samples. The input for the model is a
sequence of words, each encoded by a vector of the principal components of its morphological features. To
provide the function of recovering texts with more than 50 words, the principles of the work of language mod-
els are used. The discriminant part is configured to determine whether a given sample was generated by an
auto-encoder or taken from the original set. Quality assessment of the GAN model was carried out on a set
of texts from LiveJournal blogs. It is shown that the use of the generative-discriminative model allows to im-
prove the quality of classification by 2% in the F1 metric, while reducing the standard deviation by 2–3 times
when learning on a small number of labeled examples. Various modes of training and variations in the topol-

3 The reported study was funded by RFBR according to the research project № 18-29-10084 “мк”
4 This work has been carried out using computing resources of the federal collective usage center Complex for Simulation and Data Pro-

cessing for Mega-science Facilities at NRC “Kurchatov Institute”, http://ckp.nrcki.ru/.
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ogy of the GAN model are investigated, and the most effective modes of operation of models of this type for
the task of classifying texts are demonstrated.
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В данной работе выполнена проверка адекватности восстановления полюсных фигур (ПФ) по ре-
зультатам EBSD (Electron Back Scattering Diffraction) эксперимента с помощью новой методики
оценки близости двух ПФ. Данный метод основан на аналоге критерия Колмогорова–Смирнова на
сфере S2 и учитывает вероятностную природу ПФ, а также предлагает количественную меру близо-
сти сравниваемых ПФ. В данном исследовании выбранный метод был предложен для количествен-
ного сравнения ПФ, вычисленной по результатам EBSD эксперимента, с ПФ исследуемого поли-
кристаллического образца с целью оценки влияния выбранных значений параметров EBSD экспе-
римента на распределение, порождающее ПФ. Подобное сравнение становится возможным
благодаря математическому моделированию поликристаллического образца и EBSD эксперимента
по его исследованию. Представлен расчет новой метрики близости ПФ образца и ПФ, полученной
в результате модельных EBSD измерений при варьировании параметров эксперимента: шага скани-
рования и порогового угла разориентации. Для сравнения приведены аналогичные результаты вы-
числения RP-фактора, широко используемого для оценки различий между двумя ПФ. Обе метрики
были применены для изучения влияния параметра остроты текстуры образца на результат EBSD
эксперимента при различных значениях шага сканирования и порогового угла разориентации.

Ключевые слова: EBSD, шаг сканирования, пороговый угол разориентации, поликристалл, матема-
тическое моделирование, полюсные фигуры, RP-фактор, критерий Колмогорова–Смирнова, коли-
чественный текстурный анализ
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ВВЕДЕНИЕ

Параметры эксперимента EBSD (Electron Back
Scattering Diffraction), шаг сканирования и поро-
говый угол разориентации имеют большое значе-
ние для получения достоверных результатов
EBSD эксперимента [1–4]. Однако эксперимен-
тальный характер исследований материалов с по-
мощью EBSD метода не позволяет сравнить ре-
зультаты эксперимента с оригинальными харак-
теристиками образца для настройки параметров
измерений [5, 6]. Подобное исследование стано-
вится возможным с помощью математического
моделирования образца и EBSD эксперимента.
Ранее авторами была предложена модель поверх-
ности поликристаллического образца и экспери-
мента по измерению ориентаций зерен на данной
поверхности методом EBSD [7, 8], которая в по-
следствии была модифицирована за счет усовер-
шенствования модели зеренной структуры [8].
Для оценки адекватности выбора значений пара-

метров EBSD эксперимента сравниваются тек-
стурные и структурные характеристики, вычис-
ленные по результатам модельного эксперимента, с
соответствующими характеристиками модельного
образца, которые считаются эталонными.

Наиболее полной характеристикой текстуры
является функция распределения ориентаций
(ФРО) [10]. Традиционно для исследования тек-
стуры экспериментально измеряются лишь инте-
гральные проекции ФРО – полюсные фигуры
(ПФ), отвечающие определенному кристаллогра-
фическому направлению [11–13]. ПФ является
удобной для визуального анализа характеристи-
кой материала (изображается в виде линий уров-
ня полюсной плотности на единичной сфере S2).
Для сравнения двух ПФ в количественном тек-
стурном анализе наиболее часто используется
RP-фактор, предложенный в работе [14], чтобы
характеризовать сходство измеренных и рассчи-
танных ПФ. Однако, данная метрика для сравне-
ния текстур может применяться только к кон-
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кретным ПФ и не позволяет сделать какие-либо
выводы о порождающих распределениях. В рабо-
те [15] предложена мера KSP сравнения двух ПФ,
основанная на аналоге критерия Колмогорова–
Смирнова [16, 17] для сферы S2. Данная метрика
делает возможным статистически значимое срав-
нения ПФ для разных образцов.

В данном исследовании было предложено ис-
пользовать метрику KSP для количественного
сравнения ПФ, вычисленной по результатам мо-
дельных измерений, с ПФ исследуемого модель-
ного образца с целью оценки влияния выбранных
значений параметра EBSD эксперимента на рас-
пределение, порождающее ПФ. Для моделирова-
ния поверхности образца поликристалла и даль-
нейшего EBSD эксперимента использована мо-
дель, предложенная в работе [9]. С помощью
метрики KSP оценено влияние остроты текстуры
исследуемого образца на восстановление ПФ по
набору EBSD измерений при варьировании пара-
метров эксперимента. Результат представлен в
виде графика зависимости значения KSP от пара-
метра остроты текстуры. Для сравнения анало-
гичные вычисления проведены для RP-фактора.

МЕТОДЫ
Описание моделей поликристаллического образца 

и EBSD эксперимента

Модельный поликристалл рассматривается
как статистический объект , состоящий из N зе-
рен:

(1)

Так определенный вектор U рассматривается
как модель сечения отдельного зерна на поверх-

S

= = … = ω ϕ θ ψ δ{ ,  1, , },   [ , , , ( , , ), ].i i N x c gS U U

ности образца. В U плоское сечение зерна опреде-
ляется как повернутый эллипс по аналогии с
реальным экспериментом, проводимым с ис-
пользованием программного обеспечения HKL
CHANNEL 5 (Oxford Instruments, Великобрита-
ния) [18] и сканирующего электронного микро-
скопа EVO 50 XVP SEM (ZEISS, Германия), рис. 1.
Размер сечения x рассчитывается также как диа-
метр круга, равного по площади эллипсу. При
этом последующие модельные EBSD измерения
выполняются вдоль хорд c эллипсов, аппрокси-
мирующих сечения зерен (рис. 2б, 2в). Размеры
зерен x моделируются с помощью метода Ней-
мана как случайные величины, подчиняющиеся
Г-распределению Г(2,1), средний размер зерна 
равен 2.0 мкм [7, 8].

Границы зерен δ определены как случайные
величины, равномерно распределенные в интер-
вале , так что общий размер границ со-
ставляет 10% от размера всех зерен.

Моделирование ориентаций зерен выполнено
с помощью специализированного метода Монте-
Карло для ФРО в форме центрального нормаль-
ного распределения (ЦНР) [19, 20]:

(2)

где , ; χl =

 – характеры представлений груп-

пы вращений SO(3);  – инвариантная

мера, ε – параметр остроты текстуры. При ε → 0

x

[0, 2 /10)x

∞

=
= + − + ε χ

π
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2
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Рис. 1. EBSD карта образца стали, на которой зерна
аппроксимированы эллипсами.

10 мкм

Рис. 2. Схема модельного образца (a) и модели сече-
ния отдельного зерна в виде эллипса (б).
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текстура поликристаллического образца стремит-
ся к текстуре монокристалла; ε = 1 соответствует
равномерному распределению зерен по ориента-
циям.

В формулах (1) ω обозначают углы разориента-
ций между двумя соседними зернами [19].

Определим оператор , моделирую-
щий результат EBSD исследования образца  с
параметрами , где  – шаг ска-
нирования по модельной поверхности образца,

 – пороговый угол разориентации.
Предполагается, что сканирование ориентаций
выполняется вдоль хорд эллипсов. Хорда эллипса
вычисляется как

(3)

где x – это диаметр круга, равный по площади
данному эллипсу, α – угол поворота эллипса, k =
= a/b (см. рис. 2б). Предложенная модель с зерна-
ми в форме эллипсов представляется более досто-
верной, согласно процедуре обработки данных в
реальном EBSD эксперименте (рис. 1).

Результаты модельных EBSD измерений об-
разца  могут быть представлены в виде

(4)

Метрики для количественной оценки близости 
ПФ образца и EBSD измерений

ПФ называется графическое изображение
функции , заданной на единичной сфере

 [21]. В отличие от ФРО, которая
аналитически описывает кристаллографическую
текстуру во всем объеме исследуемого образца,
ПФ предоставляют информацию о простран-
ственном распределении кристаллографических
направлений h и являются проекциями ФРО на
эти направления.

Для расчета значений ПФ по выборке ориен-
тировок gi, i = 1, …, N в данной работе использова-
лась статистическая оценка ПФ с ядром в виде
ЦНР [22]

(5)

где α – параметр ядра сглаживания (выступаю-
щий параметром регуляризации), Pl – полиномы

Φ ω0( , , )hS
S
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Лежандра,  – элемент с индексом

3 × 3 матрицы вращения , ,

,  – веса, одинако-

вые для всех зерен. Суммирование ведется только
по четным l.

Как видно из выражения (5), ПФ является
функцией двух переменных {η, χ}, описывающих
точку на единичной сфере. Между тем, критерий
Колмогорова–Смирнова применим для распре-
делений, являющихся функциями одной пере-
менной.

Для представления ПФ в виде функции одного
переменного ее значения вычислялись в точках
спирали на сфере. При этом точки спирали фор-
мировали на поверхности сферы разбиение Воро-
ного, являясь при этом центрами ячеек разбие-
ния. Таким образом, точки спирали делят еди-
ничную сферу на равные по площади части (рис. 3).
Методика построения спирали описана в [23]. Та-
ким образом, формировалась выборка из значе-
ний ПФ в точках спирали: , где ti, i = 1, …,
n – точки спирали.

Для сравнения двух ПФ: , 
с точки зрения близости функций распределения,
которыми они порождаются, вычислялось значе-
ние статистики критерия Колмогорова–Смирно-
ва [24]:

(6)

где F1(t), F2(t) – эмпирические функции распре-
деления.

− −
�

1 1 (3,3)y ig g gh
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Рис. 3. Стереографическая проекция точек спирали,
n = 600.
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Вероятность, что  отно-
сятся к одному и тому же распределению, вычис-
ляется по формуле

(7)

Для численной реализации вычисления значе-
ний KSP был использован алгоритм, описанный в
[25]. Если значение, полученное по формуле (7),
оказывается меньше уровня значимости, то нуле-
вая гипотеза о совпадении 
отвергается.

В данном исследовании  соответ-
ствует ПФ модельного образца,  – ПФ,
восстановленная по EBSD измерениям модель-
ного образца. Обозначим их  и

 соответственно.

Для сравнения также был выполнен расчет
RP-фактора [14], вычисляемого по формуле:

(8)

где суммирование ведется по всем точкам спира-
ли {ti}, i = 1, …, n' на сфере S2, в которых выполне-

но условие , n' – общее количество
таких точек. Введение параметра обусловлено об-
резанием значений полюсной плотности ниже
заданного уровня, так как наибольшие погреш-
ности возникают именно для малых значений по-
люсной плотности вследствие недостаточной
статистики зерен.
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РЕЗУЛЬТАТЫ
С помощью метрики KSP оценено влияние

остроты текстуры исследуемого модельного об-
разца на восстановление ПФ{001} по EBSD изме-
рениям при варьировании параметров экспери-
мента. Результаты представлены в виде графиков
зависимостей значений KSP от параметра остро-
ты текстуры ε (рис. 4a). Для сравнения приведена
также аналогичная зависимость RP-фактора от
параметра остроты текстуры образца.

Начнем обсуждение с графика RP-фактора,
т.к. данная метрика наиболее распространена при
сравнении ПФ. Но прежде заметим, что ω0 осо-
бенно значим для сильнотекстурированных об-
разцов, для которых данный параметр следует за-
давать не более 10°, и чем сильнее текстура, тем
меньшее ω0 следует выбирать [8]. Это обусловле-
но тем, что чем сильнее текстура, тем меньше уг-
лы разориентации между соседними зернами, т.к.
зерна имеют преимущественную ориентацию.
Следовательно, меньший пороговый угол разо-
риентации позволяет точнее разделять точки ска-
нирования на поверхности образца на зерна и
определять границы зерен для построения карты
поверхности образца, пример которой представ-
лен на рис. 1. При ослаблении остроты текстуры в
образце углы разориентации на границах зерен
увеличиваются и становятся различимы в EBSD
эксперименте даже с большим значением ω0, на-
пример 20°. Данные рассуждения согласуются с
полученным графиком RP-фактора (рис. 4б): при
острых текстурах, ε < 2–4, наиболее низкая по-
грешность вычисления ПФ по EBSD измерениям
получается при ω0 = 5°. В интервале текстур 2–4 ≤
≤ ε ≤ 2-1 значения ω0 = 5°, 10° приводят к близким
результатам. Это значит, что при 2–4 ≤ ε текстура
стала менее острой, и допускает использование в

Рис. 4. Зависимость метрик близости ПФ образца и модельных измерений при выбранном наборе параметров EBSD
эксперимента: (а) KSP, (б) RP-фактор, – от параметра остроты текстуры ε в исследуемом модельном образце.
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качестве порогового угла разориентации ω0 = 10°.
В интервале текстур 2–1 ≤ ε образец является слабо
текстурированным, и использование ω0 = 20° ста-
новится приемлемо, на что указывают близкие
значения RP-фактора при все трех рассматривае-
мых значениях ω0.

По графику RP-фактора видно, что чем мень-
ше шаг сканирования, тем больше погрешность
вычисления ПФ по EBSD измерениям (при под-
ходящем выборе ω0, описанном выше). Неустой-
чивость вычисления ПФ от шага сканирования
упоминалась также в работе [8]. Подобное наблю-
дение, полученное с помощью моделирования
EBSD измерений, согласуется с эксперименталь-
ными результатами, представленными в работах
[25, 26]. В работе [26], чем меньше шаг, тем веро-
ятнее попадание узла сетки сканирования вблизи
границы и искажение величины напряжения. В [27]
авторы делают вывод, что сравнение результатов
рентгеновского и EBSD методов показало, что
малый шаг измерения не нужен для получения
компонент макротекстуры.

Мера близости ПФ KSP дает дополнительную
информацию при сравнении ПФ образца и ре-
зультатов эксперимента. Полученный график
KSP (рис. 4а) показывает, что вероятность сохра-
нения вида распределения, порождающего ПФ
образца, в ходе EBSD измерений снижается, если
выбирать большой пороговый угол разориента-
ции ω0 = 20°. При этом данное наблюдение при
всех рассматриваемых значениях шага имеет ме-
сто при ε = 2–3. Однако в отличие от RP-фактора,
KSP указывает на то, что для образцов очень
сильной текстурой ε ≤ 2–4, выбор параметров су-
щественно не влияет на вид распределения, т.е.
распределение, порождающее ПФ образца, устой-
чиво к выбору параметров эксперимента при вос-
становлении ПФ по EBSD измерениям. Кроме
этого, для слабых текстур KSP-метрика также
предоставляет дополнительную информацию о
вычисленной по измерениям ПФ в дополнении в
той, что получена с помощью RP-фактора. При
ослаблении текстуры образца (2–2 < ε) на сохране-
ние вида порождающего распределения начинает
оказывать шаг сканирования:

– если шаг сканирования равен среднему раз-
меру зерна или половине от него, то независимо
от выбора значения порогового угла разориента-
ции вероятность совпадения порождающих рас-
пределений ПФ образца и ПФ измерений близка
к 100%;

– выбор шага равным h = 0.5 мкм приводит к
существенному снижению вероятности того, что
ПФ образца и измерений принадлежат одному
распределению, т.е. измерения существенно ис-
кажают картину текстуры. Самое сильное иска-

жение результатов измерений происходит, если
при этом выбрать ω0 = 20°.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведено исследование влияния

остроты текстуры поликристаллического образца
на результат EBSD эксперимента. В качестве ре-
зультата эксперимента были рассчитаны ПФ{001}
с помощью статистической ядерной оценки по
набору зерен. Благодаря моделированию иссле-
дуемой поверхности поликристаллического об-
разца и дальнейших EBSD измерений ориента-
ций на данной поверхности, было выполнено
сравнение ПФ, вычисленных по результатам мо-
дельного эксперимента, проведенного с различ-
ными значениями параметров измерений, с ис-
тинной ПФ исследуемого образца. В качестве
метрик сравнения ПФ были использованы RP-
фактор и KSP-метрика, как характеристики бли-
зости ПФ, дополняющие друг друга.

Было получено, что обе метрики показали
преобладающую важность шага сканирования
при EBSD исследовании слаботекстурированных
образцов, и порогового угла разориентации для
образцов сильных текстур. Однако поведение
метрик от выбранных параметров носит несколь-
ко разный характер. KSP-метрика позволила за-
метить, что независимо от текстуры, если зада-
вать шаг сканирования, не менее половины
среднего размера зерна, и пороговый угол разо-
риентации не больше 10°, то это позволяет сохра-
нить вид порождающего ПФ распределения при
восстановлении ПФ по EBSD измерениям. RP-
фактор, оценивающий различие двух конкретных
ПФ, оказался более чувствителен к выбору пара-
метров эксперимента при различной остроте тек-
стуры образца, особенно к пороговому углу разо-
риентации. Совместное использование обеих
метрик предоставляет более полную картину вли-
яния параметров эксперимента на результат вос-
становления ПФ как с точки зрения точности вы-
числения ПФ, так и со стороны сохранения вида
порождающего распределения.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 18-31-00036.
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Abstract—The adequacy of the reconstruction of pole figures (PFs) from the results of the electron backscat-
ter diffraction (EBSD) experiment has been verified using a new technique for estimating the similarity of two
PFs. This method is based on an analog of the Kolmogorov–Smirnov criterion on the S2 sphere and takes
into account the probabilistic nature of PFs. This method also proposes a quantitative similarity measure for
the compared PFs. In this study, this method is utilized to quantitatively compare the PF reconstructed from
the results of the EBSD experiment to the PF of a polycrystalline sample in order to estimate the effect of the
selected values of the EBSD experiment parameters on the underlying distribution. Such a comparison be-
comes possible by mathematical modeling of a polycrystalline sample and a subsequent EBSD experiment.
A new similarity measure between the sample PF and the PF obtained from the result of model EBSD mea-
surements under the variation of the experimental parameters, namely, the scanning step and tolerance angle,
has been calculated. The results have been compared to similar results for the RP factor widely used to esti-
mate the differences between two PFs. Both metrics are utilized to study the effect of the texture sharpness
parameter of the polycrystalline sample on the results of the EBSD experiment with various scanning steps
and tolerance angles.

Keywords: EBSD, scanning step, tolerance angle, polycrystall, mathematical modelling, pole figures, RP-
factor, Kolmogorov–Smirnov test, quantitative texture analysis
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Важной составляющей виртуализационного инструментария является статистическая составляю-
щая для решения следующих задач: идентификации статистических моделей по результатам квали-
фикационных испытаний, параметризации критериальных моделей для проведения прогнозирова-
ния в рамках виртуальной квалификации, синтеза регрессионных моделей, статистического анали-
за их адекватности и последовательной оптимизации в ходе факторного планирования. При этом
линейность регрессионной модели позволяет осуществить контроль значимости факторов и полно-
ты их системы с использованием традиционных статистических методов, а также оптимизацию па-
раметров с помощью методов линейного программирования.
В ходе идентификации измерений характеристик нефтепродуктов показана ненормальность рас-
пределений их погрешности. Для построения рациональных алгоритмов обработки этих измерений
был синтезирован ряд альтернативных аппроксимаций. Для аппроксимации бимодального распре-
деления плотности использована сумма различающихся нормальных, а для аппроксимации одно-
модальных распределений прочих характеристик – аппроксимация по Вейбуллу. Параметризация
построенных распределений осуществлялась методом моментов, что обеспечило удовлетворитель-
ность построенных аппроксимаций. Для оценки воспроизводимости результатов виртуальной ква-
лификации были построены аналитические распределения статистики Кохрейна на базе F-распре-
деления Фишера и статистики Граббса на базе Т -распределения Стьюдента. Показано, что предва-
рительная нормализация позволяет избежать необоснованного заключения о неоднородности
исследуемых выборок и тем самым снижает вероятность ошибки первого рода при принятии реше-
ния о воспроизводимости результатов квалификационного эксперимента. Параметризацию крите-
риальной модели по результатам квалификационных испытаний предложено проводить по резуль-
татам прогнозирования эффекта в экстремальных условиях, что позволяет сформировать гаранти-
рованные квалификационные нормативы. Предварительный выбор этих условий предложено
осуществлять методом последовательных приближений в рамках процедуры факторного анализа.
Разработанная методика синтеза широкого класса критериев подобия базируется на интерпретации
логарифма критерия подобия как линейной формы от логарифмов, трактуемых как независимые
факторы. Оценка коэффициентов указанной формы – нагрузок факторов – осуществляется с ис-
пользованием факторного анализа. Разработан также интуитивный метод ранжирования факторов
в рамках линейно-регрессионной модели с использованием насыщенных планов и последующем
отсеивании наименее нагруженных факторов. Его основным преимуществом является использова-
ние при анализе только нефиктивных факторов, а основным же недостатком – отсутствие регуляр-
ной методики установления порогов значимости.

Ключевые слова: инструментарий, идентификация, параметризация, критериальная модель, про-
гнозирование, регрессионная модель, факторное планирование, линейное программирование, би-
модальное распределение, аппроксимация, статистика Кохрейна, статистика Граббса, квалифика-
ционные нормативы, критерий подобия, число подобия, фиктивный фактор, значимость, ранжи-
рование
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Основой для проведения виртуализации слу-
жит виртуализационный инструментарий, вклю-
чающий семейства базовых функциональных
средств и базовых математических моделей [1].
Функциональные средства обычно используются
для синтеза или симуляции программного обес-

печения различного назначения, включая обра-
ботку результатов квалификационных испыта-
ний. Базовые модели используются для тестиро-
вания программного обеспечения, синтеза
идентификационных моделей для модельно-ори-
ентированных систем управления, а также алго-
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ритмов обработки результатов квалификацион-
ных испытаний.

Важной составляющей виртуализационного
инструментария, приведенного на рис. 1, являет-
ся статистическая составляющая для решения
следующих задач: идентификации статистиче-
ских моделей по результатам квалификационных
испытаний, параметризации критериальных мо-
делей для проведения прогнозирования в рамках
виртуальной квалификации, синтеза регрессион-
ных моделей, статистического анализа их адек-
ватности и последовательной оптимизации в ходе
факторного планирования. Регрессионная мо-
дель в составе инструментария, калибруемая по
результатам квалификационных испытаний, ис-
пользуется для планирования квалификацион-
ных экспериментов. Как правило, это планирова-
ние базируется на использовании насыщенных
планов и предоставляет следующие возможности:

• исследовать значимость и полноту системы
введенных факторов;

• осуществить последовательную оптимиза-
цию параметров, соответствующих значимым
факторам, в ходе квалификационных испытаний;

• осуществить прогнозирование результатов
квалификационных испытаний с использовани-
ем откалиброванной регрессионной модели.
При этом линейность используемой регрессион-
ной модели позволяет осуществить контроль зна-
чимости факторов и полноты их системы с ис-
пользованием традиционных статистических ме-
тодов, а оптимизацию параметров с помощью
методов линейного программирования.

Статистический анализ адекватности регрес-
сионной модели предполагает использование ря-
да статистических критериев. В работе [2] прове-
дено усовершенствование методов Кохрейна и
Граббса, обеспечивающее их робастность и бази-
рующееся на предварительной нормализации ис-
следуемой выборки с помощью соответствующе-
го преобразования Смирнова. Показано, что раз-
работанная процедура обеспечения робастности
снижает вероятность ошибки первого рода при

Рис. 1. Виртуализационный инструментарий.
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принятии решения о воспроизводимости резуль-
татов квалификационного эксперимента.

Распределение статистики Кохрейна на базе
F-распределения Фишера и статистики Граббса
на базе T-распределения Стьюдента построены из
следующих соображений. По нормализованным
выборкам отношений Стьюдента рассчитывают-
ся дисперсии, которые затем анализируются по
критерию Кохрейна [2]. Решающая статистика
Кохрейна представляет собой отношение макси-
мальной частной дисперсии  и суммы част-

ных дисперсий  отношений Стьюден-
та. Здесь l – число выборок измерений, по кото-
рым рассчитываются частные дисперсии для
дробей Стьюдента. Каждая из них представляет
собой несмещенную выборочную оценку вида:

которая может быть преобразована следующим
образом:

В предположении о нормальности распределе-
ния числитель в Сi распределен по χ2 со степенью
свободы np – 1, а знаменатель представляет собой
сумму l величин с таким распределением, и сле-
довательно, распределен по χ2 со степенью свобо-
ды l(np – 1). Отсюда следует, что статистика

 имеет F-распределение

Фишера со степенями свободы np – 1 и l(np – 1).
Cтатистика Кохрейна принимает, таким образом,

вид , где .

Аналогичным образом строится критерий
Граббса для нормализованных отношений Стью-
дента. Эти отношения образуют вариационный
ряд ξ1, …, ξp, решающими статистиками в кото-
ром являются минимальное и максимальное от-
ношения Стьюдента: Gmin = ξ1, Gmax = ξp. В случае
нормальности выборки отношения Стьюдента
распределены по Стьюденту, а порядковые стати-
стики Gmin и Gmax имеют распределения вида

 и , где  – распределение
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Стьюдента с n – 1 степенью свободы. Решение об
отсутствии воспроизводимости принимается,
если выполняется условие  или

, где P – заданная доверительная ве-
роятность. В противном случае считается, что из-
мерения воспроизводимы.

Эквивалентным критерию Граббса является
критерий Хокинса, решающая статистика кото-
рого H связана со статистиками Gmax, Gmin соотно-
шением:

С учетом того, что H является порядковой стати-
стикой, ее распределение в предположении о
нормальности генеральной совокупности изме-
рений имеет вид . Соответствующее
решающее правило при этом таково: принимает-
ся решение об отсутствии воспроизводимости из-
мерений, если , и об их воспро-
изводимости в противном случае.

Важной составляющей межлабораторных из-
мерений характеристик нефтепродуктов является
идентификация распределения их погрешности,
определяющего методику дальнейшей обработки
измерений. В статье [3] проведен анализ распре-
деления этих погрешностей, включая измерения
плотности, вязкости при температурах 20°С и
100°C, а также температур отгона и вспышки.
Анализ погрешностей измерений этих характери-
стик, проведенный методом χ2, показал, что ис-
пользуемое обычно предположение о нормально-
сти этого распределения представляется неоснова-
тельным. В этих условиях возникает необходимость
провести идентификацию указанного закона рас-
пределения и на этой основе разработать алгоритм
рациональной обработки измерений. Решению
первой части этой задачи посвящена работа [4], в
которой исследуются возможные аппроксимации
распределения погрешности измерений.

Рассмотрим некоторые методы построения
аппроксимирующих распределений и их пара-
метризации. Исходным пунктом построения ап-
проксимирующего распределения погрешности
измерения плотности являлось построение ча-
стотной гистограммы указанной погрешности,
отображенной на рис. 2. Она явно указывает на
бимодальный характер распределения погрешно-
сти соответствующих измерений. Для аппрокси-
мации этого распределения предложено исполь-
зовать распределение вида:

(1)
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Соответствующее интегральное распределе-
ние представляется при этом в форме:

(2)

Мы видим, что аппроксимирующее распреде-
ление включает следующие параметры:

– m1, m2 – математические ожидания составля-
ющих распределения;

 – σ1, σ2 – СКО составляющих распределения.
Для оценки этих параметров предлагается ис-

пользовать метод моментов. Он позволяет полу-
чить для них следующую систему алгебраических
уравнений:

(3)

Здесь A и E – выборочные асимметрия и эксцесс
для выборки погрешностей измерений. Решение
построенной системы уравнений осуществлялось
методом перебора по параметру m1 в диапазо-
не (0, m). Значение m2 находилось для данного m1

из первого уравнения системы (3),  – из второго
по заданному m1 и рассчитанному m2, а  – из
четвертого уравнения, которое при заданном m1 и

рассчитанных m2,  представляет собой квадрат-

ное уравнение относительно . В ходе варьиро-
вания параметр m1 подбирался так, что бы обес-
печить минимальные отклонения вычисленных
параметров от выборочных. Результатом прове-
денного таким образом расчета явились следую-
щие значения параметров:

Подставляя эти значения в (1) и (2), получаем
аппроксимирующие распределения погрешности
измерений плотности. Результат сравнения инте-
грального аппроксимирующего распределения с
выборочным приведен на рис. 2 и указывает на
качественно удовлетворительную аппроксима-
цию распределения указанной погрешности.
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Частотные гистограммы для стандартизиро-
ванной погрешности измерений прочих характе-
ристик нефтепродуктов – вязкости при темпера-
турах 20°С и 100°С, а также температур отгона и
вспышки – приведены на рис. 3 и указывают на
унимодальный характер распределений погреш-
ности их измерений. В качестве возможных ап-
проксимаций этих распределений в работе [4]
рассматривались наряду с нормальной аппрокси-
мации по Пирсону и Вейбуллу, а также логнор-
мальная. Параметризация этих распределений
также осуществлялась методом моментов. Прове-
денный сравнительный анализ построенных ап-
проксимаций унимодальных распределений по-
грешности показывает, что наилучшей по точности
является аппроксимация по Вейбуллу. Сравнение
полученных распределений погрешности с бимо-
дальной аппроксимацией для погрешности измере-
ния плотности и вейбулловской аппроксимацией
для погрешности измерения прочих характери-
стик указывает на удовлетворительность исполь-
зуемых аппроксимаций.

Модифицированный алгоритм контроля вос-
производимости межлабораторных измерений
базируется на выравнивании последних путем
перехода к дробям Стьюдента, что позволяет осу-
ществлять контроль воспроизводимости по изме-
рениям изменяющихся величин [5]. Однако в
случае нормальной выборки измерений распре-
деление дробей Стьюдента оказывается стандарт-
ным и не может быть использовано для контроля
воспроизводимости. Поэтому отношение Стью-

дента целесообразно определить в виде ,

где s(m) – аппроксимация зависимости СКО от
математического ожидания. При этом трансфор-
мация измерений в отношения Стьюдента преду-
сматривает предварительный расчет математиче-
ских ожиданий и СКО, соответствующие разным
уровням. По ним строится функция s(m) линей-
ной регрессии, которая совместно с расчетными
математическими ожиданиями используется для
построения дробей (отношений) Стьюдента.

Дальнейшие статистические выводы опирают-
ся на анализ построенных дробей Стьюдента, ко-
торые анализируются по критерию Граббса. В
случае невоспроизводимости измерений по кри-
терию Граббса серия, соответствующая экстре-
мальной статистике, бракуется. Забракованная
серия удаляется из выборки измерений, а решаю-
щие статистики пересчитываются для оставших-
ся уровней в предположении, что аппроксимация
s(m) остается неизменной. Это можно интерпре-
тировать как замену забракованной серии такой,
которая не изменяет аппроксимацию, т.е. мы
пренебрегаем влиянием аномальной серии на по-
следнюю. Если и в усеченной выборке оказывает-
ся возможным выделить аномальную серию,

−ξ =
( )

x m
s m



70

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 1  2020

МОИСЕЕВ

предположение о слабом влиянии отброшенной
серии на аппроксимацию считается несостоя-
тельным и необходимо осуществить перерасчет
аппроксимации без учета забракованной серии.

По сформированным таким образом выборкам
отношений Стьюдента рассчитываются дисперсии,
которые затем анализируются по критерию Кохрей-
на. Она является порядковой и имеет распределение

 = , где
F – распределение Фишера. Условие неодно-
родности в этих условиях имеет вид

, где P – доверительная
вероятность решения о невоспроизводимости.
При невыполнении этого условия принимается
решение об однородности выборки, и, следова-
тельно, воспроизводимости. Таким образом, мо-
дифицированный алгоритм контроля воспроиз-
водимости применяется в условиях возможного
изменения измеряемых величин. В этом смысле

− −( , 1, ( 1))l
MF F np l np − −( , 1, ( 1))lF lC np l np

− − >( , 1, ( 1))lF lC np l np P

он отличается универсальностью от обычной ме-
тодики классификации, ориентированной на не-
изменность измеряемых значений. Использова-
ние выравнивания измерений путем перехода к
дробям Стьюдента позволяет применять эту ме-
тодику без всяких ограничений.

В соответствии с [6] критериальная модель
позволяет осуществить прогнозирование по ре-
зультатам квалификационных испытаний, про-
водимых в заданных условиях. Возникает, одна-
ко, вопрос о выборе таких условий, которые обес-
печивали бы гарантированный прогноз –
например, его верхнюю границу. Отсюда вытека-
ет задача предварительного выбора экстремаль-
ных условий квалификационных испытаний, для
решения которой предлагается использовать ме-
тод факторного планирования эксперимента.
Статистическая обработка этих измерений, отоб-
раженная на рис. 4, включает:

Рис. 2. Аппроксимация распределения погрешности измерения плотности.
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Рис. 3. Частотные гистограммы погрешности измерений.
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• оценку воспроизводимости кратных измере-
ний путем анализа их разброса;

• построение линейно-регрессионной модели
и оценку значимости введенных факторов;

• анализа адекватности модели и оценку пол-
ноты системы введенных факторов.

Для оценки воспроизводимости измерений
используется критерий Кохрейна. Он предусмат-
ривает расчет дисперсий кратных измерений,
формирование по ним статистики Кохрейна и
расчет вероятности ее реализации. Эта вероятность
сравнивается с доверительной вероятностью невос-
производимости измерений. Если рассчитанная ве-
роятность оказывается ниже доверительной, при-
нимается гипотеза о воспроизводимости измере-
ний. Их дисперсии при этом усредняются,
образуя дисперсию воспроизводимости. В про-
тивном случае серия измерений считается ано-
мальной и должна быть повторена.

Расчет коэффициентов регрессии осуществля-
ется из следующих соображений. Матрица плана
для нефиктивных факторов является невырож-
денной матрицей системы линейных уравнений,
правой частью которой является вектор усред-
ненных измерений. Вектор коэффициентов, ин-
терпретируемых как нагрузки факторов, пред-
ставляет собой решение указанной системы.

Для оценки значимости факторов использу-
ются стьюдентовы отношения, решение по кото-
рым принимается по критерию Стьюдента. С этой
целью рассчитываются статистики Стьюдента для
коэффициентов регрессии и вероятности их реали-
зации. Значимыми считаются коэффициенты, ве-
роятности реализации статистики Стьюдента для
которых превышают доверительную. Прочие ко-
эффициенты регрессии считаются незначимыми
и в модели должны быть обнулены.

Контроль адекватности линейно-регрессион-
ной модели (полноты системы введенных факто-
ров) осуществляется по критерию Фишера с ис-
пользованием отношения дисперсии адекватно-

сти к дисперсии воспроизводимости. Для этого
рассчитывается средний квадрат отклонения
усредненных измерений от регрессионной моде-
ли, в которой сохраняются только значимые ко-
эффициенты регрессии. Эта величина интерпре-
тируется как дисперсия адекватности. По ней и
дисперсии воспроизводимости строится стати-
стика Фишера и рассчитывается вероятность ее
реализации. Решение об адекватности принима-
ется, если указанная вероятность ниже довери-
тельной. В противном случае модель считается
неадекватной, что, как правило, означает потерю
существенных факторов при ее построении.

Двухуровневое факторное планирование мо-
жет быть использовано для последовательной оп-
тимизации параметров исследуемого объекта или
квалификационного эксперимента. Поскольку
локальные оптимумы при этом достигаются в
вершинах многомерных симплексов, соответ-
ствующих строкам двухуровневого плана, поиск
глобального экстремума предлагается осуществ-
лять методом последовательных приближений.
Последовательная оптимизация предусматривает
использование точек достигнутых локальных
экстремумов в качестве центров новых областей в
параметрическом пространстве.

При использовании линейно-регрессионной
модели поиск экстремума представляет собой за-
дачу линейного программирования для замкну-
той области факторных значений в виде много-
мерного симплекса. Локальный экстремум ли-
нейной регрессии достигается при этом в одной
из вершин области и, следовательно, равен экс-
тремальному усредненному измерению, соответ-
ствующему одной из строк плана эксперимента.
Симплекс-планирование предусматривает вклю-
чение в факторную область также симплекса,
симметричного рассмотренному. Ему соответ-
ствует план эксперимента с инвертированной
матрицей факторов, а общая область поиска экс-
тремума согласно рис. 5 образуется исходным,

Рис. 5. Расширение факторной области.
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симметричным и дополнительными симплекса-
ми, примыкающими к началу координат.

При расширенном планировании, отображен-
ном на рис. 6, для формирования таблиц парамет-
ров используются исходный и инвертированный
планы. В соответствии с этими таблицами прово-
дятся квалификационные испытания, в ходе ко-
торых осуществляются кратные измерения. Об-
работка этих измерений осуществляется в два
этапа. В ходе первичной обработки осуществля-
ется поиск экстремального усредненного измере-
ния, параметры которого сопоставляются новому
центру диапазонов. Этому центру соответствует
скорректированный диапазон параметров, ис-
пользуемый для реализации следующего прибли-
жения процедуры поиска. Если достигнутый в
следующем приближении экстремум “экстре-
мальнее” предыдущего, процедура продолжается.
В противном случае она останавливается и гло-
бальному экстремуму сопоставляется значение
предыдущего локального. Параметризация кри-
териальной модели по результатам квалификаци-
онных испытаний в экстремальных условиях поз-
воляет, например, провести прогнозирование
фрикционного износа в этих условиях и сформи-
ровать на этой основе гарантированные нормы
износа.

Интересным примером применения статисти-
ческих методов в задачах виртуализации является
факторное планирование в анализе критериев
подобия [7]. Критериальные модели являются
естественной базой для виртуализации квалифи-
кационных испытаний, поскольку последние ба-
зируются на физической модели исследуемого
объекта или процесса в виде лабораторной уста-
новки. Эксперименты, проводимые на ней, поз-
воляют осуществить параметризацию критери-
альной модели, чтобы затем использовать ее для
пересчета лабораторных результатов в эксплуата-
ционные характеристики, а также для обратного
пересчета эксплуатационных условий в парамет-
ры квалификационных испытаний.

Важной задачей при обосновании инвариант-
ности используемых критериев подобия является
их представление в виде функций от стандартных
чисел подобия, поскольку их инвариантность
обеспечивает инвариантность построенного кри-
терия. Как правило, эта функция является муль-
типликативно-степенной, т.е. представляется в
виде:

(4)
где N1, …, Nl – используемые числа подобия, а
β1, …, βl – их степени в составе критерия.

Логарифмирование критерия (3) трансформирует
мультипликативно-степенную функцию в линейную
комбинацию lnK0 + β1lnN1 + . Ло-
гарифмы чисел подобия интерпретируются как
натуральные параметры, стандартным образом
преобразуемые в двухуровневые факторы, а по-
строенная выше линейная комбинация для нату-
ральных параметров с априорно неопределенными
коэффициентами трансформируется в линейную
регрессию для этих факторов. Ее коэффициенты
подлежат определению по результатам калибро-
вочных экспериментов. Для решения этой задачи
традиционно используется двухуровневое фак-
торное планирование. Факторы, определяемые
на основе натуральных параметров, являются не-
фиктивными, но могут быть дополнены фиктив-
ными факторами в составе линейно-регрессион-
ной модели.

Матрица двухуровневого планирования явля-
ется матрицей коэффициентов в линейной систе-
ме уравнений для коэффициентов регрессии,
включая фиктивные. Правой частью этой систе-
мы являются “измерения” – значения логарифма
критерия подобия, соответствующие границам
натуральных параметров в составе линейной
комбинации. Анализ значимости рассчитывае-
мых коэффициентов регрессии и адекватности
линейно-регрессионной модели в целом осу-
ществляются стандартными статистическими ме-
тодами.

β β= 1
0 1 ..... ,l

lK K N N

+ β =... ln lnl lN K

Рис. 6. Статистическая обработка измерений.
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В качестве примера предложенного подхода
рассмотрим анализ критерия фрикционного из-
носа в смазывающей жидкости. Данный крите-
рий имеет вид [8]:

Здесь ρ – плотность изнашивающегося материа-
ла,  – скорость скольжения, ΔV – величина объ-
емного износа, μ – коэффициент трения, N –
нормальная нагрузка на трущуюся поверхность, а
t – длительность износа. Физический смысл это-
го критерия – отношение импульса износного
материала к импульсу силы трения.

Представим данный критерий в виде линей-
ной функции чисел подобия:

где  – коэффициент пропорциональности;

 – число Струхаля (гомохронности), D –

максимальный диаметр полосы износа шара;

 – число Зоммерфельда, η – динами-

ческая вязкость жидкости, ΔL – глубина износа

шара;  – число Рейнольдса, ρf – плот-

ность жидкости;  – число Дина, d –

минимальный диаметр полосы износа шара.

Для пересчета натуральных параметров в соот-
ветствующие факторы используем соотношения:

(5)

Границы натуральных параметров, рассчитан-
ные по результатам упомянутых выше экспери-
ментов, приведены в [7]. При этом граничным
значениям натуральных параметров соответству-
ют значения факторов –1 и 1. Обратный пересчет
факторов в натуральные параметры осуществля-
ется в соответствии с соотношениями:
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Подставляя их в (4), получаем для регрессии кри-
терия относительно нефиктивных факторов

, где:

(6)

Построение регулярного плана для анализа
влияния введенных факторов осуществляется на
основе дробной реплики полного факторного
эксперимента. При этом число m факторов в со-
ставе этого эксперимента должно удовлетворять
условию , где l – определен-
ное выше число нефиктивных факторов, а N –
общее число факторов, равное ближайшей мажо-
рирующей степени двойки. Учитывая это обстоя-
тельство, необходимо ввести в соотношение для
регрессии дополнительные фиктивные факторы
x5, x6, x7. В результате оно приобретает вид:

Матрица планирования при этом соответству-
ет дробной реплике 27–4 полного факторного пла-
на, которая приведена на рис. 7. Характерным
свойством этой матрицы является центрирован-
ность ее столбцов, за исключением первого. От-
сюда вытекает, что свободный член b0 в выраже-
нии для регрессии равен среднему правых частей
уравнений линейной системы. Исходя из этого,
примем его в дальнейшем равным результату
усреднения ln(Vw) по всем проведенным экспе-
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риментам. Усеченная матрица плана относитель-
но коэффициентов регрессии для оставшихся
факторов выделена на рис. 7. При расчете правых
частей усеченной линейной системы уравнений
относительно этих коэффициентов будем исхо-
дить из следующих соображений. Значение
ln(Vw) для данного эксперимента будем сопостав-
лять значению фактора xi = –1, если в соответ-
ствии с (4) xi < 0, и значению xi = 1 в противном
случае. Таким образом, каждому значению ln(Vw)
сопоставляет определенный набор факторов x1,
x2, x3, x4. Значения ln(Vw) с одним и тем же набо-
ром факторов интерпретируются как повторяю-
щиеся “измерения” для соответствующей строки
плана. Для каждой такой группы “измерений”
рассчитываются среднее и дисперсия.

Таким образом, для расчета коэффициентов
регрессии b1, …, b7 используется усеченная матри-
ца плана, а правая часть линейной системы пред-
ставляет собой усредненные “измерения” за вы-
четом свободного члена. Вектор коэффициентов
регрессии представляет собой решение этой ли-
нейной системы и рассчитывается путем умноже-
ния обращенной матрицы плана на определен-
ный выше вектор правых частей. При этом следу-
ет учитывать, что факторы x5, x6, x7 являются
фиктивными и сумма квадратов соответствую-
щих им коэффициентов суммируется с усреднен-
ной дисперсией, рассчитанной по повторяю-
щимся “измерениям”, давая дисперсию воспро-
изводимости σ2. Относя ее к количеству
нефиктивных факторов l = 4, мы получаем дис-
персию оценки соответствующих коэффициен-
тов регрессии и ее среднеквадратичное отклоне-

ние .

Для оценки значимости коэффициентов ре-
грессии при нефиктивных факторах b1, …, b4 ис-

пользуются статистики , распределен-

ные по Стьюденту с числом степеней свободы l.
Вероятности реализации этих статистик состав-

ляют , где Tl – распределение

Стьюдента с l степенями свободы. Решающее
правило для подтверждения значимости i-го ко-

эффициента имеет вид , где P –

доверительная вероятность принятия решения о
значимости. Коэффициенты регрессии, для ко-
торых эти условия не выполняются, считаются не-
значимыми и приравниваются нулю. Результаты
расчетов, отображенные на рис. 4, показывают, что
значимыми, т.е. ненулевыми, являются только
коэффициенты b2 и b4, соответствующие числам
подобия Зоммерфельда и Дина. Прочие коэффи-
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циенты являются незначимыми и поэтому зави-
симость от критериев Струхаля и Рейнольдса иг-
норируется.

Для контроля адекватности полученной ре-
грессии рассчитывается рассогласование между
усредненными “измерениями” и значениями ре-
грессии в каждой строке плана. Для расчета этих
значений строка плана умножается на вектор зна-
чимых коэффициентов регрессии, отображен-
ный на рис. 7. Решение об адекватности линейно-
регрессионной модели принимается по критерию
Кохрейна. Решающей при этом является стати-
стика Кохрейна C – отношение максимального
квадрата отклонения к сумме квадратов отклоне-
ний. Вероятность реализации этой статистики
составляет , где F – распределение Фи-
шера. Решающее правило при этом имеет следу-
ющий вид: принимается решение об адекватно-
сти, если вероятность реализации ниже довери-
тельного значения 0.9, и об отсутствии
адекватности в противном случае. Результаты
расчета статистики C и вероятности ее реализа-
ции также приведены на рис. 7. Поскольку полу-
ченная вероятность ниже доверительного значе-
ния, принимается гипотеза об адекватности по-
строенной линейно-регрессионной модели.

Для формирования окончательного вида кри-
терия подобия необходимо предварительно пре-
образовать значимые коэффициенты b2 и b4 в ко-
эффициенты β2 и β4, входящие в (3). Это осу-
ществляется путем обращения соответствующих
выражений в (5):

Проведенное рассмотрение показывает, что
факторное планирование может быть использо-
вано для обоснования инвариантности широкого
класса вводимых критериев подобия, а также для
доказательства адекватности их представления в
зависимости от стандартных чисел подобия. Пре-
имуществом предложенного подхода является то,
что он может быть использован практически без
ограничений общности и базируется на хорошо
развитых методах факторного и статистического
анализа.

Обычная методика оценки прецизионности
соответствует стандартному подходу к обработке
комплексного эксперимента. Он отличается воз-
можным различием величин, измеряемых в по-
следовательных сериях. Основной в этих услови-
ях является задача исследования влияния учиты-
ваемых факторов на измеряемую величину.
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МОИСЕЕВ

Рис. 7. Статистический анализ критерия подобия.
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Исследование воспроизводимости является в
этих условиях вспомогательным и предназначено
для отделения влияния погрешности измерений
от влияния учитываемых факторов. Иная ситуа-
ция возникает при анализе прецизионности меж-
лабораторных испытаний. Исследование влия-
ния факторов при этом становится вторичным, а
главным становится исследование межлабора-
торной воспроизводимости [9]. Задачей межлабо-
раторных сравнительных испытаний является
анализ компетентности лабораторий, а также их
выбраковка по признаку некомпетентности. Ниже
разрабатывается статистический алгоритм анализа
компетентности лабораторий, участвующих в ука-
занных испытаниях. Алгоритм базируется на пред-
варительной стандартизации проводимых измере-
ний путем преобразования их в соответствующие
отношения Стьюдента. Сформулированы условия
некомпетентности лаборатории в случае ано-
мально большой ошибки измерений и в случае
нескольких умеренных ошибок.

В основе данного анализа лежит подход,
предусматривающий сравнительные измерения
разнотипных стандартных образцов веществ и
материалов, а также их рациональную обработку
с использованием методов дисперсионного ана-
лиза. Целью последнего является разложение
суммарной дисперсии на две величины: диспер-
сию, обусловленную техникой эксперимента, и
дисперсию, вызванную действием исследуемого
фактора. В случае многофакторного эксперимента
определяются дисперсии, соответствующие раз-
личным факторам и их взаимодействиям, а также
оценивается статистическая значимость этих вели-
чин с учетом ошибки воспроизводимости.

Компетентность лаборатории определяется
воспроизводимостью результатов сравнительных
испытаний, которая обеспечивается в свою оче-
редь статистической однородностью выборки
проведенных измерений. Традиционными мето-
дами анализа этой однородности являются срав-
нительный анализ сериальных дисперсий иссле-
дуемой выборки или сериальных стьюдентовых
отношений. Довольно часто для решения этой за-
дачи применяются следующие параметрические
критерии: Кохрейна, базирующийся на сравне-
нии максимума сериальных дисперсий с их сум-
мой, и Граббса (или Хокинса), базирующийся на
анализе аномальности экстремальных значений в
сериальных выборках стьюдентовых отношений
для измерений.

Предварительным этапом обработки является
стандартизация производимых измерений. Для
данного стандартного образца она осуществляет-
ся путем перехода от измерений характеристики
этого образца к дробям Стьюдента, построенным
в соответствии с этими измерениями. Последние
формируются в соответствии с соотношениями:

где xi – межлабораторные измерения стандартно-
го образца; m, s – величины среднего и СКО из-
мерений; L – количество лабораторий-участниц.

В этих условиях для решения задачи обработки
стандартизированных измерений естественно ис-
пользовать критерий Хокинса с выборочными
средними и СКО, рассчитываемыми по сериаль-
ным выборкам. Решающими статистиками в этом
случае являются  и , а усло-
вия аномальности крайних измерений в серии
принимают вид:

(7)

Это условие можно интерпретировать как пер-
вое условие некомпетентности: лаборатория, в
которой проведено соответствующее ξ измере-
ние, считается некомпетентной.

Еще одно условие некомпетентности связано с
подсчетом неудовлетворительных измерений из
всех проведенных в данной лаборатории. Удовле-
творительными считаются измерения, близкие к
среднему m, а неудовлетворительными – сильно
отклоняющиеся от него. Поскольку эти измере-
ния относятся к различным образцам, они также
предварительно стандартизируются путем преоб-
разования в отношения Стьюдента. При переходе
к ним удовлетворительными считаются значения
дробей, расположенные в окрестности 0, а неудо-
влетворительными – лежащие вне этой окрест-
ности.

Зададимся вероятностью p неудовлетвори-
тельности измерения. Учитывая, что дроби Стью-
дента имеют T-распределение c L – 1 степенью
свободы, находим для порога H принятия реше-
ния об указанной неудовлетворительности:

(8)
Удовлетворительным считается значение дро-

би Стьюдента меньшее H, а неудовлетворитель-
ным – большее H. Распределение вероятностей
количества неудовлетворительных измерений n
из N проведенных в данной лаборатории является
биномиальным с параметрами p и N. Задаваясь
доверительной вероятностью PII выбраковки по
числу неудовлетворительных измерений, полу-
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чаем решающее правило для указанной выбра-
ковки:

Условие (4) интерпретируется как второе усло-
вие некомпетентности. Лаборатория, в которой
из N проведенных измерений n являются неудо-
влетворительными, считается некомпетентной
при выполнении этого условия и компетентной в
противном случае.

Рассмотрим смысл выведенных условий не-
компетентности. Для этого сравним условия (6) и
(7) в предположении, что PI = 1 – p. Предполагая
также, что в (6) имеет место равенство, находим
из этого сравнения, что ξ > H. Таким образом,
первое условие некомпетентности выполняется в
случае аномальной ошибки хотя бы одного из
проведенных измерений. Второе условие означа-
ет, что лаборатория считается некомпетентной в
случае нескольких умеренных ошибок в прове-
денных измерениях.

Модифицированный алгоритм контроля меж-
лабораторной воспроизводимости применяется в
условиях возможного изменения измеряемых ве-
личин. Использование выравнивания измерений
путем перехода к дробям Стьюдента позволяет
применять его без всяких ограничений. Все это
дает возможность упростить алгоритм контроля
воспроизводимости и использовать его в качестве
основы для коррекции стандартных методик ука-
занного контроля.

Эффективность применения дробных реплик
полного факторного плана возрастает с ростом
числа нефиктивных факторов. Она также зависит
от удачного выбора системы смешивания линей-
ных эффектов с эффектами взаимодействия фак-
торов, а также рациональности схемы факторных
экспериментов в случае значимости отдельных
взаимодействий. При этом априорные сведения
об указанных взаимодействиях зачастую оказы-
ваются не только желательными, но и необходи-
мыми. Ниже рассмотрен несколько иной, интуи-
тивный метод ранжирования факторов в линей-
но-регрессионной модели с использованием
насыщенных планов и последующем отсеивании
наименее нагруженных факторов [10]. Его основ-
ным преимуществом, наряду с простотой реали-
зации, является использование при анализе толь-
ко нефиктивных факторов.

Предварительным этапом рассматриваемого
подхода является ранжирование факторов по зна-
чимости с использованием насыщенных планов.
Этим планам соответствует линейно-регрессион-
ная модель вида , коэффи-
циенты которой определяются из системы урав-
нений:

−
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0
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Матрица этой системы является невырожден-
ной матрицей насыщенного плана и вследствие
этого указанная система разрешается однознач-
но. Значимость факторов x1, …, xk в линейно-ре-
грессионной модели будем определять относи-

тельными нагрузками Li = , где Δ = ymax – ymin –

диапазон измерений в серии, i = 1, …, k. Рассмот-
рим ситуацию, когда число k исследуемых факто-
ров удовлетворяет условию 2n – 1 = l < k < 2n + 1 – 1,
где n – число факторов полного факторного экс-
перимента, соответствующего регулярному на-
сыщенному плану. Этой ситуации соответствует
набор регулярных насыщенных планов для l фак-
торов, выбранных из общего числа факторов k.
Число этих планов и, следовательно, необходи-
мое число серий экспериментов равно P = .

Воспользуемся для построения указанных
планов методом производящих функций. По-
следние представляют собой формальные сте-
пенные ряды, конечные или Тейлора для анали-
тической функции. В случае комбинаторного
анализа сочетаний используется тот факт, что
при образовании сочетания осуществляется неза-
висимый отбор элементов. Правило умножения
вероятностей позволяет использовать представ-
ление производящей функции в виде произведе-
ния линейных двучленов от независимой пере-
менной. Коэффициенты разложения этого про-
изведения соответствуют коэффициентам при
различных сочетаниях. Предположим в качестве
примера, что исследуется влияние пяти факторов
с помощью планов, охватывающих три фактора.
Производящая функция в этом случае имеет вид

. После проведения пе-
ремножения находим для коэффициентов при
степенях t:

Эти коэффициенты интерпретируются как на-
боры насыщенных планов, соответствующих вы-
боркам определенного числа факторов из пяти.
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Выборкам, включающим три фактора из пяти,
соответствует коэффициент при t3, т.е. набор
планов вида  +  +
+  + , соот-
ветствующих репликам 25–3. Для каждого из вы-
бранных по такому принципу планов проводится
серия троекратно повторяющихся эксперимен-
тов. Коэффициенты регрессии для каждого из
этих планов рассчитываются однозначно в соот-
ветствии с (8), где y1, …, yN интерпретируются как
медианы повторяющихся измерений. В свою оче-
редь, по найденным коэффициентам рассчиты-
ваются нагрузки для факторов, охватываемых
данной серией. Поскольку каждый фактор охва-
тывается P – 1 серией экспериментов, для него
получается то же число относительных нагрузок
Li1, …, LiP–1., рассчитываемых с учетом изменения
диапазона измерений от серии к серии. Характе-
ристиками значимости факторов считаются мак-
симальные нагрузки из полученных Limax =
= max(Li1, …, LiP), i = 1, …, k, по которым и осу-
ществляется ранжирование.

Относительные максимальные нагрузки
L1max, …, Lkmax можно также использовать для ра-
ционального отсеивания незначимых факторов.
Предположим без ограничения общности, что
ряд L1max, …, Lkmax представляет собой результат
ранжирования нагрузок по убыванию, и образуем

эквивалентный ряд , где L = L1max.

Выставим порог по значимости, например, h =
= 0.05, и все факторы, удовлетворяющие условию

, будем считать незначимыми. Этот ин-

туитивный метод отсеивания более прост в срав-
нении с традиционным статистическим отсеива-
нием. Его основным преимуществом, наряду с
простотой реализации, является использование
при анализе только нефиктивных факторов. Ос-
новным же недостатком, наряду с интуитивно-
стью, является отсутствие регулярной методики
выбора порога значимости, который приходится
выбирать интуитивно.

Проведенное рассмотрение показывает, что
статистическая составляющая виртуального ин-
струментария охватывает широкий круг задач обра-
ботки результатов квалификации. Используемые
при этом процедуры приведены к аналитическому
виду и обеспечивают достаточную строгость анали-
за. Вместе с тем, они базируются на стандартных
подходах и сравнительно просты в обращении.

ВЫВОДЫ
1. Важной составляющей виртуализационного

инструментария является статистическая состав-
ляющая для решения следующих задач: иденти-

+1 2 3 1 2 4x x x x x x +1 3 4 2 3 4x x x x x x
+1 2 5 1 3 5x x x x x x + +1 4 5 2 3 5 2 4 5x x x x x x x x x

…

1max k max, ,L L
L L

<maxiL h
L

фикации статистических моделей по результатам
квалификационных испытаний, параметризации
критериальных моделей для проведения прогно-
зирования в рамках виртуальной квалификации,
синтеза регрессионных моделей, статистического
анализа их адекватности и последовательной оп-
тимизации в ходе факторного планирования.
При этом линейность регрессионной модели поз-
воляет осуществить контроль значимости факто-
ров и полноты их системы с использованием тра-
диционных статистических методов, а также оп-
тимизацию параметров с помощью методов
линейного программирования.

2. Идентификация распределений измерений
различных параметров нефтепродуктов указыва-
ет на их ненормальность. В качестве альтернатив-
ной аппроксимации бимодального распределе-
ния плотности было предложено использовать
многопараметрическое распределение, представ-
ляющее собой сумму различающихся нормаль-
ных. Одномодальные распределения прочих ха-
рактеристик аппроксимируются по Вейбуллу.
Параметризация построенных распределений
осуществлялась методом моментов, что обеспе-
чивает удовлетворительность используемых ап-
проксимаций.

3. Для оценки воспроизводимости результатов
квалификационных экспериментов были по-
строены аналитические распределения статисти-
ки Кохрейна на базе F -распределения Фишера и
статистики Граббса на базе Т-распределения
Стьюдента. Показано, что предварительная нор-
мализация позволяет избежать необоснованного
заключения о неоднородности исследуемых вы-
борок. Тем самым снижается вероятность ошиб-
ки первого рода при принятии решения о воспро-
изводимости результатов квалификационного
эксперимента.

4. Параметризацию критериальной модели по
результатам квалификационных испытаний
предложено проводить по результатам прогнози-
рования эффекта в экстремальных условиях, что
позволяет сформировать гарантированные ква-
лификационные нормативы. Предварительный
выбор экстремальных условий испытаний при
квалификационном нормировании предложено
осуществлять методом последовательных при-
ближений с использованием факторного плани-
рования.

5. Предложен подход для обоснования инвари-
антности широкого класса критериев подобия.
Подход базируется на интерпретации логарифма
критерия как линейной формы от логарифмов чи-
сел подобия, трактуемых как независимые факто-
ры. Оценка коэффициентов указанной формы –
нагрузок факторов – осуществляется с использо-
ванием факторного анализа и включает также до-
казательство адекватности указанного представ-
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ления. Преимуществом предложенного подхода
является возможность его применения без огра-
ничений общности.

6. Разработан интуитивный метод ранжирова-
ния факторов в линейно-регрессионной модели с
использованием насыщенных планов и последу-
ющем отсеивании наименее нагруженных факто-
ров. Его основным преимуществом, наряду с про-
стотой реализации, является использование при
анализе только нефиктивных факторов, а основ-
ным недостатком – отсутствие регулярной мето-
дики установления порогов значимости, который
приходится выбирать интуитивно.
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Abstract—Essential component of virtual tool is statistical one used for statistical models identification on
qualification tests results, criteria models parameterization for forecasting at qualification tests, regression
models synthesis, their optimization and adequateness analysis at factor planning. Regression model linearity
allows controlling factors significance using standard statistical methods and performing model optimization
using linear programming. At oils characteristics identification their non-normality was shown. To form ra-
tional processing algorithms some alternative approximations were formed. Bimodal density distribution was
approximated with sum of different normal ones. One – modal distributions of other characteristics were ap-
proximated with Weibull distributions. Parameterization of these distributions was performed using mo-
ment’s method. For reproducibility estimation analytical Cochran distribution on the base of Fisher distri-
bution and analytical Grabbs distribution on the base of Student distribution were developed. It was shown
that preliminary normalization allows avoiding error decision about result reproducibility. Criteria model pa-
rameterization was proposed to perform on effect forecast at extremal conditions that allows to guaranty qual-
ification normative. Preliminary choice of these conditions is realized by using step-by-step approach in the
course of factor analysis. Developed method for similarity criteria synthesis is based on criterion logarithm
presentation as linear form of some similarity numbers interpreted as independent factors. Coefficients of this
form were estimated using factor analysis. Also the intuitive method of factors ranking in linear form using
saturated plans and least significant factors rejection was developed. Its base advantage is fictive factors ex-
clusion and base disadvantage – regular method absence for significance thresholds set.
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Рассматривается возможность обучения двуслойной спайковой нейронной сети на основе STDP с
использованием эффекта стабилизации выходной частоты. Численными симуляциями показано,
что при достаточно большой корреляции между входными спайковыми последовательностями ней-
рона стабилизация его средней выходной частоты под действием STDP не происходит из-за недо-
статочной конкуренции входных синапсов. Для двуслойной сети показано, что спайки, поступаю-
щие на вход нейронов второго слоя, могут коррелировать из-за частичного совпадения установив-
шихся под действием STDP весов первого слоя. Чтобы добиться стабилизации выходной частоты
второго слоя, предложен способ уменьшить корреляцию выходных спайков нейронов первого слоя
путем увеличения количества их входов, что уменьшит близость весов, установившихся под дей-
ствием STDP у различных нейронов первого слоя. Возможность применения двуслойной сети с раз-
множением входов к решению задачи классификации продемонстрирована на тестовой задаче ири-
сов Фишера, и точность классификации составила 93% по метрике F1, что находится на одном
уровне с существующими в литературе подходами к обучению спайковых сетей при кодировании
входных данных средними частотами входящих спайковых последовательностей.

Ключевые слова: спайковые нейронные сети, синаптическая пластичность, машинное обучение
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1. ВВЕДЕНИЕ
Модели биологических (спайковых) нейрон-

ных сетей приобретают в последнее время все
большую актуальность для применения в задачах
машинного обучения благодаря прогрессу в воз-
можности их аппаратной реализации на нейро-
морфных вычислительных устройствах с чрезвы-
чайно низким энергопотреблением [1–4]. При-
менение спайковых сетей к решению задачи
классификации включает в себя три компонента:
способ кодирования входных данных во входя-
щие спайковые последовательности, механизм
обучения сети, и способ декодирования выход-
ной активности нейронов в результат классифи-
кации.

Один из общепринятых [5] способов кодиро-
вания данных – частотный, в котором компонен-
ты входного вектора отображаются в частоты
пуассоновских спайковых последовательностей,
подаваемых на входящие синапсы сети. Одним из

возможных подходов к созданию и обучению
спайковой сети, решающей задачу классифика-
ции с частотным кодированием данных, является
перенос синаптических весов с предварительно
обученной формальной нейронной сети той же
топологии. Однако более актуальны алгоритмы
обучения спайковой сети на основе локальных
правил синаптической пластичности, таких, как
Spike-Timing-Dependent Plasticity (STDP) [6], вви-
ду возможности реализации последней на мемри-
сторных устройствах. Существует несколько работ,
посвященных решению задачи классификации
спайковой сетью на основе STDP с частотным ко-
дированием входных данных. Сеть [7] из одного
слоя возбуждающих нейронов с STDP-пластич-
ностью входных синапсов, в которой каждый воз-
буждающий нейрон тормозил своей активностью
все остальные (посредством слоя тормозящих
нейронов с фиксированными связями), обуча-
лась распознаванию рукописных цифр MNIST.

УДК 004.85

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 
И ИНФОРМАТИКА
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В другой работе [8] набор из трех не связанных
между собой нейронов обучался классифициро-
вать ирисы Фишера, при этом обучение было ос-
новано на эффекте стабилизации под действием
STDP средней выходной частоты нейрона [9–11].

Но обе приведенные выше сети с частотным ко-
дированием данных были однослойными. В много-
слойной же сети прямого распространения при
частотном кодировании существует принципи-
альное различие между первым слоем и последу-
ющими: на вход первого слоя поступают сгенери-
рованные независимые пуассоновские последова-
тельности спайков, а последующие слои получают
спайки, испущенные нейронами предыдущих
слоев, и эти спайки могут коррелировать между
собой в зависимости от степени совпадения си-
наптических весов нейронов, их испускающих.
Такая корреляция может существенно влиять [12]
на веса, устанавливающиеся под действием STDP.
В частности, может не выполняться эффект ста-
билизации выходной частоты. Поэтому цель дан-
ной статьи – изучить влияние взаимной корреля-
ции последовательностей спайков на обучение
двуслойной нейронной сети под действием STDP.

В разделе 3 численными экспериментами на
примере одного нейрона Integrate-and-Fire с ис-
кусственно сгенерированными входными спай-
ковыми последовательностями показано, что при
наличии корреляции между входными последо-
вательностями не выполняется эффект стабили-
зации под действием STDP выходной частоты
нейрона. В разделе 4 представлено, что когда ней-
рон находится во втором слое двуслойной ней-
ронной сети, входы этого нейрона коррелируют
между собой достаточно сильно, чтобы стабили-
зация выходной частоты не происходила. Пред-
ложен способ подавления корреляции выходов
нейронов первого слоя путем увеличения количе-
ства входящих синапсов этих нейронов. В разделе
5 с применением данного способа продемонстри-
рована возможность обучения двуслойной ней-
ронной сети решению задачи классификации
ирисов Фишера.

2. МЕТОДЫ

2.1. Модель синаптической пластичности

Рассматривается разновидность Spike-Timing-
Dependent-Plasticity, для которой был ранее пока-
зан [11] эффект стабилизации выходной частоты, –
аддитивная STDP с ограниченной симметричной
схемой учета пар спайков.

В этой модели изменение синаптического
веса  зависит только от разности момента пре-
синаптического спайка  и момента постсинап-
тического спайка :

w
преt

постt

(1)

Здесь константа  определяет максимальную ве-
личину отдельного изменения веса; ее целесооб-
разно брать настолько малой, насколько позволя-
ют вычислительные ресурсы; у синапсов нейрона
в разделе 3, а также в первом слое двуслойной се-
ти в разделах 4 и 5 она была взята равной 0.01.
Остальные константы были взяты как в литерату-
ре [13]: ,  мс. Для второго
слоя сети константы подбирались отдельно.

В ограниченной симметричной схеме учета
пар спайков произошедший постсинаптический
спайк приводит к увеличению веса по правилу 1,
при этом в качестве  учитывается ближайший
предшествовавший пресинаптический спайк, но
только в том случае, если между ним и текущим
пост-спайком не было других пост-спайков. Ана-
логично, приход на синапс пресинаптического
спайка приводит к уменьшению веса, при этом в
качестве  учитывается ближайший предше-
ствовавший постсинаптический спайк, но только
в том случае, если между ним и текущим пре-
спайком не было других пре-спайков. Таким об-
разом, каждый постсинаптический и пресинап-
тический спайк может не учитываться не более
чем в одном акте увеличения веса и одном акте
уменьшения веса.

Чтобы не позволить весу превысить 1 или
упасть ниже 0, при каждом изменении веса после
вычисления  применяется дополнительное
условие: если  то  ес-
ли  то .

2.2. Модель нейрона – пороговый сумматор 
без утечки

В разделе 3 в качестве модели нейрона исполь-
зовался пороговый интегратор без утечки (Inte-
grate-and-Fire), в котором при приходе входного
спайка на -й синапс с весом  мембранный по-
тенциал (безразмерный) скачком повышается на :

где  – моменты прихода входных спайков на
-й синапс. При превышении потенциалом поро-

га  нейрон испускает спайк, и потенциал
скачком сбрасывается до 0. Рефрактерность от-
сутствует.

Данная модель нейрона была выбрана за свою
простоту, при этом эффект стабилизации выход-
ной частоты, как было показано ранее [14], вы-
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полняется для нее так же, как и для интегратора с
утечкой (Leaky Integrate-and-Fire).

Нейрон имел 40 входящих синапсов (количе-
ство синапсов не влияет на качественный резуль-
тат экспериментов и ограничено лишь вычисли-
тельными ресурсами), на 20 поступали независи-
мые пуассоновские последовательности спайков,
а на другие 20 – набор последовательностей, все
из которых попарно коррелировали между собой
с заданным коэффициентом корреляции Пирсо-
на . Средние частоты всех входных последова-
тельностей, и коррелирующих, и некоррелирую-
щих, были одинаковы в ходе симуляции, но раз-
личались в различных экспериментах. В начале
симуляции все веса устанавливались равными 0.1:
это значение было выбрано, поскольку его доста-
точно для того, чтобы нейрон был способен ис-
пускать спайки при всех используемых входных
частотах; при этом начальное значение веса, как
было показано ранее, не оказывает существенно-
го влияния на распределение весов, устанавлива-
ющееся под действием STDP.

2.3. Модель нейрона – сумматор с утечкой
В разделах 4 и 5 используется модель нейрона,

часто применяемая в экспериментах по обуче-
нию, – Leaky Integrate-and-Fire. В ней мембран-
ный потенциал подчиняется уравнению

где потенциал покоя нейрона  взят равным –
70 мВ, константа времени утечки  мс, ем-
кость мембраны  выбиралась различной в раз-
ных экспериментах в зависимости от количества
входящих синапсов. При превышении потенциа-
лом порога  мВ нейрон испускает спайк,
и потенциал скачком сбрасывается до .

Входящий постсинаптический ток имел экс-
поненциальную форму

где  мс,  фКл,  – функция Хеви-
сайда.

2.4. Метод генерации коррелирующих 
последовательностей спайков

В разделе 3 для генерации последовательно-
стей спайков, коррелирующих между собой с за-
данным коэффициентом  и при этом имеющих
одинаковую среднюю частоту , использовался
алгоритм, предложенный в литературе [12]. Мо-
менты спайков измеряются с точностью до вре-
менного шага симуляции  мс. Вначале ге-
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нерируется эталонная пуассоновская последова-
тельность  средней частоты  путем прохода по
дискретным временным шагам и генерации спай-
ка с вероятностью  на каждом вре-
менном шаге (1 обозначает наличие спайка, 0 –
отсутствие спайка). Затем каждая из 20 коррели-
рующих последовательностей  создается из эта-
лонной последовательности по следующему пра-
вилу: временной шаг, содержащий спайк в эта-
лонной последовательности, с вероятностью

 будет содержать спайк и в
производной последовательности; с вероятно-
стью  данный временной
шаг в производной последовательности будет пу-
стым. Если же на данном временном шаге эта-
лонная последовательность не содержит спайка,
то в производной последовательности на этом
шаге спайк может возникнуть с вероятностью

.
 выбирается так, чтобы частота производных

последовательностей равнялась частоте эталон-
ной последовательности :

Действительно, тогда M[Si] =  +
+ .

 выбирается так, чтобы коэффициент корре-
ляции Пирсона между двумя производными по-
следовательностями равнялся :

Действительно, тогда частота совместной встре-
чаемости спайков в любых двух производных
последовательностях M[SiSj] = P(Si = 1, Sj =
= 1) = P(S0 = 1)P(Si = 1|S0 = 1)P(Sj = 1|S0 = 1) +
+ P(S0 = 0)P(Si = 1|S0 = 0)P(Sj = 1|S0 = 0) =
= rδtΘ2 + (1 – rδt)ϕ2. Учитывая, что дисперсия

, коэффициент корреляции меж-
ду  и 

3. ВЛИЯНИЕ ВЗАИМНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 
ВХОДНЫХ СПАЙКОВЫХ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
НА УСТАНОВИВШЕЕСЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

ВЕСОВ НЕЙРОНА
3.1. Методика эксперимента

Чтобы изучить, как корреляция входных спай-
ковых последовательностей влияет на конкурен-
цию входов между собой за вклад в выходную
спайковую активность нейрона, моделировался
нейрон Integrate-and-Fire (описанный в разделе 2.2),
на половину входов которого поступали незави-
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симые последовательности спайков, а на другую –
коррелирующие. При этом исследовалось влия-
ние величины корреляции входных последова-
тельностей на распределения установившихся
под действием STDP синаптических весов в обе-
их половинах входов – коррелирующей и незави-
симой. Далее проверялось, выполняется ли эф-
фект стабилизации выходной частоты нейрона
при наличии корреляции во входах. Для этого при
различных входных частотах выходная частота
нейрона при установившихся под действием STDP
весах, сравнивалась с установившейся выходной
частотой, полученной при отсутствии корреля-
ции во входах.

3.2. Результаты

Под действием рассматриваемой аддитивной
разновидности STDP устанавливается бимодаль-
ное распределение синаптических весов: после
длительной симуляции каждый вес устанавлива-
ется либо вблизи своего максимального значе-
ния, 1, либо вблизи минимального значения, 0.
Дальнейшие флуктуации весов, вызванные слу-
чайным характером отдельных актов изменения,
происходят в пределах  и . При этом
при уменьшении константы , управляющей
максимальной величиной отдельного изменения
веса, эти интервалы уменьшаются, поэтому ими
можно пренебречь и описывать стационарное
распределение весов количеством весов, устано-
вившихся вблизи 1 и вблизи 0 (далее для кратко-
сти – выживших и отмерших весов).

На рис. 1 приведена зависимость количества
выживших весов в группах коррелирующих и не-
зависимых входов от корреляции  входов в кор-
релирующей группе. При  в коррелирую-
щей и независимой группах выживает одинако-

; .[0 0 2] . ;[0 9 1]
λ

c
< .0 01c

вое количесво весов. В диапазоне от 0.01 до 0.05
с ростом  количество выживших весов в корре-
лирующей группе увеличивается, а в независи-
мой группе – уменьшается, что указывает на
то,что под действием STDP происходит конку-
рентная борьба входов между собой, в которой
коррелирующие входы получают преимущество.

 оказывается достаточно большой для то-
го, чтобы при выбранных параметрах нейрона и
STDP все веса в коррелирующей группе входов
выживали.

На рис. 2 при  (что, согласно приведен-
ным выше результатам, соответствует относи-
тельно небольшой корреляции) менялась вход-
ная частота. В коррелирующей группе выживает
немного больше входов, чем в независимой, но с
ростом входной частоты количество выживших
входов уменьшается в обеих группах. Рис. 2 (вни-
зу) показывает, что выходная частота при устано-
вившихся таким образом весах одинакова при
любой входной частоте от 20 Гц до 100 Гц, демон-
стрируя таким образом эффект стабилизации вы-

c

> .0 05c

= .0 01c

Рис. 1. Количество весов, установившихся вблизи 1, в
группе коррелирующих входов и в группе независи-
мых входов, в зависимости от коэффициента корре-
ляции  группы коррелирующих входов. Средняя ча-
стота всех входных последовательностей спайков
составляла 20 Гц. Погрешность приведена по 5 запус-
кам с различными сгенерированными входными
спайковыми последовательностями.
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Рис. 2. Вверху: количество весов, установившихся
вблизи 1, в группе коррелирующих входов и в группе
независимых входов, в зависимости от входной ча-
стоты, при корреляции  между входными по-
следовательностями коррелирующей группы входов;
а также, для сравнения, количество выживших весов
при . Внизу: выходная частота при весах, устано-
вившихся под действием STDP; в том числе, для
сравнения, при , то есть в случае, когда на все
входы нейрона поступали независимые последова-
тельности.
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ходной частоты. Для сравнения на том же графи-
ке зависимости числа выживших весов (из всех
40) и установившейся выходной частоты от вход-
ной приведена для , и видно, что при 
стабилизация выходной частоты происходит в
том же диапазоне входных частот, что и при .

На рис. 3 та же зависимость, что на рис. 2, при-
ведена для  – значения, которое, согласно
результатам рис. 1, соответствует достаточно
большой корреляции. Теперь при входной часто-
те до 500 Гц в коррелирующей группе входов вы-
живают все веса. В независимой же группе вхо-
дов, как и на рис. 2, с ростом входной частоты
уменьшается количество выживших входов, до
тех пор, пока не отмирают все из них. Что касает-
ся установившейся выходной частоты, то в диа-
пазоне от 50 Гц до 500 Гц, поскольку распределе-
ние установившихся весов неизменно, выходная
частота линейно растет с ростом входной.

Таким образом, при достаточно большой кор-
реляции входных спайковых последовательно-
стей стабилизации выходной частоты не проис-
ходит. В следующем разделе изучается возмож-
ность стабилизации выходной частоты нейрона
второго слоя двуслойной сети.

= 0c = .0 01c

= 0c

= .0 5c

4. ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИИ АКТИВНОСТИ 
НЕЙРОНОВ ПЕРВОГО СЛОЯ СЕТИ 
НА УСТАНОВИВШУЮСЯ ЧАСТОТУ 

ВТОРОГО СЛОЯ
4.1. Методика эксперимента

Чтобы выяснить возможность стабилизации
выходной частоты нейрона, на вход которого по-
ступают выходные спайки нейронов предыдуще-
го слоя сети, моделируется двуслойная сеть со
100 нейронами в первом слое и 10 во втором. На
вход сети поступают 100 пуассоновских последо-
вательностей одинаковой средней частоты, кото-
рые подаются на 100 входящих синапсов каждого
из нейронов первого слоя. Начальные веса всех
синапсов выбираются из равномерного распреде-
ления от 0 до 1.

Константа STDP  для второго слоя выбира-
лась достаточно малой, чтобы в процессе эволю-
ции весов второй слой не перестал спайковать в
случае спонтанного одновременного уменьше-
ния весов первого и второго слоев.

4.2. Результаты
На рис. 4 (вверху) приведена выходная частота

нейрона второго слоя при случайных начальных
весах и при весах, установившихся под действием
STDP. При начальных весах выходная частота

λ

Рис. 3. Зависимость выживших весов (вверху) и уста-
новившейся выходной частоты (внизу) от входной
частоты при корреляции  между входными по-
следовательностями коррелирующей группы входов
и, для сравнения, при . Погрешности показыва-
ют разброс по 5 запускам.
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Рис. 4. Выходная частота нейрона второго (вверху) и
первого (внизу) слоя сети при случайных начальных
весах и при весах, установившихся под действием
STDP. Погрешность показывает разброс между ней-
ронами слоя.
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растет с ростом входной, пока не достигает мак-
симально возможной для нейрона с рефрактер-

ностью  частоты  Гц. Однако частота

при весах, установившихся под действием STDP,
тем меньше, чем больше входная частота. Для
сравнения на рис. 4 (внизу) приведена также уста-
новившаяся выходная частота нейрона первого
слоя: в первом слое, получающем некоррелирую-
щие входные последовательности, происходит
стабилизация выходной частоты.

Причина обратной зависимости установив-
шейся выходной частоты второго слоя от входной
частоты первого слоя состоит в том, что с ростом
входной частоты частота выходных спайков пер-
вого слоя остается неизменной, но корреляция их
уменьшается. Действительно, чем больше вход-
ная частота, тем меньше выживает входов первого
слоя (обеспечивая постоянство выходной частоты).
Следовательно, тем меньше входов первого слоя
случайно окажутся выжившими одновременно у
нескольких нейронов, и тем меньше вероятность,
что один и тот же входной спайк приведет к выход-
ному спайку одновременно нескольких нейро-
нов. Но чем меньше корреляция выходных спай-
ков первого слоя, тем меньше весов выживут во
втором слое, и, соответственно, тем меньше его
установившаяся выходная частота.

Из данного результата следует, что стабилизация
выходной частоты второго слоя возможна при низ-
кой корреляции выходных спайков первого слоя.
Уменьшения корреляции выходов первого слоя
можно добиться следующими способами.

1. Высокая входная частота первого слоя (на
рис. 4 – больше 50 Гц).

2. Большое число входов нейронов первого
слоя. Это должно понизить в первом слое количе-
ство совпадающих выживших входов, поскольку
вследствие эффекта стабилизации выходной ча-
стоты количество выживших входов зависит
только от входной частоты и констант STDP и
нейрона, но не зависит от общего числа входов.

3. Тормозящие связи между нейронами перво-
го слоя.

В следующем разделе на примере задачи клас-
сификации ирисов Фишера применяются спосо-
бы 1 и 2, но для сравнения также реализуется сеть
из литературы с тормозящими входами.

5. ВОЗМОЖНОСТЬ ОБУЧЕНИЯ 
ДВУСЛОЙНОЙ СЕТИ ПРИ ПОДАВЛЕНИИ 
КОРРЕЛЯЦИИ В ПЕРВОМ СЛОЕ ПУТЕМ 

РАЗМНОЖЕНИЯ ВХОДОВ
5.1. Тестовый набор данных

В качестве тестовой задачи классификации ис-
пользуется задача ирисов Фишера. Этот набор

τref ≈τref

1 300

данных состоит из 150 цветков, принадлежащих к
трем классам, которые соответствуют трем видам –
Iris Setosa Canadenisis, Iris Virginica и Iris Versicol-
or, по 50 цветков в каждом. Цветок описывается
вектором из 4 компонентов: длина и ширина ле-
пестка и чашелистика (в сантиметрах). При этом
первые два класса можно отличить друг от друга
линейным разделением в пространстве векторов,
а третий класс не отделим линейно от первых
двух.

Перед кодированием входных векторов в ча-
стоты входных спайковых последовательностей
вектора нормировались так, чтобы их евклидова
норма равнялась 1.

5.2. Методика эксперимента
Для демонстрации возможности обучения

двуслойной сети используется задача классифи-
кации ирисов Фишера. При обучении и тестиро-
вании моделируются три сети, по одной на каж-
дый класс. Сеть состоит из 60 нейронов Leaky In-
tegrate-and-Fire (описанных в разделе 2.3) в
первом слое и одного нейрона во втором слое.
Каждый нейрон первого слоя получает на вход
комбинацию 2 компонентов входного вектора.
Всего из 4 компонентов возможно 6 комбинаций
по 2 компонента, и каждая комбинация подается
на 10 нейронов. При этом каждому компоненту
входного вектора ставится в соответствие 50 вхо-
дящих синапсов нейрона, на которые поступают
независимые пуассоновские последовательности
спайков с частотой, пропорциональной значе-
нию  нормированного компонента входного
вектора: , где  Гц и  Гц.
Один входной пример подается в течение 2 с.

STDP-пластичностью обладают входящие си-
напсы обоих слоев; в первом слое параметры STDP
такие же, как в разделах 3 и 4: , ,

 мс, а во втором слое подбирались от-
дельно:  (взята меньше, чем в первом
слое, согласно соображениям, приведенным в
разделе 4.1), ,  мс,  мс. Ем-
кость мембраны нейрона  в первом слое была
выбрана равной 0.55 пФ, во втором слое – 4.0 пФ.
На этапе обучения каждая сеть получает входные
векторы, кодирующие примеры обучающей вы-
борки своего класса. На этапе тестирования STDP
выключается (путем выставления  в обоих
слоях), на каждую сеть подаются примеры обуча-
ющей и тестировочной выборок всех классов, и
записываются выходные частоты нейронов вто-
рого слоя всех сетей в ответ на входные примеры.

Декодирование выходных частот сетей в ре-
зультирующие метки классов осуществляется пу-
тем обучения традиционного классификатора
Decision Tree или Gradient Boosting из библиотеки
sklearn на выходных частотах обученной спайко-

x
ν + νh lx ν =h 300 ν =l 3

λ = .0 01 α = .1 035
+ −τ = τ = 20

−λ = × 37 10
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вой сети. При этом классификатор обучается на
выходных частотах спайковой сети, полученных в
ответ на примеры тренировочной выборки, а за-
тем по выходным частотам сети в ответ на приме-
ры тестовой выборки предсказывает их классы.
Поскольку для обучения спайковой сети на осно-
ве эффекта стабилизации выходной частоты пока
не существует устоявшегося способа декодирова-
ния, применение для декодирования традицион-
ного классификатора призвано продемонстриро-
вать, что выходные частоты обученной спайковой
сети содержат в себе информацию, достаточную
для распознавания классов.

Точность классификации оценивается по мет-
рике F1 с применением кросс-валидации: пере-
мешанный случайным образом набор данных де-
лился на 5 частей по 50%, и обучение с тестирова-
нием проводились 5 раз, с обучением каждый раз
на новой комбинации 4 частей из 5 (то есть на 80%
данных, что составляет по 40 примеров из класса)
и тестированием на оставшейся 20%-ной части.

Для сравнения эффективности предложенно-
го алгоритма была также адаптирована для задачи
классификации ирисов Фишера другая сеть,
предложенная в литературе [7] для решения зада-
чи распознавания рукописных цифр MNIST. Эта
сеть состояла из одного слоя возбуждающих ней-
ронов и одного слоя тормозящих нейронов. Каж-
дый возбуждающий нейрон связан непластич-
ным синапсом с одним тормозящим нейроном,
который, в свою очередь, своей активностью тор-
мозит все остальные нейроны, кроме своего воз-
буждающего собрата. STDP-пластичностью об-
ладают входящие синапсы возбуждающих нейро-
нов. В каждом слое было по 100 нейронов.
Каждый компонент входного вектора подавался
на 25 из 100 входных синапсов нейрона; констан-
ты отображения компонента входного вектора
в частоту входных спайковых последовательно-
стей были так, чтобы получившиеся входные ча-
стоты были близкими к исходной работе [7]:

 Гц,  Гц.

5.3. Результаты

При декодировании классов по выходным ча-
стотам обученной спайковой сети с помощью
классификатора Decision Tree мера точности F1
составила 91% (в среднем по разбиениям кросс-
валидации; стандартное отклонение между раз-
биениями – 5%, минимальное значениесреди
разбиений – 83%, максимальное – 97%).

При декодировании с помощью Gradient
Boosting средняя F1 составила 93% (стандартное
отклонение 5%, минимальная 87%, максималь-
ная 100%).

Сеть с тормозящими связями из литературы
показала F1 в 93% (стандартное отклонение меж-

ν = 8h ν = 0l

ду разбиениями кросс-валидации – 3%, мини-
мальная 90%, максимальная 97%).

Таким образом, предложенная сеть показыва-
ет точность, равную существующим в литературе
результатам, используя при этом в два раза мень-
шее количество нейронов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Входные синапсы, на которые поступают кор-

релирующие последовательности спайков, за
счет меньшей конкуренции между собой под дей-
ствием STDP получают преимущество перед вхо-
дами, на которые поступают независимые пуас-
соновские последовательности. В результате при
достаточно большой корреляции конкуренция
между входами оказывается недостаточной для
стабилизации выходной частоты.

В двуслойной сети стабилизации выходной ча-
стоты нейронов второго слоя можно добиться,
уменьшив корреляцию выходных спайков нейро-
нов первого слоя путем увеличения количества их
входов.

Обучение на основе STDP двуслойной спай-
ковой сети с использованием предложенного
способа размножения входов показывает точ-
ность 93%, сравнимую с точностью других подхо-
дов к обучению спайковых сетей с частотным ко-
дированием входных данных.
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Abstract—The possibility for a two-layer spiking neural network with spike-timing-dependent plasticity to be
trained using the output rate stabilization effect is studied. Numerical simulations show that high correlation
of input spike sequences disrupts the stabilization of the neuron spiking rate because of insufficient competi-
tion between input synapses. For a two-layer network, shown spikes coming at the input of the second layer
can be correlated because the first-layer weights established by STDP partially coincide. In order to stabilize
the output rate of the second layer, a method is proposed to reduce the spike correlation of the first layer of
the network by increasing the number of input synapses to decrease the similarity of weights established by
spike-timing-dependent plasticity in different first-layer neurons. Then, a two-layer network with the multi-



90

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 1  2020

СБОЕВ и др.

plication of input synapses is shown to be applicable to a toy classification task of Fisher’s Iris. The accuracy
of classification is obtained to be 93% by F1-score, which is at the level of the existing approaches for training
spiking neural networks with rate encoding of the input.
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