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Целью настоящей работы является показать на основе расчета и сравнения величин коэффициен-
тов диффузии америция-241 и урана на примере их сорбции из модельного раствора жидких радио-
активных отходов с использованием различных опытных образцов ТВЭКС ТОДГА возможность
определения образца с наиболее высокими кинетическими характеристиками. Рассчитаны коэф-
фициенты диффузии америция-241 и урана в процессе их сорбции для трех опытных образцов
ТВЭКС ТОДГА. Проведена оценка зависимости скорости протекания реакции от величины коэф-
фициентов диффузии. Основываясь на зависимости величины коэффициентов диффузии от харак-
теристик опытных образцов ТВЭКС ТОДГА, расчетным путем определена увеличенная скорость
протекания сорбции для америция-241 по сравнению с ураном. На основе расчета коэффициентов
диффузии америция-241 и урана определен опытный образец ТВЭКС ТОДГА с наиболее высокими
кинетическими характеристиками – № 2. Показана возможность сокращения объема и затрат при
проведении экспериментов по сорбции при предварительном определении коэффициентов диф-
фузии. 

Ключевые слова: сорбция, кинетика сорбции, коэффициент диффузии, америций, жидкие радиоак-
тивные отходы, ТОДГА
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Одной из задач для создания нитридного уран-
плутониевого топлива является возвращение
плутония и урана в ядерный топливный цикл из
облученного топлива. Это топливо планируется
использовать в реакторах на быстрых нейтронах с
целью замыкания ядерного топливного цикла [1,
2]. Так как полученная активность облученного
топлива должна быть строго нормирована [3], не-
обходимо выделять наиболее высокоактивные
дозообразующие актиноиды. Одним из таких ак-
тиноидов является америций [4]. В технологиях
очистки жидких радиоактивных отходов низкого
и среднего уровня активности широко применя-
ются методы сорбции и ионного обмена. Эти ме-
тоды обладают высокой селективностью, что поз-
воляет использовать их в задачах выделения за-
данных радионуклидов [5–7]. Необходимый
высокий уровень селективности и избирательно-
сти, при экстремальных внешних условиях сре-
ды, присущ твердофазным экстрагентам, полу-
ченным с помощью лигандов [8–11]. Ранее было
проведено исследование сорбции америция-241 и

урана из модельных растворов жидких радиоак-
тивных отходов с использованием твердофазного
экстрагента на основе N, N, N', N' – тетраоктил-
дигликольамида (ТВЭКС ТОДГА) [12]. В ходе ис-
следования определены коэффициенты распре-
деления америция-241 и урана на опытных образ-
цах экстрагента и рассчитаны коэффициенты
разделения пары америций-241/уран. В работе
были опробованы семь опытных образцов
ТВЭКС ТОДГА. Для уменьшения объема и со-
кращения затрат подобных исследований было
решено показать возможность предварительного
отбора образцов экстрагента на основе расчета и
сравнения их коэффициентов диффузии в про-
цессе сорбции. Для этого необходимо рассмот-
реть кинетику процесса, что предполагает опре-
деление скорости реакции. О скорости сорбции
судят по кривым изменения концентрации экс-
трагируемого элемента из объема при контакте с
экстрагентом от времени, которая зависит от ве-
личины коэффициента диффузии. Целью насто-
ящей работы является показать на основе расчета
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и сравнения величин коэффициентов диффузии
америция-241 и урана на примере их сорбции из
модельного раствора жидких радиоактивных от-
ходов с использованием различных опытных об-
разцов ТВЭКС ТОДГА возможность определе-
ния образца с наиболее высокими кинетически-
ми характеристиками.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ
Исследование влияния величины коэффици-

ентов диффузии на скорость протекания сорбции
америция-241 и урана проводились для трех
опытных образцов ТВЭКС ТОДГА из работы [12],
характеристики которых представлены в табл. 1.

Поскольку сорбция является сложным и мно-
гостадийным процессом во времени, необходимо
определить лимитирующую стадию, которая
определяет общую скорость процесса при ис-
пользовании опытных образцов ТВЭКС ТОДГА.
Скорость ионного обмена определяется либо
скоростью диффузии непосредственно в зерне
(гелевая диффузия), либо скоростью диффузии в
неподвижной пленке (пленочная диффузия). Та-
ким образом, для определения лимитирующей
стадии обмена и расчета коэффициента диффу-
зии, необходимо уменьшить влияние одного из
этих механизмов на кинетику сорбции. Поэтому,
для оценки коэффициентов диффузии в кинети-
ческом эксперименте, использовался метод огра-
ниченного объема – обменный процесс происхо-
дит в некотором реакторе с постоянным объемом
перемешиваемого раствора. Исходный раствор:
100 г/л NaNO3, 1235 мг/л U и 0.043 мг/л Am-241,
рН 3.4. Объемное соотношение раствора и
ТВЭКС составляло 50:1.

Данный метод подразумевает достаточно вы-
сокую скорость переноса вещества из раствора к
поверхности сорбента и отсутствие, или слабое
влияние диффузионного пограничного слоя на
диффузию. Для устранения внешних диффузион-
ных ограничений, связанных с переносом сорб-
тива из объема раствора к поверхностной пленке
жидкости, покрывающей зерно сорбента, экспе-
римент проводился при постоянном перемеши-
вании раствора (Vпост. ~ 200 об/мин.) и температу-
ре окружающей среды (~23°С). Исходя из задан-
ных параметров эксперимента, предполагается,
что концентрация америция-241 и урана во всех
точках объема модельного раствора радиоактив-

ных отходов и у поверхности ТВЭКС ТОДГА
постоянная.

ОЦЕНКА КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИФФУЗИИ
На основании выбранного метода, дающего

возможность определить лимитирующую стадию
процесса сорбции, рассмотрена кинетика про-
цесса сорбции америция-241 и урана на опытных
образцах ТВЭКС ТОДГА. Для расчета коэффи-
циентов диффузии была использована модель ге-
левой диффузии из ограниченного объема в сфе-
рическое тело, основанная на связи динамики за-
полнения емкости сорбента и времени сорбции.
Для расчета коэффициентов диффузии использо-
вали уравнение [13]:

(1)

где F – доля превращения вещества, которая яв-
ляется функцией параметра ; t – время, в те-
чении которого достигается данная величин F;
n – число слагаемых (1, 2, 3, …). Отношение –

 константа скорости гелевой диффу-
зии (c–1); D – коэффициент гелевой диффузии,
см2/c. Подставив B в уравнение (1), получим:

(2)

где Bt – безразмерный параметр, определяющий
диффузию в твердом сферическом теле радиуса r0.
Расчет коэффициентов диффузии америция-241 и
урана в зависимости от характеристик опытных
образцов ТВЭКС ТОДГА проводился для экспе-
риментальных данных кинетики сорбции амери-
ция-241 и урана [12]. Используя кинетические
данные сорбции, была построена зависимость за-
полнения емкости экстрагента от времени для
америция-241 (рис. 1) и урана (рис. 2) для всех об-
разцов. Из построенных зависимостей следует,
что время выхода на равновесие при сорбции
241Am у всех исследованных образцов почти оди-
наковое и составляет ~240 мин, равновесная кон-
центрация урана достигается в образцах ~ через
1500 мин.

Линейный вид зависимости подтверждает ли-
митирующую стадию диффузии в фазе сорбента
для обоих радионуклидов. Тангенс угла наклона

=∞

=
= − − π
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2 2 2
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Таблица 1. Характеристики исследуемых образцов ТВЭКС ТОДГА

Образец Функционал Пористость, % Удельная площадь зерна, м2/г Средний диаметр зерна, мм

1 катионит 33.8 87.0 1.0
2 катионит 57.7 11.8 1.25
3 нейтральный 54.3 83.2 0.7
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этих прямых к оси абсцисс равен величине кон-
станты гелевой диффузии. Основываясь на полу-
ченных значениях константы гелевой диффузии,
были рассчитаны коэффициенты диффузии для
трех образцов ТВЭКС ТОДГА из модельного рас-
твора. Результаты расчета представлены в табл. 2.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Полученные результаты расчета коэффициен-
тов диффузии америция-241 и урана для трех об-
разцов ТВЭКС ТОДГА в процессе сорбции из мо-
дельного раствора жидких радиоактивных отхо-
дов совпадают с результатами кинетического
эксперимента [12] по времени выхода на равнове-
сие. Таким образом, механизм кинетики сорбции
на ТВЭКС ТОДГА удовлетворительно описыва-
ется моделью гелевой диффузии, где определяю-
щими скорость процесса является коэффициент
диффузии обменивающихся ионов внутри опыт-
ных образцов. Коэффициенты диффузии амери-
ция-241 и урана на образцах ТВЭКС ТОДГА
больше для образца № 2 с большим средним диа-
метром и большей пористостью экстрагента. Сле-
дует отметить, что значения коэффициента диф-

фузии для америция-241 на порядок выше, чем
для урана для трех образцов ТВЭКС ТОДГА. Это
согласуется с данными о более быстром заполне-
нии емкости экстрагента америцием-241 в систе-
ме и более высокими значениями коэффициен-
тов диффузии для него. Проанализировав резуль-
таты расчета коэффициентов диффузии для
сорбции америция-241 и урана из модельного
раствора жидких радиоактивных отходов с ис-
пользованием опытных образцов ТВЭКС ТОДГА,
был определен образец с наиболее высокой ско-
ростью извлечения по обоим радионуклидам – № 2,
что полностью согласуется с результатами кине-
тического эксперимента [12].

ВЫВОДЫ

Рассчитаны коэффициенты диффузии амери-
ция-241 и урана в процессе их сорбции для трех
опытных образцов ТВЭКС ТОДГА. Проведена
оценка зависимости скорости протекания реак-
ции от величины коэффициентов диффузии. Ос-
новываясь на зависимости величины коэффици-
ентов диффузии от характеристик опытных
образцов ТВЭКС ТОДГА, расчетным путем опре-
делена увеличенная скорость протекания сорб-
ции для америция-241 по сравнению с ураном. На
основе расчета коэффициентов диффузии амери-
ция-241 и урана определен опытный образец
ТВЭКС ТОДГА с наиболее высокими кинетиче-
скими характеристиками – № 2. Показана возмож-
ность сокращения объема и затрат при проведении
экспериментов по сорбции при предварительном
определении коэффициентов диффузии.

Рис. 1. Зависимость заполнения емкости экстрагента
америцием-241 с образцами 1 (○), 2 (◊), 3 (□) от вре-
мени.

0.97

0.98

0.99

1.00

0 100 200 300

F

t, мин

Рис. 2. Зависимость заполнения емкости экстрагента
ураном с образцами 1 (○), 2 (◊), 3 (□) от времени.

0 400 800 1200 1600
t, мин

0.97

0.98

0.99

1.00

F

Таблица 2. Расчетные значения коэффициентов геле-
вой диффузии на образцах ТВЭКС ТОДГА

Образец
Коэффициент диф-

фузии америция-241, 
n × 10–8 см2/c

Коэффициент 
диффузии урана,

n × 10–9 см2/c

1 2.3 1.3
2 1.6 1.2
3 0.4 0.1
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Abstract—It has been shown that the sample with the highest kinetic characteristics can be determined from
the calculation and comparison of the values of the diffusion coefficients of americium-241 and uranium on
the example of their sorption from a model solution of liquid radioactive waste using various experimental
samples of solid-phase extractant based on TODGA. The diffusion coefficients of americium-241 and ura-
nium during their sorption have been calculated for three experimental samples of solid-phase extractant
based on TODGA. The dependence of the reaction rate on the diffusion coefficients has been estimated. An
increased sorption rate for americium-241 in comparison with uranium has been calculated from the depen-
dence of the diffusion coefficients on the characteristics of the experimental samples of solid-phase extractant



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 4  2020

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИФФУЗИИ АМЕРИЦИЯ И УРАНА 297

based on TODGA. Prototype no. 2 of solid-phase extractant based on TODGA with the highest kinetic char-
acteristics has been determined from the calculation of the diffusion coefficients of americium-241 and ura-
nium. The possibility of reducing the volume and costs of sorption experiments with preliminary determina-
tion of diffusion coefficients has been shown.

Keywords: sorption, sorption kinetics, diffusion coefficient, americium, liquid radioactive waste, TODGA
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Статья содержит информацию о том, как в ранее созданных реакторах РБТ происходит поэтапная
замена старого типа топлива на новое топливо, так как они используют отработанное топливо реак-
тора СМ, который в свою очередь при модернизации был переведен на более ураноемкое топливо.
Здесь описана процедура перевода на новое топливо, реализуемая на реакторах РБТ, потому что
процедура перевода действующего ядерного реактора на новое топливо в процессе его плановой
эксплуатации не предусмотрена и, соответственно, не регламентирована нормативными докумен-
тами по безопасности. Также показано состояние реактора в части загрузки активных зон по коли-
честву нового и старого типов топлива в количественном и процентном отношении на начало 2019
года. Представлены результаты расчета эффективностей рабочих органов регулирования реакторов
РБТ, указанные значения эффективностей не превышают паспортные пределы. Уделено внимание
качеству подготовки персонала в связи с переводом на новое топливо.
Сделаны выводы о безопасной эксплуатации нового типа топлива, правильности выбора такой про-
цедуры и о дальнейшей возможности перевода и использования нового топлива для реакторов
типа РБТ.

Ключевые слова: исследовательский реактор, эксплуатация, безопасность, загрузка
DOI: 10.1134/S2304487X20040082

ВВЕДЕНИЕ
В институте были разработаны, сооружены и

успешно эксплуатируются два исследовательских
реактора типа РБТ, предназначенные, главным
образом, для исследований по реакторному мате-
риаловедению. Отличительная особенность реак-
торов РБТ – использование в качестве топлива
ТВС, отработавших в реакторе СМ. Предпосылки
для создания подобных реакторов – большое со-
держание 235U в отработавших ТВС реактора СМ,
выгружаемых из него по исчерпании запаса реак-
тивности. Оценки показали, что активная зона
реактора РБТ, обладающая достаточным запасом
реактивности, могла быть создана увеличением
по сравнению с реактором СМ ее объема и изме-
нением конструкции. Работоспособность выго-
ревших твэлов в реакторе РБТ не вызывала со-
мнения, поскольку была подтверждена при зна-
чительно более жестких режимах эксплуатации в
реакторе СМ [1].

Для расширения экспериментальных возмож-
ностей высокопоточного исследовательского ре-

актора СМ в 2005 году проведена его модерниза-
ция, в результате которой в активной зоне может
размещаться до двух дополнительных экспери-
ментальных каналов. Для компенсации потерь
реактивности было решено использовать новое
ураноемкое топливо при сохранении его геомет-
рии, материалов оболочки и топливной матрицы
[2]. Через некоторое время встал вопрос о перево-
де на новое топливо реакторов РБТ. В начале
2015 года была собрана и проанализирована ин-
формация по количеству и состоянию отработав-
шего топлива реактора СМ, и этот анализ пока-
зал, что имеющийся запас ОТВС старого типа
близится к исчерпанию. Перевод реакторов РБТ
на ТВС нового типа позволит решить проблему
обеспечения их топливом на перспективу.

ОПИСАНИЕ

Процедура перевода действующего ядерного
реактора на новое топливо в процессе его плано-
вой эксплуатации не предусмотрена и, соответ-

УДК 621.039.55

ТЕХНИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА
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ственно, не регламентирована нормативными до-
кументами по безопасности.

При выполнении необходимого объема иссле-
дований требуемого качества и реализации ком-
плекса организационно-технических мероприя-
тий по обеспечению безопасности можно реали-
зовать запланированную модернизацию без
остановки ИР на длительный срок. Примером та-
кого подхода может служить перевод реактора
СМ с 2005 года на ТВС нового типа в процессе те-
кущей эксплуатации.

Модификации тепловыделяющих сборок но-
вого типа имеют те же габаритные размеры, но
набраны из твэлов с увеличенной на 20% загруз-
кой по 235U по сравнению с ранее использовав-
шимися твэлами (6 г вместо 5 г 235U на твэл). Кро-
ме того, в таких ТВС чехол из нержавеющей стали
заменен на чехол из циркониевого сплава.

В процессе замены типа топлива на реакторах
РБТ принята схема действий, апробированная и
фактически реализованная при подобной проце-
дуре для реактора СМ. Организационная схема
включает следующие основные этапы:

− расчетное обоснование безопасности для
каждой планируемой кампании в переходный пе-
риод;

− экспериментальное определение эффектив-
ности органов СУЗ, запаса реактивности и под-
критичности активной зоны по завершению пе-
регрузочных работ перед каждой кампанией;

− экспериментальное определение физиче-
ских характеристик активной зоны, важных для
безопасности, после замены всех ТВС старого ти-
па в активной зоне на ТВС с увеличенной загруз-
кой топлива;

− оформление отчета по обоснованию без-
опасности реактора и внесение необходимых из-
менений в эксплуатационную документацию.

Процедура перевода реакторов РБТ начата в
2015 году [3]. В рамках утвержденной программы
работ была проведена серия экспериментов на
реакторах по исследованию эффектов реактивно-
сти и эффективности РО СУЗ при замене штат-
ных ТВС на ТВС с увеличенной загрузкой по 235U.
Полученные результаты использованы для уточ-
нения расчетных оценок воздействия загрузки
ТВС нового типа на размножающие свойства ак-
тивной зоны. В результате расчетно-эксперимен-

Рис. 1. Поперечное сечение активной зоны реактора РБТ-6.
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тальных исследований была подтверждена воз-
можность поэтапного перевода реакторов РБТ на
топливо с увеличенной загрузкой 235U в твэле с
сохранением основных проектных характеристик
реактора при обоснованном выборе размещения
ТВС старого и нового типа на этапе формирова-
ния загрузки активной зоны.

Картограммы активной зоны реакторов РБТ-6
и РБТ-10 представлены на рис. 1 и на рис. 2 соот-
ветственно.

В течение 3,5 лет при перегрузках реакторов
ТВС старого типа последовательно заменяли на
современные ТВС. Для каждой планируемой пе-
регрузки с использованием аттестованного
прецизионного нейтронно-физического кода
MCU-RFFI/A рассчитывали запас реактивности,

подкритичность при проведении перегрузочных
операций, эффективность органов СУЗ, распре-
деление энерговыделения в активной зоне. По
результатам выполненных расчетов для каждой
кампании готовили обоснование безопасности,
подтверждающее, что пределы безопасной экс-
плуатации реакторов не нарушаются, а условия
безопасной эксплуатации обеспечиваются.

На рис. 3 показана картограмма загрузки топ-
лива в активной зоне реактора РБТ-6 по состоя-
нию на март 2019 г.

На рис. 4 представлено рассчитанное по про-
грамме MCU распределение энерговыделения по
сечению активной зоны реактора РБТ-6 с норми-
ровкой на среднее значение мощности ТВС.

Рис. 2. Поперечное сечение активной зоны реактора РБТ-10.
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На рис. 5 показана картограмма загрузки топ-
лива в активной зоне реактора РБТ-10 по состоя-
нию на март 2019 г.

На рис. 6 представлено рассчитанное по про-
грамме MCU распределение энерговыделения по

сечению активной зоны реактора с нормировкой
на среднее значение мощности ТВС.

В табл. 1 представлены рассчитанные по про-
грамме MCU эффективности РО СУЗ и реактив-
ностные параметры активной зоны реакторов
РБТ по состоянию на март 2019 г.

Рис. 3. Картограмма загрузки активной зоны реактора РБТ-6 с обозначением выгорания топлива в ячейках (серым
цветом выделены ячейки с ТВС нового типа).
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Рис. 4. Распределение энерговыделения по сечению активной зоны реактора РБТ-6, отн. ед. (серым цветом выделены
ячейки с ТВС нового типа).
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Рис. 5. Картограмма загрузки активной зоны реактора РБТ-10 с обозначением выгорания топлива в ячейках (серым
цветом выделены ячейки с ТВС нового типа).
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Рис. 6. Распределение энерговыделения по сечению активной зоны реактора РБТ-10, отн. ед. (серым цветом выделены
ячейки с ТВС нового типа).
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Таблица 1. Рассчитанные по программе MCU эффективности РО СУЗ и реактивностные параметры активной
зоны реакторов РБТ по состоянию на март 2019 г.

РБТ-10 РБТ-6

РО СУЗ
Эффективность, βэфф

Расчет Паспортное значение Расчет Паспортное значение

АР 0.33 ± 0.02 0.20–0.60 0.36 ± 0.02 0.25–0.50
АЗ-КО-1 КО 0.85 ± 0.02 0.65–2.20 0.80 ± 0.02 0.50–1.15

АЗ 1.25 ± 0.02 0.45–1.95 0.28 ± 0.02 0.10–0.35
АЗ-КО-2 КО 1.23 ± 0.02 0.95–2.80 1.82 ± 0.02 1.05–2.40

АЗ 1.80 ± 0.02 1.20–3.20 0.52 ± 0.02 0.30–0.70
АЗ-КО-3 КО 1.11 ± 0.02 0.65–2.20 1.09 ± 0.02 0.80–1.90

АЗ 1.81 ± 0.02 0.45–1.95 0.25 ± 0.02 0.20–0.55
АЗ-КО-4 КО 1.02 ± 0.02 0.65–2.20 0.99 ± 0.02 0.80–1.90

АЗ 1.45 ± 0.02 0.45–1.95 0.26 ± 0.02 0.20–0.55
АЗ-КО-5 КО 1.38 ± 0.02 0.95–2.80 1.64 ± 0.02 1.05–2.40

АЗ 2.12 ± 0.02 1.20–3.20 0.37 ± 0.02 0.30–0.70
АЗ-КО-6 КО 1.09 ± 0.02 0.65–2.20 0.68 ± 0.02 0.50–1.15

АЗ 1.79 ± 0.02 0.45–1.95 0.22 ± 0.02 0.10–0.35
Подкритичность 2.12 ± 0.06 не менее 1.54 3.79 ± 0.06 не менее 3.08

Запас реактивности 4.89 ± 0.06 9.0 3.60 ± 0.06 не более 4.6

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При использовании в реакторах РБТ ТВС но-
вого типа проводили постоянный контроль их
герметичности. Признаков разгерметизации ТВС
зафиксировано не было. К марту 2019 года коли-
чество ТВС нового типа в активной зоне реактора
РБТ-6 доведено до 46 штук (82% от общего числа
ТВС в а.з.), в активной зоне реактора РБТ-10 – до
43 штук (55% от общего числа ТВС в а.з.). Таким
образом, количество ТВС нового типа в активной
зоне реакторов РБТ превышает количество ТВС
старого типа, следовательно, ТВС нового типа
можно называть штатным топливом реакторов
РБТ [4].

При переводе на новый тип топлива все харак-
теристики реакторов остаются в паспортных пре-
делах и соответствуют данным, предоставленным
в отчете по обоснованию безопасности.

Все технологические операции, связанные с
переводом на новое топливо, аналогичны опера-
циям, применяемым с топливом старого типа,
поэтому переподготовка персонала не требуется.

Успешный опыт эксплуатации реакторов РБТ
с новым топливом в течение последних лет с со-
хранением проектных характеристик установок
подтвердил возможность дальнейшего безопас-
ного использования этого топлива.
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Системы жидкосолевых реакторов (ЖСР) представляют собой результат исследований в области
эксплуатационной безопасности, экономичности и соблюдения ядерного нераспространения
ядерных реакторов. Исходя из этого, ЖСР был выбран в качестве одного из перспективных реакто-
ров в рамках программы Международного форума “Поколение IV” (Generation IV International Fo-
rum – GIF). Разработанные проекты ЖСР подразумевают использование топливного цикла
Th/233U. Поскольку 233U не существует в природе, требуются дополнительные исследования по по-
иску экономически целесообразных топливных материалов, для замены 233U в качестве топлива
при пуске реактора. В данной работе был проанализирован топливный цикл и нейтронно-физиче-
ские характеристики однофазного двухзонного жидкосолевого ториевого реактора (Single-fluid
Double-zone Thorium-based Molten Salt Reactor – SD-TMSR) при использовании, в качестве старто-
вой загрузки, трех различных типов делящихся материалов низкообогащенного урана (НОУ)
(19.79%), реакторного Pu и 233U. В данной статье были применены два различных механизма доза-
грузки топлива. Кроме того, для моделирования процессов непрерывной переработки и дозагрузки
топлива в SD-TMSR в данной работе была использована процедура выгорания в MSR, реализован-
ная в коде SERPENT-2. Результаты анализа показали, что постоянный поток реакторного Pu для
дозагрузки способствует переходу к ториевому топливному циклу в течение относительно коротко-
го времени (≈4.5 года) по сравнению со сроком в 26 лет, наблюдаемым при использовании 233U в ка-
честве пускового топлива.

Ключевые слова: жидкосолевой реактор, ториевый топливный цикл, непрерывная переработка, ме-
тод Монте-Карло, выгорание, реактивность

10.1134/S2304487X20040021

ВВЕДЕНИЕ
В рамках программы Международного форума

“Поколение IV” (GIF) было определено восемь
технологических целей для ядерных систем сле-
дующего поколения. Эти цели были определены
в рамках четырех широких областей: безопас-
ность и надежность, экономичность, устойчи-
вость, ядерное нераспространение и физическая
защита [1]. ЖСР имеет множество преимуществ,
которые соответствуют заданным целям GI. На-
пример, благодаря жидкому топливу, ЖСР обла-
дает повышенной безопасностью, возможностью
проведения непрерывной переработки и доза-
грузки топлива, высокой экономией нейтронов и
рабочим давлением в первом контуре, близком к
атмосферному [2, 3]. Исходя из этого, ЖСР был
выбран GIF в качестве одного из перспективных

реакторов поколения-IV [1, 4]. В рамках концеп-
ции ЖСР топливо растворяют в расплавленных
солях (например, LiF или NaCl). Это жидкосоле-
вое топливо (например, LiF–BeF2–ThF4–233UF4)
постоянно циркулирует через активную зону и
позволяет обеспечить теплообмен между актив-
ной зоной реактора и промежуточными теплооб-
менниками.

Проект однофазного двухзонного ториевого
реактора (Single-fluid Double-zone Thorium-based
Molten Salt Reactor – SD-TMSR) был разработан в
Китайской академии наук [5]. SD-TMSR – это
проект ЖСР с графитовым замедлителем и топ-
ливным циклом Th/233U. В SD-TMSR делящиеся
и фертильные элементы объединены в одной со-
ли. Кроме того, активная зона реактора разделена
на внешнюю и внутреннюю подзоны. Радиус топ-

УДК 621.039.54

ТЕХНИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА
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ливных каналов во внешней зоне больше радиуса
топливных каналов во внутренней зоне, для улуч-
шения показателя коэффициента размножения
нейтронов [5, 6]. Проект ЖСР, работающего на
тепловом спектре нейтронов, был разработан для
топливного цикла Th/233U [3, 6, 7]. Данный про-
ект предполагает, что в наличии имеется старто-
вая загрузка 233U для запуска новых ЖСР. Однако
233U не присутствует в земной коре и может быть
получен только из фертильного 232Th в ядерном
реакторе. Следовательно, необходимо исследо-
вать другие делящиеся материалы (например,
235U), чтобы заменить 233U в составе топлива при
запуске реактора [8, 9]. Переход к ториевому топ-
ливному циклу возможно осуществить после до-
стижения времени удвоения1 233U, так как в этом
случае весь пусковой делящийся материал заме-
няется воспроизведенным 233U. Существуют раз-
личные исследования, посвященные запуску
ЖСР с альтернативным 233U делящимися матери-
алами. Многие из этих исследований фокусиру-
ются на проектах ЖСР, работающих на быстром
спектре нейтронов [10–14], и гораздо меньше ис-
следований посвящено ЖСР, работающим на
тепловом спектре нейтронов [8, 9, 15]. Тем не ме-
нее, моделирование концепции SD-TMSR с аль-
тернативными 233U делящимися материалами ра-
нее не изучалось. Поэтому главной целью данной
статьи является моделирование работы SD-TMSR
в течение продолжительного периода времени
(60 лет) с различными делящимися материалами
в качестве стартовой загрузки и без какой-либо
дозагрузки 233U для перехода к ториевому топлив-
ному циклу.

Было проведено исследование трех различных
делящихся материалов для стартовой загрузки:
НОУ, реакторный Pu и 233U. Кроме того, были
выбраны два разных механизма дозагрузки:

1. Механизм дозагрузки торием: непрерывная
дозагрузка тория и 233U из резервуара выдержки
для распада Pa2, где скорость убыли 233Pa = ско-
рость поступления 233U [8].

2. Механизм дозагрузки без тория: непрерывная
дозагрузка тяжелых металлов (Heavy Metal – HM)
(исключая Th) и одновременная дозагрузка всего
материала или отдельной фракции 233U из резер-
вуара выдержки для распада Pa.

Все расчеты, представленные в настоящей ста-
тье, были выполнены в коде SERPENT-2 версии
2.1.31 [16].

1 Время, необходимое для производства достаточного коли-
чества 233U, для запуска нового SD-TMSR.

2  Хранилище протактиния, извлеченного из активной зоны.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
Конструкция SD-TMSR основана на кон-

струкции реактора-размножителя с расплавом
солей (MSBR) [17] при некоторой модификации
геометрии для контроля положительного темпе-
ратурного коэффициента в MSBR. Геометрия
SD-TMSR была подробно описана в [5]. Актив-
ная зона представляет собой цилиндр с высотой и
диаметром, равными 460 см. В активной зоне рас-
положены гексагональные графитовые сборки.
Длина стороны гексагональной графитовой сбор-
ки была оптимизирована в [5] и составила 7.5 см.
Активная зона разделена на две разные подзоны
для повышения коэффициента размножения
нейтронов в рамках топливного цикла Th/233U.
Радиусы топливных каналов во внешней и внут-
ренней подзонах составляют 5 и 3.5 см соответ-
ственно. Основные характеристики SD-TMSR
приведены в табл. 1.

СОСТАВ ТОПЛИВА
Общий состав жидкой топливной соли в дан-

ной работе составляет 70LiF–17.5BeF2–
12.5(HM)F4 мол. %, где HM представляет собой
тяжелый металл (смесь тория и других актини-
дов). В настоящей статье рассматриваются три
различных типа делящихся материалов: НОУ
(19.79%), реакторный Pu [18] и 233U. Для случая
реакторного плутония состав соответствует плу-
тонию, извлеченному из отработавшего ядерного
топлива (ОЯТ) коммерческого водяного реактора
под давлением (Pressurized Water Reactor – PWR)
со средним выгоранием в 33 GWd/tHM и после 10
лет расхолаживания перед переработкой [18]. Со-
став реакторного плутония приведен в табл. 2.
Кроме того, молярный состав стартовой загрузки
топлива для всех трех рассматриваемых сценари-
ев приведен в табл. 3.

МЕТОДОЛОГИЯ И ИНСТРУМЕНТЫ
В данной работе для моделирования SD-

TMSR с различными типами стартовой загрузки
топлива используется SERPENT-2 версии 2.1.31 [16].
Расширение SERPENT позволяет реализовать
непрерывную переработку и дозагрузку топлива
[19]. Для всех расчетов в этой работе использова-
лась библиотека сечений ENDF-VII.0. Результа-
ты расчетов соответствуют работе реактора и бы-
ли получены при моделировании 1.25 × 107 ней-
тронных историй на каждый шаг выгорания.
Время выгорания в SD-TMSR составило 60 лет,
а статистическая ошибка при расчете коэффици-
ента размножения нейтронов (Keff) составила
±12 pcm. На рис. 1 представлена диаграмма пото-
ка шагов расчета. После запуска расчета входного
файла расширенное матричное экспоненциаль-
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ное решение, основанное на методе рациональ-
ного приближения Чебышева [20], использова-
лось для решения уравнения Бейтмена. Затем, с
оптимальной скоростью производилось извлече-
ние газообразных продуктов деления (ПД) и дру-
гих материалов (нерастворенные металлы, ланта-
ноиды и растворимые металлы, кроме Pu). Ско-
рость извлечения можно регулировать изменяя
размер потока газообразных ПД и других матери-
алов из топлива в резервуар хранения ПД3. Про-
тактиний удаляется со скоростью, соответствую-
щей размеру потока из топлива во внешний ре-
зервуар выдержки для распада Pa, для распада и
производства 233U. Полученный 233U использует-
ся в качестве свежего делящегося материала, а
оставшийся 233U – это чистая выработка 233U.

СКОРОСТЬ ДОЗАГРУЗКИ И ИЗВЛЕЧЕНИЕ ПД
Продукты деления действуют как нейтронные

яды, таким образом, они сильно влияют на пове-
дение реактора. ПД следует извлекать во время
работы ЖСР. Обозначим, что Tr – это время, в те-
чение которого вся соль подвергается повторной
переработке, а dNe – количество определенного
элемента e из общего количества данного элемен-
та Ne, которое извлекается за время dt [6]:

(1)

3 Хранилище газообразных ПД и других материалов, за ис-
ключением протактиния

= ε  ,e e e
r

dtdN N
T

где εe – эффективность извлечения. Интегрируя
уравнение (1), получим новый параметр, который

называется константой удаления . Для

простоты, будем считать εe равным 100%, поэтому
λe обратно пропорциональна Tr. Следовательно,
константа удаления газообразных ПД и других
материалов (нерастворенных металлов, лантано-
идов и растворимых металлов) была точно рас-
считана и приведена в табл. 4. Эффективное
время переработки для газообразных ПД и нерас-
творенных металлов было установлено равным
30 секундам (λe = –3.333E-02 с–1), поскольку дан-
ные элементы должны удаляться быстро и непре-
рывно с помощью системы барботирования газа.
Извлечение же растворимых ПД и лантаноидов
происходит с помощью химической переработки,
поэтому лишь небольшое количество расплав-
ленной соли перерабатывается каждый день. Эф-
фективное время переработки для растворимых
ПД длится ~10.59 дня (λe = –1.09195E-06 с–1). Это
эквивалентно эффективной скорости химиче-
ской переработки, равной 5 м3/сут [6]. Кроме то-
го, протактиний извлекается с помощью химиче-
ской переработки с тем же временем обработки,

= ελ e
e

rT

Таблица 1. Основные характеристики SD-TMSR [5]

Параметры Величина

Тепловая мощность (МВт) 2250
Состав топлива (моль %) 70LiF–17.5BeF2–12.5HMF4

Обогащение 7Li (%) 99.995
Температура топлива (К) 900

Плотность топлива при 900 К (г/см3) 3.3

Коэффициент расширения топлива (г/(см3 К)) –6.7 × 10–4

Плотность графита (г/см3) 2.3

Плотность B4C (г/см3) 2.52

Обогащение 10B (%) 18.4
Диаметр/высота активной зоны (см) 460/460
Длина стороны гексагональной графитовой сборки (см) 7.5
Внутренний радиус (см) 3.5
Внешний радиус (см) 5
Соотношение расплавленной соли и графита во внутренней подзоне 0.357
Соотношение соли расплава и графита во внешней подзоне 1.162

Объем топлива (м3) 52.9

Таблица 2. Состав реакторного плутония (мас. %) [18]
238Pu 239Pu 240Pu 241Pu 242Pu

1.3 60.3 24.3 9.1 5
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что и для растворимых ПД (т.е. 10.59 дня). Однако
протактиний извлекается и помещается в отдель-
ный резервуар выдержки для распада. Эффектив-
ные скорости дозагрузки HM и 233U варьирова-
лись в зависимости от времени выгорания. Для
того чтобы поддерживать реактор в критическом
состоянии и сохранять постоянной общую массу
топливной соли, требуется изменение скорости
дозагрузки.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
Механизм дозагрузки торием

Механизм дозагрузки тория представляет со-
бой обеспечение непрерывного потока дозагруз-
ки тория (из хранилища Th) и 233U из резервуара
выдержки для распада Pa. Молярная доля тяже-
лого металла в исходной загрузке топлива под-
держивалась постоянной и равной 12.5 мол. % для
всех сценариев. Кроме того, исходная доля деля-
щегося материала увеличивалась для трех компо-
зиций топливной соли, пока реактор SD-TMSR
не стал достаточно критичным при старте. Рис. 2
иллюстрирует динамику изменения коэффици-
ента размножения нейтронов (keff) во время рабо-
ты реактора при реализации механизма дозагруз-

ки торием. Как видно из рис. 2, keff резко умень-
шается во время работы реактора для сценариев с
использованием НОУ и реакторного Pu в каче-
стве стартовой загрузки топлива. Коэффициент
размножения нейтронов уменьшается в результа-
те выгорания исходных делящихся материалов и
производства продуктов деления, являющихся
нейтронным ядом. Таким образом, при сценари-
ях использования НОУ и реакторного Pu, в каче-
стве начальной загрузки топлива, реактор отно-
сительно быстро становится подкритичным (за
6 лет в случае НОУ и за 12 лет в случае реактор-
ного Pu). Количество 233U, производимого в
SD-TMSR, недостаточно для поддержания кри-
тичности реактора и противодействия паразити-
ческому поглощению нейтронов продуктами де-
ления. Тем не менее, непрерывный поток доза-
грузки тория и 233U позволяют управлять SD-TMSR
в течение продолжительного периода времени
(случай U-233 на рис. 2).

Механизм дозагрузки без тория

Механизм дозагрузки без тория представляет
собой непрерывную дозагрузку 233U из резервуара
выдержки для распада Pa и тяжелых металлов
извне (исключая Th). При использовании меха-
низма дозагрузки без тория были рассмотрены
только два различных исходных делящихся мате-
риала: НОУ и реакторный Pu. Непрерывная доза-
грузка 233U без 232Th приводит к сверхкритично-
сти реактора, таким образом, сценарий использо-
вания 233U в качестве исходного топлива
исключен из исследования механизма дозагрузки
без тория. На рис. 3 представлено изменение Keff
в течение 60 лет работы реактора при использова-
нии механизма дозагрузки без тория. Использо-

Таблица 3. Состав стартовой загрузки топлива (мол. %)

Компонент 
топливной соли

НОУ 
(19.79%) Реакторный Pu 233U

LiF 70 70 70
BeF2 17.5 17.5 17.5
ThF4 8.25 10.75 12.3
UF4 4.25 0.2
PuF3 1.75

Рис. 1. Блок-схема процедур расчета.
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Рис. 2. Изменение эффективного коэффициента раз-
множения нейтронов в течение 60 лет работы реакто-
ра при использовании механизма дозагрузки торием.
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вание реакторного Pu в качестве стартовой за-
грузки показывает многообещающие результаты
по сравнению со сценарием использования НОУ.
В сценарии использования реакторного Pu коли-
чество 233U, производимого в SD-TMSR в допол-
нение к потоку Pu дозагружаемого извне, доста-
точно для поддержания критичности реактора и
противодействию поглощения нейтронов про-
дуктами деления. НОУ менее привлекателен для
данного механизма дозагрузки, так как непре-
рывная дозагрузка НОУ увеличивает количество
фертильного 238U и, следовательно, снижает воз-
можность использования таких делящихся мате-
риалов. Согласно рассчитанным значениям keff,
реакторный Pu является единственным альтерна-
тивным делящимся материалом, которые можно
использовать для запуска и поддержания работы
SD-TMSR.

Реакторный Pu и 233U

В данном разделе рассматривается моделиро-
вание SD-TMSR с реакторным Pu и 233U в каче-
стве делящегося материала. Рис. 4 демонстри-
рует динамику изменения скорости дозагрузки
тяжелыми металлами в течение 60 лет работы
SD-TMSR. Скорость дозагрузки тяжелыми ме-
таллами была выбрана так, чтобы поддерживать
критичность реактора, а общая масса топлива во
время работы реактора была почти постоянной4.
При сценарии использования 233U средние значе-
ния скоростей дозагрузки 233U и 232Th составляют
1.77 и 2.21 кг/день, соответственно. Аналогичным
образом при сценарии использования реакторно-
го Pu средние значения скоростей подачи 233U и
Pu составляют 0.75 и 2.75 кг/день соответственно.
На рис. 5 показано изменение количества тория в
топливной соли для сценариев использования
233U и реакторного Pu. Количество тория в сцена-
рии с 233U уменьшается только на 3.2% под конец

4 Изменение общей массы топлива составляет менее 0.1%.

работы реактора (60 лет), при реализации меха-
низма дозагрузки торием. В случае применения
механизма дозагрузки без тория и сценария с ис-
пользованием реакторного Pu общая масса тория
значительно уменьшается на 39.2% под конец ра-
боты реактора.

На рис. 6 представлены значения массы 233U в
топливной соли для сценариев использования
233U и Pu в качестве стартовой топливной загруз-
ки. Примечательно, что масса 233U достигает рав-
новесия через ≈ 30 лет. В целом, количество 233U
достаточно для поддержания критичности в SD-
TMSR. В механизме дозагрузки без тория, SD-
TMSR непрерывно дозагружается HM (т.е. Pu) для
поддержания критичности, что увеличивает мо-
лярную долю Pu (мол. %) в расплавленной соли.
Согласно литературным данным, предел раство-
римости Pu в соли FLiBe составляет ≈4.0 мол. %
[21]. На рис. 7 представлена доля Pu в топливной
соли (мол. %) для сценариев использования 233U и

Таблица 4. Таблица обработки

Перерабатывающая группа Элементы Время обработки
константа

удаления λr [s–1]

ПД и нерастворенные металлы
(атомный номер Z = 1, 2, 7, 8,10, 18, 36, 
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 51, 52, 54, 71, 72, 

73, 74, 75, 76,77, 78, 79 and 86)
30 с –3.333E–2

Извлечение лантаноидов и дру-
гих растворимых ПД путем 
химической переработки

(атомный номер Z = 30, 31,32, 33, 34, 35, 
37, 38, 39, 40, 48, 49, 50, 53, 55, 56, 57, 58, 
59, 60, 61,62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70)

10.5994 дней (темп 
удаления =5м3/д)

–1.09195E–6

Извлечение Pa путем химиче-
ской переработки Pa

10.5994 дней (темп 
удаления =5м3/д)

–1.09195E–6

Рис. 3. Изменение эффективного коэффициента раз-
множения нейтронов в течение 60 лет работы реакто-
ра при использовании механизма дозагрузки без то-
рия.
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Pu для стартовой топливной загрузки соответ-
ственно. Отметим, что при сценарии использова-
ния 233U доля Pu немного увеличивается, однако,
она все же ниже предела растворимости. Так же и
в сценарии использования реакторного Pu доля
Pu увеличивается, но и в данном случае она ниже
предела растворимости.

На рис. 8 представлены размеры чистого про-
изводства 233U во время работы реактора для сце-
нариев стартовой загрузки 233U и реакторного Pu.
Рассматривая данные сценарии, можно отметить,
что чистое производство 233U увеличивается с вы-
горанием и достигает в конце срока работы реак-
тора значений примерно в 1.77 т и 10 т, соответ-

ственно. Для сценария 233U чистое производство
233U через 26 лет достигает 1.3 т; этого достаточно
для запуска другого SD-TMSR. Точно так же
можно видеть, что такое же количество 233U (1.3 т)
может быть достигнуто через 4.5 года, если мы
применяем механизм дозагрузки без тория на
SD-TMSR, который первоначально загружался
альтернативным 233U топливом. Кроме того, на
основе полученных данных можно сделать вывод,
что для сценария стартовой загрузки 233U в каче-
стве топлива, чистое производство 233U в течение
первых 455 дней является отрицательным, поэто-
му в этот период необходимо дозагрузить около
175.28 кг 233U.

Рис 4. Динамика скорости подачи тяжелых металлов за 60 лет эксплуатации реактора. Сплошные линии для 233U и
пунктирные линии для реакторного сорта Pu.
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случаев 233U и реакторного сорта Pu.
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НЕЙТРОННЫЙ СПЕКТР

На рис. 9 представлены значения потока ней-
тронов на единицу летаргии для исследуемой мо-
дели SD-TMSR в диапазоне энергий от 10–8 до
10 МэВ для сценариев использования 233U и реак-
торного Pu в качестве стартовой загрузки на нача-
ло жизни (Beginning of Life – BOL) и конец жизни
(End of Life – EOL). При сценарии использова-
ния 233U в EOL спектр нейтронов более жесткий,
чем в BOL, из-за большого накопленного количе-
ства Pu и других сильных поглотителей тепловых
нейтронов в топливной соли. При сценарии ис-
пользования реакторного Pu во время работы ре-

актора делящийся Pu выгорает, и 233U становится
основным делящимся изотопом (см. рис. 6),
спектр нейтронов смягчается и становится анало-
гичным начальному тепловому спектру SD-TMSR,
работающего на 233U.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были изучены три различных типа де-
лящихся материалов для изначальной загрузки
топлива для последующего перехода к ториевому
топливному циклу в SD-TMSR. Были рассмотре-
ны два различных механизма дозагрузки топлива:

Рис. 7. Доля Pu в топливной соли (мол. %) для случаев
233U и реакторного сорта Pu.
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Рис. 8. Чистое производство 233U на протяжении все-
го времени выгорания (60 лет) для случаев 233U и ре-
акторного сорта Pu.
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механизм дозагрузки торием и механизм доза-
грузки без тория.

Расчеты выгорания для модели SD-TMSR с
цельной активной зоной были выполнены с ис-
пользованием НОУ (19.79%), реакторного Pu и
233U в качестве исходных делящихся материалов.
Кроме того, были исследованы динамики изме-
нения эффективного коэффициента размноже-
ния нейтронов (keff) и нейтронного энергетиче-
ского спектра. Результаты показали, что обеспе-
чение непрерывного потока реакторного Pu для
топливной дозагрузки, позволяет обеспечить пе-
реход к планируемому топливному циклу за отно-
сительно короткое время (4.5 года). Важно отме-
тить, что рассчитанная молярная доля Pu (мол. %)
в топливной соли оказалась ниже предела раство-
римости.
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Abstract—Molten salt reactors (MSRs) represent advances in safety, sustainability, proliferation resistance,
and economics. Therefore, an MSR has been chosen as one of the promising reactors for next generation by
the Generation IV International Forum. The MSR has been designed to operate on the basis of the Th/233U
fuel cycle. Hence, 233U does not exist in nature; it is required to investigate commercially available fuel ma-
terials to replace 233U in starting fuel. We have analyzed the fuel cycle and neutron performance of the
SD-TMSR with three different fissile materials loading at startup: low-enriched uranium (LEU) (19.79%),
reactor-grade Pu, and 233U. Two different feed mechanisms have been applied. Moreover, the MSR burnup
routine within SERPENT-2 has been utilized to simulate the online reprocessing and refueling in the
SD-TMSR. In conclusion, the continuous f low of Pu reactor-grade offers the transition to a thorium fuel cy-
cle within a relatively short time (≈4.5 yr) compared to 26 yr for 233U startup fuel.
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Исследуются нелинейные уравнения в частных производных с переменным запаздыванием типа
пантографа, которые помимо искомой функции  содержат также функции с растяжением
одной или нескольких независимых переменных вида ,  или , где  и  – пара-
метры масштабирования ( , ). Впервые описаны точные решения различных клас-
сов таких уравнений. Приведены примеры нелинейных уравнений в частных производных с пере-
менным запаздыванием типа пантографа, которые допускают автомодельные решения (отметим,
что уравнения в частных производных с постоянным запаздыванием не имеют автомодельных ре-
шений). Получены точные решения с аддитивным, мультипликативным и обобщенным разделени-
ем переменных, а также решения более сложного вида. Особое внимание уделяется нелинейным
уравнениям в частных производных типа пантографа достаточно общего вида, которые содержат
произвольные функции. В целом рассмотрено более сорока нелинейных уравнений с переменным
запаздыванием типа пантографа, допускающих точные решения. Показано, что некоторые уравне-
ния допускают обобщение на случай запаздывания, которое произвольным образом зависит от времени.
Описанные уравнения и их точные решения могут быть использованы для формулировки тестовых
задач, предназначенных для проверки адекватности и оценки точности численных и приближен-
ных аналитических методов решения соответствующих нелинейных начально-краевых задач для
уравнений в частных производных с переменным запаздыванием типа пантографа.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения типа пантографа, уравнения в частных
производных с переменным запаздыванием, реакционно-диффузионные уравнения, волновые
уравнения, точные решения, автомодельные решения
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнения с постоянным запаздыванием. В есте-
ствознании важную роль играет изучение наслед-
ственных свойств нелинейных систем различной
природы, скорость изменения искомых величин
которых зависит не только от состояния в данный
момент времени, но и от предыдущей эволюции
процесса. В частном случае состояние системы
может определяться не всей ее историей, а только
каким-то моментом в прошлом. Такие системы
называют системами с запаздыванием. При мате-
матическом моделировании подобных систем в
простейшем случае в дифференциальные уравне-
ния помимо искомой функции  входит также
функция , где  – время,  – время за-
паздывания [1–3]. Обычно считается, что время
запаздывания постоянно.

При моделировании нелинейных систем с по-
стоянным запаздыванием и двумя независимыми
переменными , , где  – пространственная ко-
ордината, чаще всего встречаются реакционно-
диффузионные уравнения вида [4]:

(1)
Наличие запаздывания значительно затрудня-

ет анализ уравнений вида (1). Такие уравнения
допускают решения типа бегущей волны ,
где  (см., например, [4–7]), но не допус-
кают автомодельных решений вида ,
которые часто имеют уравнения с частными про-
изводными без запаздывания.

Более сложные, чем решения типа бегущей
волны, точные решения нелинейных уравнений с
запаздыванием реакционно-диффузионного ти-

= ,( )u u x t
,( )u px t ,( )u x qt ,( )u px qt p q

< <0 1p < <0 1q

( )u t
− τ( )u t t τ > 0

x t x

= + , , = , − τ .( ) ( )t xxu au F u w w u x t

= ( )u u z
= + λz x t

β λ= ϕ( )u t xt
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па были получены в работах [8–19]. Точные ре-
шения нелинейных уравнений типа Клейна–
Гордона с запаздыванием и других нелинейных
уравнений гиперболического типа приведены в
[20–28]. Некоторые точные решения дифферен-
циально-разностных уравнений вязкой несжима-
емой жидкости (которые обобщают уравнения
Навье–Стокса) описаны в [29].

Важно отметить, что дифференциальные урав-
нения с запаздыванием обладают рядом специ-
фических качественных особенностей [4, 21, 23,
30], которые не присущи уравнениям без запаз-
дывания.

Уравнение пантографа и родственные уравне-
ния. В некоторых случаях запаздывание может за-
висеть от времени, т.е. , где  – за-
данная функция [2].

Для иллюстрации сказанного рассмотрим ли-
нейное обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка с переменным запаздыва-
нием, пропорциональным независимой пере-
менной:

(2)

которое при  называется уравнением пан-
тографа. Это уравнение описывает динамику
контактного токоприемника (пантографа) элек-
тровоза [31] и является частным случаем ОДУ с
переменным запаздыванием при .
Функция , входящая в уравнение пантогра-
фа (2), отличается от функции  растяжением
вдоль оси  в  раз.

Уравнение пантографа и более сложные род-
ственные дифференциальные уравнения, кото-
рые содержат искомые функции с растяжением
аргумента, используются для математического
моделирования различных процессов в биологии
[32, 33], астрофизике [34], электродинамике [35],
теории популяций [36], теории чисел [37], стоха-
стических играх [38], теории графов [39], теории
риска и очередей [40]. Анализу и решению таких
уравнений посвящены также, например, работы
[31, 41–47].

Нам неизвестны публикации, в которых были
бы приведены точные решения нелинейных
уравнений с частными производными типа пан-
тографа. В [9, 11, 15] были описаны несколько
классов точных решений нелинейных уравнений
с частными производными с произвольным за-
паздыванием. Эти результаты использованы в
данной статье для получения точных решений со-
ответствующих уравнений типа пантографа. Кро-
ме того, рассмотрено много других нелинейных
уравнений с частными производными типа пан-
тографа второго и более высоких порядков, кото-
рые допускают точные решения, включая и авто-
модельные решения. Некоторые точные решения

τ = τ( )t τ >( ) 0t

= + , = ,' ( )tu au bw w u pt

< <0 1p

τ = −( ) (1 )t p t
( )u pt

( )u t
t 1/p

были получены с помощью различных модифи-
каций метода функциональных связей [10, 15].

В данной статье термин “точное решение” для
нелинейных уравнений в частных производных
типа пантографа (с растяжением одного или не-
скольких независимых переменных) и других
уравнений с переменным запаздыванием будем
применять в случаях, когда решение выражается:

(i) через элементарные функции, функции,
входящие в уравнение (это необходимо, когда
уравнение содержит произвольные функции), и
неопределенные или/и определенные интегралы;

(ii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений без запаздывания или си-
стем таких уравнений;

(iii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений типа пантографа и других
уравнений с переменным запаздыванием или си-
стем таких уравнений.

Допустимы комбинации решений из пп. (i)–
(iii). В случае (i) точное решение может быть
представлено в явной, неявной или параметриче-
ской форме. Данное определение обобщает тер-
мин “точное решение”, который использовался в
[10, 12] для нелинейных уравнений в частных
производных с постоянным запаздыванием и в
[48] – для уравнений без запаздывания.

Далее, если специально не оговаривается, в
нелинейных уравнениях с частными производ-
ными типа пантографа считается, что  и

,  и  – произвольные функции.
Искомая функция обозначается , а искомая
функция с растяжением одного или нескольких
аргументов – .

2. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
РЕАКЦИОННО-ДИФФУЗИОННЫХ 
УРАВНЕНИЙ ТИПА ПАНТОГРАФА

2.1. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие свободные параметры

Уравнение 1. Уравнение со степенной нели-
нейностью

(3)

при  допускает автомодельное решение

(4)

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

(5)
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< <0 1q ( )f z ( )g z

u

w

= + , = ,( )k
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Замечание 1. Интересно отметить, что нели-
нейное уравнение (3) с переменным запаздыва-
нием при   в частном случае 
имеет точное решение, которое выражается через
решение ОДУ без запаздывания (5) при , при

 уравнение (3) сводится к ОДУ с запазды-
ванием при , а при  – к ОДУ с опере-
жением при . Более того, решение уравнения
(3) с опережением при  при подходящих
значениях параметров  и  также может выра-
жаться через решение ОДУ с запаздыванием
( ), без запаздывания ( ) и с опережением
( ).

Уравнение 2. Уравнение со степенной нели-
нейностью

при  допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 3. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  описываются не-
линейными ОДУ типа пантографа

Уравнение 4. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

(6)

допускает точное решение вида

где функции  описываются нелиней-
ной системой ОДУ типа пантографа

< ,0 p < 1q /= 1 2p q

= 1s
/< 1 2p q

< 1s /> 1 2p q
> 1s
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Уравнение 5. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

(7)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ции  описываются нелинейной систе-
мой ОДУ типа пантографа

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ции  описываются нелинейной систе-
мой ОДУ типа пантографа

При  имеем . В этом случае
второе уравнение системы становится независи-
мым, а первое – линейным для .

Замечание 2. Уравнения (6) и (7) и их решения
допускают обобщения на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9].

2.2. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие произвольные функции вида 

Уравнение 6. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

= + + + + ,
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2( ln ln ln )
( ),

t xxu au u b u c u d w s
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Уравнение 7. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 8. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

(8)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ первого

порядка типа пантографа
(9)

2°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ первого

порядка типа пантографа (9).
Отметим, что уравнение (8) и его решения до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9, 11].

Уравнение 9. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

2.3. Уравнения, линейные по производным, 
содержащие произвольные функции вида 

Уравнение 10. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

= + − , = , ,( ) ( )t xxu au f u w w u px t

, = + ϕ ,( ) ( )u x t Ct x

C
ϕ = ϕ( )x

ϕ − + ϕ − ϕ = , ϕ = ϕ .'' ( ) 0 ( )xxa C f px
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< 0ab
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ψ = ψ( )t

ψ = ψ + ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t b f qt

> 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = ,( ) cos( ) sin( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + + − , = , ,( ) ( )t xxu au bu f u w w u px t

, = + ϕ ,( ) ( )btu x t Ce x

C
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ + ϕ − ϕ = , ϕ = ϕ .'' ( ) 0 ( )xxa b f px

( / )f w u

= + , = , ,( / ) ( )t xxu au uf w u w u px t

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 11. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает несколько точных решений с мульти-
пликативным разделением переменных, приве-
денных ниже.

1°. Решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

2°. Решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

3°. Вырожденное решение

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ пер-
вого порядка типа пантографа

Уравнение 12. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

(10)
допускает точное решение с мультипликативным
разделением переменных

где функции  и  описываются не-
линейным ОДУ второго порядка и ОДУ первого
порядка типа пантографа

(11)

где  – произвольная постоянная.
Первое уравнение (11) является автономным,

его общее решение может быть получено в неяв-

λ, = ϕ ,( ) ( )tu x t e x

λ
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ ϕ − λ = , ϕ = ϕ .'' [ ( / ) ] 0 ( )xxa f px

= + , = , ,( / ) ( )t xxu au uf w u w u x qt

, = λ + λ ψ ,( ) [ ch( ) sh( )] ( )u x t A x B x t

A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = λ ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .2' ( / ) ( )t a f qt

, = λ + λ ψ ,( ) [ cos( ) sin( )] ( )u x t A x B x t

A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = − λ ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .2' ( / ) ( )t a f qt

, = + ψ ,( ) ( ) ( )u x t Ax B t
A B λ
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ ψ , ψ = ψ .' ( / ) ( )t f qt

= + + , = , ,ln ( / ) ( )t xxu au bu u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

ϕ = ϕ − ϕ ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ + ψ ψ, ψ = ψ ,
1

1

'' ln

' ( / ) ln ( )

xx

t

a C b

C f b qt

1C
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ной форме. Частное однопараметрическое реше-
ние этого уравнения имеет вид

где  – произвольная постоянная.
Отметим, что уравнение (10) и его решение до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция [9, 11].

Уравнение 13. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию,

допускает точное решение с мультипликативным
разделением переменных

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ типа

пантографа

2.4. Нелинейные уравнения более сложного вида
Уравнение 14. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса степенного вида

(12)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная.
Уравнение 15. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса степенного вида

(13)

допускает три решения с мультипликативным
разделением переменных, которые приведены
ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(14)

 ϕ = − + + + ,
  

2 1
2

1exp ( )
4 2

Cb x C
a b

2C

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + + , = ,ln ( / ) ( ),t xxu au bu u uf w u w u px t

, = ϕ ,( ) exp( ) ( )btu x t Ce x

C
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ = , ϕ = ϕ .'' ln ( / ) 0 ( )xxa b f px

= + , = ,( ) ( / ) ( ),k
t x xu a u u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

+

ϕ ϕ = ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ ,1

' '( )

' ( / ) ( )

k
x x

k
t

a b

b f qt

b

+= + + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
t x xu a u u uf w u bu w u x qt

+ >( 1) 0b k
/ +, = β + β ψ ,

β = + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ / ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

3°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

Уравнение 16. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса степенного вида

допускает точное решение

где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ второго порядка с

постоянным запаздыванием

Уравнение 17. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса степенного вида

(15)

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 18. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(16)
допускает решение с аддитивным разделением
переменных

где ,  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

+ <( 1) 0b k
/ +, = −β + β ψ ,

β = − + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= −1k

( ), = − + ψ ,2
1 2( ) exp ( )

2
bu x t C x C x t
a

1C 2C
ψ = ψ( )t

+= + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
t x xu a u u u f w u w u x qt

− /, = ϕ , = + λ ,1( ) ( ) lnku x t t z z x t

λ
ϕ = ϕ( )z

+ − /ϕ ϕ − λϕ + ϕ + ϕ ϕ ϕ = ,

ϕ = ϕ + λ .

1 11' ' '( ) ( / ) 0

( ln )

k k k
z z za f q

k
z q

− + += + + − ,
= , ,

1 1( ) ( )
( )

k k k k
t x xu a u u b u f u w

w u x qt

/ ++ , = ψ − + + ,
  

1 ( 1)
2

1 2
( 1)( ) ( )

2

kb ku x t t x C x C
a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = + ψ − ψ , ψ = ψ .' ( 1) ( ) ( )t k f qt

λ= + − , = , ,( ) ( ) ( )u
t x xu a e u f u w w u x qt

= + + + ψ ,
λ

21 ln( ) ( )u Ax Bx C t

A B C
ψ( )t

λψψ = λ + ψ − ψ , ψ = ψ .' 2 ( / ) ( ) ( )a A e f qt
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Уравнение 19. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(17)
допускает два решения с аддитивным разделени-
ем переменных.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(18)

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (18).

Уравнение 20. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса экспоненциального вида

(19)

допускает решение с функциональным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 21. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса логарифмического вида

(20)

допускает решения

где функция  описывается ОДУ типа пан-
тографа

Уравнение 22. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(21)

λ λ= + − + , = , ,( ) ( ) ( )u u
t x xu a e u f u w be w u x qt

λ > 0b

, = β + β + ψ ,
λ

β = λ ,

1 2
1( ) ln[ cos( ) sin( )] ( )

/

u x t C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

λ < 0b

, = −β + β + ψ ,
λ

β = − λ ,

1 2
1( ) ln[ exp( ) exp( )] ( )

/

u x t C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

λ −λ λ λ= + + − ,
= , ,

( ) ( )
( )

u u u w
t x xu a e u b e f e e

w u x qt

λ , = ψ − + + ,
  λ

2
1 2

1( ) ln ( )
2
bu x t t x C x C

a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = λ ψ − ψ , ψ = ψ .' ( ) ( )t f qt

= + − + ,
= , ,

[( ln ) ] ln ( / )
( )

t x xu a u b u cu u uf w u
w u x qt

, = ± ψ ,( ) exp( / ) ( )u x t c ax t

ψ = ψ( )t

ψ = + ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ .' (1 / ) ( / ) ( )t c b a f qt

= + + + ,

= , ,

1'[ ( ) ] [ ( ) ( ) ]
'( )

( )

t u x x
u

u uf u u af u bf w c
f u

w u x qt

допускает решение в неявной форме

где функции  и  удовлетворяют
ОДУ типа пантографа

Уравнение 23. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(22)

допускает решение в неявной форме

где функция  описывается ОДУ типа пан-
тографа (18).

Уравнение 24. Уравнение с переменным коэф-
фициентом переноса общего вида

(23)

допускает два решения с разделением перемен-
ных в неявной форме.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа
(14).

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (14).

Замечание 3. Уравнения (12), (13), (15), (16),
(17), (19), (20), (21), (22), (23) и их решения допус-
кают обобщения на случай переменного запаз-
дывания общего вида, когда , где

 – произвольная функция [15].
Уравнение 25. Уравнение с переменным коэф-

фициентом переноса общего вида

допускает автомодельное решение

= ϕ + ψ ,( ) ( ) ( )f u t x t

ϕ = ϕ( )t ψ = ψ( )t

ϕ = ϕ + ϕ, ϕ = ϕ ,

ψ = ψ + ψ + + ϕ , ψ = ψ .2

' ( )

' ( )

t

t

a b qt

a b c qt

= + + − ,

= , ,

1'[ ( ) ] ( ( ) ( ))
' ( )

( )

t u x x

u

u a g u u b f g u g w
g u

w u x qt

= ψ − + + ,2
1 2( ) ( )

2
bg u t x C x C
a

ψ = ψ( )t

= + + ,

= , ,

( )'[ ( ) ] ( ) ( ( )/ ( ))
' ( )

( )

t u x x
u

g uu a g u u bg u f g w g u
g u

w u x qt

> 0ab

= λ + λ ψ , λ = ,1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( ) /g u C x C x t b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

< 0ab

= −λ + λ ψ ,
λ = − ,

1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

/

g u C x C x t

b a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= , = , ,[ ( ) ] ( )t x xu f w u w u px qt

− /, = , = ,1 2( ) ( )u x t U z z xt
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где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 26. Эволюционное уравнение вто-
рого порядка общего вида

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА 

ПАНТОГРАФА
3.1. Уравнения, линейные по производным

Уравнение 27. Уравнение типа Клейна–Гордо-
на со степенной нелинейностью

при  допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 28. Уравнение с логарифмической
нелинейностью

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  описываются не-
линейными ОДУ второго порядка типа пантогра-
фа

Уравнение 29. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

= ( )U U z

− /

+ = ,

= , = ≤ .1 2

1' ' '[ ( ) ] 0
2

( ) 1

z z zf W U zU

W U sz s pq

= , , , , = , ,( ) ( )t x xxu F u w u u w u px pt

, = , = − λ ,( ) ( )u x t U z z kx t

= ( )U U z

, , , + λ = , = .2' '' '( ) 0 ( )z zz zF U W kU k U U W U pz

= + , = , ,( )k
tt xxu au bw w u px qt

≠ 1k

−, = , = ,
2

1( ) ( ) /ku x t t U z z x t

= ( )U U z

−+ +− + = + ,
−−
= , = ≤ .

2
2 1

2
2(1 ) 2(1 ) ' '' ''

1(1 )
( ) / 1

k
kk

z zz zz
k kU zU z U aU bq W

kk
W U sz s p q

= + + , = , ,( ln ln ) ( )tt xxu au u b u c w w u px qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ = ϕ( )x ψ = ψ( )t

ϕ + ϕ ϕ + ϕ = , ϕ = ϕ ;

ψ = ψ ψ + ψ , ψ = ψ .

'' ( ln ln ) 0 ( )

'' ( ln ln ) ( )

xx

tt

a b c px

b c qt

= + − , = , ,( ) ( )tt xxu au f u w w u x qt

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается нелинейным ОДУ вто-
рого порядка типа пантографа

Уравнение 30. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

(24)

допускает точное решение с аддитивным разделе-
нием переменных

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Уравнение 31. Уравнение, содержащее произ-
вольную функцию

(25)

в зависимости от знака произведения  допуска-
ет два точных решения, приведенных ниже.

1°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

(26)

2°. Решение при :

где ,  – произвольные постоянные, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа (26).
Отметим, что уравнение (25) и его решение до-

пускают обобщение на случай переменного за-
паздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

Уравнение 32. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

(27)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

, = + + ψ ,2
1 2( ) ( )u x t C x C x t

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = + ψ − ψ , ψ = ψ .1'' 2 ( ) ( )tt aC f qt

= + − , = , ,( ) ( )tt xxu au f u w w u px t

, = + + ϕ ,2
1 2( ) ( )u x t C t C t x

1C 2C
ϕ = ϕ( )x

ϕ − + ϕ − ϕ = , ϕ = ϕ .1'' 2 ( ) 0 ( )xxa C f px

= + + − , = , ,( ) ( )tt xxu au bu f u w w u x qt

ab

< 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = − ,( ) ch( ) sh( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

ψ = ψ + ψ − ψ , ψ = ψ .'' ( ) ( )tt b f qt

> 0ab

, = λ + λ + ψ , λ = ,( ) cos( ) sin( ) ( ) /u x t A x B x t b a

A B
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

= + , = , ,( / ) ( )tt xxu au uf w u w u px t

λ, = ϕ ,( ) ( )tu x t e x
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где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается нелинейным ОДУ второго

порядка типа пантографа

Замечание 4. Уравнения (24) и (27) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

3.2. Нелинейные уравнения более сложного вида

Уравнение 33. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

(28)

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

где функции  и  определяются из ОДУ и
ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная.
Уравнение 34. Нелинейное волновое уравне-

ние типа пантографа

(29)

допускает три решения с мультипликативным
разделением переменных, которые приведены
ниже.

1°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

(30)

2°. Решение при :

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ с запаздыванием (30).

3°. Решение при :

λ
ϕ = ϕ( )x

ϕ + ϕ ϕ ϕ − λ = , ϕ = ϕ .2'' [ ( / ) ] 0 ( )xxa f px

= − τ ,( ( ) )w u x x t
τ( )x

= + , = , ,( ) ( / ) ( )k
tt x xu a u u uf w u w u x qt

, = ϕ ψ ,( ) ( ) ( )u x t x t

ϕ( )x ψ( )t

+

ϕ ϕ = ϕ,

ψ = ψ + ψ ψ ψ , ψ = ψ ,1

' '( )

'' ( / ) ( )

k
x x

k
tt

a b

b f qt

b

+= + + ,
= , ,

1( ) ( / )
( )

k k
tt x xu a u u uf w u bu

w u x qt

+ >( 1) 0b k
/ +, = β + β ψ ,

β = + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ cos( ) sin( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

ψ = ψ ψ ψ , ψ = ψ .'' ( / ) ( )tt f qt

+ <( 1) 0b k
/ +, = −β + β ψ ,

β = − + ,

1 ( 1)
1 2( ) [ exp( ) exp( )] ( )

( 1)/

ku x t C x C x t

b k a

1C 2C
ψ = ψ( )t

= −1k

( ), = − + ψ ,2
1 2( ) exp ( )

2
bu x t C x C x t
a

где  и  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантогра-
фа (30).

Замечание 5. Уравнения (28) и (29) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

Уравнение 35. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

допускает точное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ второго порядка с

постоянным запаздыванием

Уравнение 36. Нелинейное волновое уравне-
ние типа пантографа

допускает решение с аддитивным разделением
переменных

где , ,  – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается ОДУ типа пантографа

Уравнение 37. Нелинейное волновое уравне-
ние

(31)
допускает автомодельное решение

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Это уравнение допускает первый интеграл

(32)
где  – произвольная постоянная. В специаль-
ном случае  уравнение (32) вырождается в
трансцендентное уравнение и приводит к реше-
нию , которое порождает точное реше-
ние исходного уравнения (31), заданное в неяв-
ной форме:

1C 2C
ψ = ψ( )t

= , − τ( ( ))w u x t t
τ( )t

+= + , = , ,1( ) ( / ) ( )k k
tt x xu a u u u f w u w u x qt

− /, = ϕ , = + λ ,2( ) ( ) lnku x t t z z x t

λ
ϕ = ϕ( )z

+ − /

+ +ϕ − λ ϕ + λ ϕ =

= ϕ ϕ + ϕ ϕ ϕ ,
ϕ = ϕ + λ .

2
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1 2
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kk

a f q
z q
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tt x xu a e u f u w w u x qt
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λ

21( ) ln( ) ( )u x t Ax Bx C t

A B C
ψ = ψ( )t

λψψ = λ + ψ − ψ , ψ = ψ .'' 2 ( / ) ( ) ( )tt a A e f qt

= , = , ,[ ( ) ] ( )tt x xu f w u w u px qt

, = , = ,( ) ( ) /u x t U z z x t

= ( )U U z
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Это решение можно представить в виде
, где  – функция, обратная к .

Уравнение 38. Уравнение второго порядка, со-
держащее , общего вида

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

4. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
СТАРШИХ ПОРЯДКОВ

4.1. Уравнения, линейные по производным
Уравнение 39. Уравнение типа пантографа

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.
Уравнение 40. Уравнение типа пантографа

допускает решение с аддитивным разделением
переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.

, = , = ,
= , = .
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Уравнение 41. Уравнение типа пантографа

допускает решение с мультипликативным разде-
лением переменных

Здесь функции  и  определяются
из ОДУ и ОДУ типа пантографа

где  – произвольная постоянная.

4.2. Нелинейные уравнения более сложного вида
Уравнение 42. Уравнение типа пантографа

допускает точное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функция
 описывается ОДУ с постоянным запаз-

дыванием

Уравнение 43. Уравнение типа пантографа

допускает решение типа бегущей волны

где функция  описывается нелинейным
ОДУ типа пантографа

Уравнение 44. Уравнение типа пантографа

(33)

допускает точное решение в виде суммы функций
разных аргументов
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ПОЛЯНИН, СОРОКИН

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная. Без ограничения
общности можно положить  (соответствует
замене  и ).

Уравнение 45. Уравнение типа пантографа

(34)

допускает точное решение в виде произведения
функций разных аргументов

где функции  и  определяются из
ОДУ и ОДУ типа пантографа

 – произвольная постоянная. Без ограничения
общности можно положить .

Замечание 6. Уравнения (33) и (34) и их реше-
ния допускают обобщения на случай переменного
запаздывания общего вида, когда ,
где  – произвольная функция.

5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Впервые представлены точные решения раз-

личных классов нелинейных уравнений в част-
ных производных с переменным запаздыванием
типа пантографа, которые помимо искомой
функции  содержат также функции с
растяжением одной или нескольких независимых
переменных вида ,  или .
Приведены примеры нелинейных уравнений в
частных производных типа пантографа, которые
допускают автомодельные решения, решения с
аддитивным, мультипликативным и обобщен-
ным разделением переменных, а также решения
более сложного вида. Особое внимание уделяется
нелинейным уравнениям типа пантографа доста-
точно общего вида, которые содержат произволь-
ные функции. Рассмотренные уравнения и их
точные решения могут быть использованы для
формулировки тестовых задач, предназначенных
для оценки точности численных и приближен-
ных аналитических методов решения соответ-
ствующих нелинейных начально-краевых задач
для уравнений в частных производных с перемен-
ным запаздыванием типа пантографа.

Работа выполнена по теме государственного за-
дания (№ госрегистрации AAAA-A20-120011690135-5)
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и при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований
(проект № 18-29-10025).
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Abstract—Nonlinear partial differential equations with variable delay of pantograph type are studied. These
equations, in addition to the unknown function u = u(x, t), also contain functions with stretching of one or
several independent variables of the form u(px, t), u(x, qt), or u(px, qt), where p and q are the scaling param-
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solutions). Additive, multiplicative, and generalized separable solutions, as well as solutions of a more com-
plex form, are obtained. Special attention is paid to nonlinear partial differential equations of pantograph type
of a fairly general form that contain arbitrary functions. In total, more than 40 nonlinear equations with vari-
able delay of pantograph type, admitting exact solutions, are considered. It is shown that some equations can
be generalized to the case of delay, which arbitrarily depends on time. The described equations and their exact
solutions can be used to formulate test problems designed to check the adequacy and assess the accuracy of
numerical and approximate analytical methods for solving the corresponding nonlinear initial-boundary val-
ue problems for partial differential equations with variable delay of pantograph type.
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Рассматривается вариационное уравнение Гинзбурга–Ландау, возникающее в теории конденсиро-
ванных сред. В работе изучается вариант этого уравнения, который называют  – модель. Как и в
случае  – модели соответствующее уравнение изучается вместе с периодическими краевыми
условиями. Для периодической краевой задачи получены условия существования одномодовых со-
стояний равновесия. Дан ответ об их устойчивости в смысле определения А.М. Ляпунова. В случае
смены устойчивости одномодовыми состояниями равновесия изучены локальные бифуркации в
окрестности этих решений. Показано, что в рассматриваемой задаче характерны докритические
(жесткие) бифуркации. Бифуркационный анализ использует методы теории динамических систем
с бесконечномерным фазовым пространством и в первую очередь метод интегральных многообра-
зий и метод нормальных форм Пуанкаре. Показано, что от одномодовых состояний равновесия би-
фурцируют двумерные инвариантные многообразия, сформированные пространственно неодно-
родными решениями, отличными от одномодовых. Для таких решений получены асимптотические
формулы.

Ключевые слова: вариационное уравнение Гинзбурга–Ландау, одномодовые состояния равновесия,
устойчивость, бифуркации, пространственно неоднородные решения
DOI: 10.1134/S2304487X20040045

ВВЕДЕНИЕ
Среди нелинейных моделей физики можно от-

метить несколько уравнений и систем, которые
занимают особое положение. Такой феномен
частично быть может объяснен обширными при-
ложениями не только в физике, но и химии, био-
логии. Вторая причина состоит в том, что эти
уравнения демонстрируют сложную динамику
решений. К таким уравнениям можно отнести та-
кие уравнения как нелинейное уравнение Шре-
дингера, Кортевега де Вриза, Курамото–Сива-
шинского и т.д. В данной работе речь пойдет об
одном из вариантов уравнения, которое принято
называть комплексным уравнением Гинзбурга–
Ландау (УГЛ) (см., например, [1–3])

(1)

где   . В
случае, если  получаем частный вариант
такого уравнения. Этот вариант заслужил соб-
ственное название вариационного уравнения
Гинзбурга–Ландау [2]. В этой работе указаны об-
ласти физики, где используется уравнение (1) и

его частные варианты. Например, вариационное
уравнение Гинзбурга–Ландау было использовано
в теории конденсированных сред, где получило
название  – модель (см., например, [4]). Доста-
точно часто уравнение (1) и вариационный его
вариант дополняют периодическими краевыми
условиями, которые после соответствующих пе-
ренормировок можно записать в следующем виде

(2)

Уравнение (1) – это классический вариант
УГЛ. Рассматривались его обобщения и вариан-
ты. Например,

(3)

где  
 В работах [5, 6] уравнение (3) рассмат-

ривалось вместе с периодическими краевыми
условиями по каждой из пространственных пере-
менных  Так, например, в работе [5]
сочетание аналитических и численных методов
показало, что начиная с размерности 2  и

ψ6

ψ4

= − + + + ,2(1 ) | | ( )t xxu u ic u u a ib u

= , = , + , ,1 2( ) ( ) ( )u u t x u t x iu t x , , ∈ ,c a b R ≥ 0a
= = ,0c b

ψ4

, + π = , .( 2 ) ( )u t x u t x

= − + + + Δ ,2(1 ) | | ( )tu u ic u u a ib u

= , = , + , ,1 2( ) ( ) ( )u u t x u t x iu t x = , , ,1( )nx x … x
= , , .1 2n …

, = , , , .1 2jx j … n

=( 2)n
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выше при достаточно больших  возможна
жесткая турбулентность – динамика с редкими,
но исключительно высокими выбросами. По
мнению многих исследователей такую динамику
предваряет наличие “жестких” (докритических)
локальных бифуркаций. В работе [6] было пока-
зано, что начиная с  такие бифуркации ха-
рактерны для уравнения (3), если 

В случае одной пространственной переменной
в ряде работ (см., например, [7]) высказывалось
мнение, подкрепленное численным анализом,
что аналогичные эффекты возможны, если рас-
смотреть краевую задачу

(4)

(5)

даже если  (“одномерный” случай). Как уже
отмечалось, наличие “жесткой” турбулентности
связано с реализацией жестких бифуркаций. В
данной работе будет показано, что при 
реализуются жесткие бифуркации в окрестности
одномодовых состояний равновесия, т.е. реше-
ний вида

при соответствующем выборе  и основных пара-
метров задачи.

Отметим, что более классический вариант ва-
риационного УГЛ

дополненный периодическими краевыми усло-
виями был рассмотрен в работе [8].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОДНОМОДОВЫЕ 
СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Далее будем изучать динамику решений крае-
вой задачи

(6)

(7)

где действительная постоянная  Краевая за-
дача (6), (7) имеет решения вида

(8)

если  Такие решения можно квалифи-
цировать как одномодовые состояния равновесия.
Они существуют, если  т.е. однородное
состояние равновесия  существует всегда.
Отметим, что  Следовательно, 

,c b

= 3n
= .0a

= − + + + ,4(1 ) | | ( )t xxu u ic u u a ib u

, + π = ,( 2 ) ( ),u t x u t x

∈x R

= = 0c b

, = η , = , ± , ± , , ± ,0( ) exp( ) 0 1 2ku t x ikx k … k

k

= − + > ,2| | ( 0)t xxu u u u du d

= − + ,4| |t xxu u u u du

, + π = , ,( 2 ) ( )u t x u t x

> .0d

/, = = η , η = − ,2 1 4( ) ( ) exp( ) (1 )k k ku t x u x ikx dk

− > .21 0dk

− > ,21 0dk
=0( ) 1u x

< .1/k d ≤ ,0| |k k

где  если  и  если
 – целое. Здесь через  обозначена целая часть

числа . Вместе с решением (8) краевая зада-
ча (6), (7), очевидно, имеет решения вида 

 т.е. решения вида 
где  – любое действительное число. Решения

 порождают однопараметрическое се-
мейство состояний равновесия  если, конеч-
но,  (  было выбрано ранее).

В работе будет рассмотрен вопрос о структуре
окрестности состояний равновесия  Окрест-
ность следует понимать в смысле нормы фазового
пространства решений соответствующей краевой
задачи, т.е. в смысле нормы гильбертова про-
странства . Подчеркнем, что если дополнить
краевую задачу (6), (7) начальным условием

(9)

то из результатов работ [9, 10] вытекает, что на-
чально-краевая (смешанная) задача (5), (6), (7)
локально корректна разрешима, если 

т.е.  имеет период  а также  –
пространство Соболева [11], состоящее из тех функ-
ций  для которых , .
Уместно подчеркнуть, что из теорем вложения

Соболева вытекает включение  –
пространству непрерывно дифференцируемых
функций, а также, что  при любом

 Норма в  определяют равенством

Далее будут изучены следующие вопросы:
1) об устойчивости одномерных инвариантных

многообразий 
2) о существовании и устойчивости инвари-

антных многообразий из окрестности отличных
от 

3) об асимптотическом представлении реше-
ний, принадлежащих таким инвариантным мно-
гообразиям.

Для анализа первого из поставленных вопро-
сов, в частности, для анализа устойчивости состо-
яний равновесия, формирующих  выполним
замену
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В новых переменных краевая задача (5), (6) пе-
репишется в следующем виде

(10)

(11)

для которой следует исследовать вопрос об устой-
чивости состояния равновесия 

В свою очередь, при анализе этого вопроса
следует обратиться к изучению линеаризованной
в нуле краевой задачи (10), (11)

(12)

(13)

В краевой задаче (12), (13) через  обозначен
дифференциальный оператор, определенный на
достаточно гладких функциях, имеющих период

 следующим образом

где 
Пусть  Перепишем краевую

задачу (12), (13) в действительной форме записи

где использованы следующие обозначения

или в “матричной” форме

Вопрос об устойчивости решений (и в том чис-
ле нулевого) после замены

сводится к анализу спектра линейного диффе-
ренциального оператора  Его собственные
функции следует искать в виде

После элементарных преобразований вопрос о
нахождении  сводится к анализу спектра счетно-
го семейства матриц второго порядка
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т.е. соответствующие  можно найти как корни
характеристического уравнения

(14)

где  при всех  и рас-
сматриваемых  Наконец,

Ясно, что  Пусть далее  Тогда 
может менять знак при изменении параметров
(коэффициентов). Сразу отметим, что 
при всех  и, кроме того,  Следова-

тельно, однородные состояния равновесия,
 устойчивы при любом вы-

боре коэффициентов.

Пусть теперь  . То-
гда  при всех  если  Послед-
ние условия приводят к неравенству

(15)

Неравенство (15) – достаточное условие устойчи-
вости решений, формирующих  так как при
выполнении неравенства (15) все корни характе-
ристического уравнения (14) лежат в левой полу-
плоскости комплексной плоскости. Если же

 то характеристическое уравнение
(14) имеет корни в правой полуплоскости и по-
этому семейство решений  состоит из не-
устойчивых состояний равновесия. Наконец,
если

то реализуется критический случай в задаче об
устойчивости соответствующих решений. Ясно,
что соответствующее значение

при любом 
Итак, справедливо утверждение.
Теорема 1. Семейство  с номером

 состоит из устойчивых решений в
смысле определения Ляпунова, если  и они
неустойчивы, если 

При  в задаче об устойчивости решений
 реализуется критический случай, когда

спектру устойчивости принадлежит нулевое соб-
ственное значение кратности 3. Собственному
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КУЛИКОВ

значению  отвечают в нашем случае 
собственные элементы (вектор-функции)

Собственные элементы следует выбирать как не-
тривиальные решения системы дифференциаль-
ных уравнений

Сделаем несколько простых замечаний.
Семейства состояний равновесия  и 

одновременно устойчивы или неустойчивы.
Пусть  два семейства состояний

равновесия, где  (в силу предыдущего за-
мечания вполне приемлемо ограничиться поло-
жительными “номерами”). Будем считать, что

 Тогда  т.е. если семейство с номе-
ром  потеряло устойчивость, то не-
устойчивы будут все семейства с “большими” но-
мерами. Иначе, если состояние равновесия с
большим номером  асимптотически устойчиво,
то и состояние равновесия с номером  также бу-
дет асимптотически устойчивым.

Нетривиальные состояния равновесия с номе-

ром  существуют при  а устойчиво, если

 т.е. каждое состояние рав-

новесия  в зависимости от  может суще-
ствовать и быть устойчивым, существовать как
неустойчивое состояние равновесия.

2. БИФУРКАЦИИ ВО ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

Рассмотрим краевую задачу (6), (7) в случае
близком к критическому, т.е. при

(16)

где   (  – малый положитель-
ный параметр),  и соответствующее значе-
ние будет выбрано позднее, в ходе анализа соот-
ветствующего варианта краевой задачи. В частно-
сти, при  нулевое решение краевой задачи
(6), (7) асимптотически устойчиво и неустойчиво,
если 

Перепишем краевую задачу (6), (7) в действи-
тельной форме записи

(17)

λ = 0 ≠( 0)k
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,
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(18)

Здесь дифференциальные операторы  опре-
делены равенствами

  – операторы дифференцирова-

ния,  .

В дифференциальном уравнении (17) также
использованы обозначения

Далее, как правило, будут использоваться по-
стоянная  а также вектор-функции

 .

Линейный дифференциальный оператор 
при всех рассматриваемых  будет симметрич-
ным, т.е. таким, для которого выполнены равен-
ства

где обе двумерные вектор-функции 
имеют период  и являются достаточно гладки-

ми,  – скалярное произведение в . Следо-
вательно, линейный дифференциальный опера-
тор  имеет только действительные собствен-
ные значения. При этом собственные элементы,
формируют полную ортогональную систему в

 т.е. пространстве двумерных век-
тор-функций, где их компоненты интегрируемы с
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квадратом. При этом линейный дифференциаль-
ный оператор  имеет собственные числа

т.е. при  у него есть трехмерное нулевое соб-
ственное число. Остальные его собственные чис-
ла  таковы, что  где постоян-
ная  – не зависит от  Следовательно, для крае-
вой задачи (17), (18) анализ окрестности нулевого
состояния равновесия приводит к необходимости
изучения локальных бифуркаций в случае близ-
ком к критическому трехкратного нулевого соб-
ственного значения, т.е. к задаче, которая не ре-
шена к настоящему времени в полном объеме даже
для систем обыкновенных дифференциальных
уравнений. Вместе с тем, это не означает, что та-
кую задачу нельзя изучать для конкретной крае-
вой задачи, в нашем случае это краевая задача (17),
(18). Она, как легко показать, имеет ряд свойств,
облегчающих анализ бифуркаций.

Отметим, что краевая задача (17), (18) такова,
что для ее решений выполнены следующие свой-
ства. Дополним краевую задачу (17), (18) началь-
ным условием

(19)

Пусть  и, кроме того,  – чет-
ная функция  а  – нечетная. Тогда при всех
тех  когда решение начально-краевой задачи (17),
(18), (19) существует, справедливы тождества

(20)

т.е. первая компонента четная, а вторая нечетная
функции переменного  В данном разделе огра-
ничимся рассмотрением вспомогательной крае-
вой задачи (17), (18), (20). Перенесение результа-
тов анализа краевой задачи (17), (18), (20) на ос-
новную краевую задачу (17), (18) будет сделано в
следующем разделе. Основным моментом пере-
несения полученных результатов на основную
краевую задачу будет то обстоятельство, что крае-
вая задача (17), (18) инвариантна относительно
замены  т.е. одного из преобразований
Галилея.

Итак, приступим к анализу вспомогательной
краевой задачи (17), (18), (20). В таком случае,
линейный дифференциальный оператор 
имеет уже однократное собственное число

 а для остальных его собственных

значений справедливо неравенство 
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Собственное значение  отвечает собственно-
му элементу

Отметим, что собственные функции  в
рассматриваемый класс функций явно не входят.

В таком случае анализ бифуркационной зада-
чи может быть сведен к изучению скалярного
уравнения (см, например, [8, 12])

(21)

которую называют нормальной формой (НФ-Пу-
анкаре). Здесь   – “медленное” вре-
мя,  – достаточно гладкая функция, для ко-
торой  а также

Далее, основную роль будет играть функция
 т.е. уравнение

(22)

которое принято называть укороченной нор-
мальной формой. В ситуации общего положения
именно уравнение (22) играет основную роль при
анализе локальных бифуркаций (т.е. бифуркаций
в окрестности ).

Нормальная форма (22) – это дифференциаль-
ное уравнение, решая которое, можно восстано-
вить решения начально-краевой задачи (17), (18),
(20), принадлежащие одномерному инвариант-
ному многообразию  в окрестности нулевого
решения. При этом решения принадлежащие

 можно и удобно искать в следующей фор-
ме [8]

(23)

где  ,
j = 1, 2, 3. Решения, принадлежащие  ищем в
форме, которая индуцирована применением ме-
тода Крылова–Боголюбова, адаптированного к
данной краевой задаче. Здесь достаточно гладкие
вектор-функции  обладают априори следу-
ющими свойствами:

1) при фиксированном  они удовлетворяют
краевым условиям (18), (20);

2) 

3)  

Подстановка суммы (23) в краевую задачу (17),
(18), (20) приводит к линейным неоднородным
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краевым задачам, сформированным после при-
равнивания выражений при одинаковых степе-
нях  При  сразу получаем однородную кра-
евую задачу, для которой  будет решением.
Содержательные задачи получаем, на втором и
третьем шагах. Приравнивая члены при  полу-
чаем краевую задачу

(24)

(25)

(26)

Если же собрать члены пропорциональные 
то получим краевую задачу для определения 

(27)

(28)

(29)

Здесь  вектор-

функции  а вектор-функция
 определяется после анализа краевой зада-

чи (24), (25), (26).

где  .
Вектор-функцию  находим в виде

Перейдем теперь к анализу неоднородной кра-
евой задачи (27), (28), (29).

Замечание. Рассмотрим неоднородную краевую
задачу

Она имеет решение, если выполнены условия разре-
шимости
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Решение, для которого справедливо равенство

единственно.
Подчеркнем, содержательность замечания:

линейный оператор  не имеет обратного (у него
есть нулевое собственное число). Данное замеча-
ние – утверждение, входят в серию утверждений,
которые принято называть альтернативой Фред-
гольма.

Итак, используя условия разрешимости неод-
нородной краевой задачи (27), (28), (29) получа-
ем, что с необходимостью

(30)

где   т.е.

уравнение (30) это вариант укороченной нор-
мальной формы (22), соответствующей вспомога-
тельной краевой задаче (17), (18), (20).

Лемма 1. Обыкновенное дифференциальное урав-
нение (30) имеет три состояния, если :

Состояние равновесия  асимптотически устой-
чиво, если  и неустойчиво, если  Со-
стояния равновесия  асимптотически устой-
чивы, если  и неустойчивы, если 

В нашем случае  Таким образом с необхо-
димостью  т.е. следует выбирать 

.
Из результатов работ [13–15] и леммы 1 выте-

кает справедливость утверждения.

Теорема 2. Существует такое  что при
всех  нетривиальным состояниям равнове-
сия  нормальной формы (30) соответствуют
состояния равновесия краевой задачи (17), (18), (20)
с сохранением свойств устойчивости, т.е. в данном
случае состояниям равновесия  соответству-
ют два ненулевых состояния равновесия краевой за-
дачи (17), (18), (20).

Для соответствующих состояний равновесия
краевой задачи справедливы асимптотические фор-
мулы

(31)
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где  Оба решения (31)

неустойчивы.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
В предыдущем разделе были найдены состоя-

ния равновесия краевой задачи (17), (18), (20). Яс-
но, что эти решения удовлетворяют и краевой
задаче (17), (18). Вместе с тем наряду с решени-
ями (31) краевая задача (17), (18) имеет решения
вида

(32)

где  и произвольно.
Наконец, если возвратиться к исходной крае-

вой задаче (6), (7), то для нее справедливо утвер-
ждение.

Теорема 3. Пусть . Тогда существу-
ет такое  что при всех  краевая за-
дача (6), (7) имеет двухпараметрическое семей-
ство состояний равновесия

где  и произвольны, а

Здесь  компоненты решения (32). Эти состоя-
ния равновесия неустойчивы.

Наличие множителя  вытекает из вида
замены  Действи-
тельно, положим

Тогда для  получим, ту же краевую задачу,
как и при 

Отметим, что

если ограничиться первым членом асимптотиче-
ских формул.

В заключении уместно акцентировать внима-
ние на то обстоятельство, что для бифуркаций в
окрестности состояний равновесия характерны
докритические (жесткие) бифуркации. Анало-
гичный вариант, т.е. жесткие бифуркации, имели

место для стандартного варианта вариационного
УГЛ [8], т.е. уравнения вида

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 18-01-00672.
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Исследованы аналитические свойства решений 4-х семейств трехмерных автономных консерватив-
ных систем с одной или тремя квадратичными нелинейностями. Консервативные системы первого
семейства имеют одну квадратичную нелинейность и три линейные компоненты. Системы второго
семейства – консервативные системы, имеющие одну квадратичную нелинейность, две линейные
компоненты и одну константу. Консервативные системы третьего семейства содержат три квадра-
тичные нелинейности и одну линейную компоненту. К системам четвертого семейства относятся
консервативные системы с тремя квадратичными нелинейностями и одним постоянным членом.
Общим (с качественной точки зрения) для данных систем является отсутствие в них хаоса. Для ана-
лиза решений рассматриваемых систем использован тест Пенлеве, а также сведение систем к экви-
валентным им уравнениям второго или третьего порядков и сравнение последних с известными не-
линейными уравнениями Р-типа. Выделены системы, общие решения которых обладают свой-
ством Пенлеве. Решения таких систем выражаются через эллиптические функции, либо через
функции-решения первого уравнения Пенлеве. Показано, что среди систем, общие решения кото-
рых содержат подвижные критические точки, есть такие, у которых одна из компонент решения во-
обще не имеет подвижных особых точек. Рассмотренные в работе системы принадлежат к классу из
7 семейств консервативных систем (с общим числом членов в правых частях, равным 4). Исследо-
ванию аналитических свойств решений систем остальных трех семейств будет посвящена отдельная
статья.

Ключевые слова: консервативная система, нехаотичное поведение, тест Пенлеве, Р-свойство, урав-
нения Пенлеве
DOI: 10.1134/S2304487X20040100

1. ВВЕДЕНИЕ
Построение как можно более простой хаоти-

ческой системы является интересной и значимой
темой в изучении динамических систем, а также
практических применений в безопасной связи и
широкополосной генерации сигналов. Основы-
ваясь на классических работах [1, 2], Спротт [3, 4]
построил ряд простых автономных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений третьего
порядка с несколькими квадратичными нелиней-
ностями и показал с помощью численного моде-
лирования, что они обладают хаотическим пове-
дением. Работы Спротта ставят вопрос, насколь-
ко простой может быть трехмерная автономная
система непрерывного времени, если она хаотич-
на. Ответ на данный вопрос был частично дан в
работах [5, 6]. В [5] было показано, что все дисси-

пативные трехмерные автономные квадратичные
системы с общим числом членов в правых частях,
равным 4, нехаотичны. Аналогичный результат
для консервативных систем (за исключением од-
ной) был получен в [6].

Представляет интерес исследование аналити-
ческих свойств (в частности, характера подвиж-
ных особых точек решений) в предположении,
что неизвестные функции и независимая пере-
менная являются комплекснозначными.

Для диссипативных систем [5] указанная зада-
ча решена в [7], где, в частности, было показано,
что все трехмерные диссипативные квадратичные
системы с общим числом членов в правых частях,
равным 4 (за исключением одной), не являются
системами Пенлеве-типа.

УДК 517.925.7

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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Заметим, что система дифференциальных
уравнений (или уравнение) является системой
(уравнением) Пенлеве-типа, если подвижными
(зависящими от начальных условий) ее (его) об-
щего решения могут быть только полюсы [8]. В
данном случае говорят, что система (уравнение)
является системой (уравнением) Р-типа или об-
ладает Р-свойством решений.

В данной работе аналогичная задача решается
для трехмерных автономных консервативных си-
стем (с общим числом членов в правых частях
равным 4) с одной или тремя квадратичными не-
линейностями [6] без хаоса.

2. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ОДНОЙ 
КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

И ТРЕМЯ ЛИНЕЙНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
В системах (1)–(11) x, y, z – неизвестные функ-

ции независимой переменной t; k – параметр.
Всюду ниже будем считать переменную t ком-
плексной.

Теорема 1. Ни одна из систем (1)–(3), (6), (7),
(9), (11) не является системой Р-типа.

Действительно, системы (1)–(3), (6), (7) экви-
валентны уравнениям третьего порядка соответ-
ственно

(12)
(13)

(14)
(15)

(16)
Система (11) также эквивалентна уравнению (14).

Уравнения (12)–(16) не принадлежат к классу
уравнений , где Р – полином отно-

= + = =� � �

2 , , .x y ky y z z x
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2 , , .x y z y x z y
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= + = − =� � �, , .x yz x y y z x

= + = =� � �, , .x yz y y x z y

= + = =� � �, , .x yz y y z z x
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2, , .x y y x z z x
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2, , .x y y x z z y

= = + =� � �, , .x yz y x z z x

= = + =� � �, , .x yz y x z z y
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2, , .x y y z z x y
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2 ,y y ky

= +��� �2 ,y yy y
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2 ,y y y

= +��� � ,y yy y

= +��� �

22 .y yy y

=��� � ��( , , , )u P t u uu

сительно  с аналитическими по t коэффици-
ентами, общие решения которых не имеют по-
движных критических особых точек [9]. На осно-
вании этого ни одна из систем (1)–(3), (6), (7), (9),
(11) не является системой Р-типа. Для исследова-
ния характера подвижных особых точек решений
системы (9) применим к ней тест Пенлеве [10, 11].
Первые два шага теста Пенлеве система (9)
успешно проходит, однако третий шаг, связан-
ный с определением коэффициентов рядов Лора-
на, представляющих формальные решения систе-
мы (9), не удается реализовать. Таким образом,
система (9) не является системой Пенлеве-типа.

Теорема 2. Система (4) является системой Р-
типа. Ее общее решение не имеет подвижных
особых точек.

Действительно, из второго уравнения системы
, где – произвольная постоянная. В ре-

зультате для определения  получаем ли-
нейную систему , общее ре-
шение которой не имеет подвижных особых то-
чек.

Теорема 3. Общие решения систем (5), (8), (10)
не имеют многозначных подвижных особых то-
чек.

Легко проверить, что система (5) имеет первый

интеграл , где  – произвольная

постоянная. Тогда , где z – общее решение
уравнения

(17)

интегрируемого в эллиптических функциях.
Система (10) имеет первый интеграл

. Тогда , где z – общее решение

уравнения (17).
Система (8) эквивалентна уравнению

, представимому в виде

(18)

Общее решение второго уравнения системы
(18) (интегрируемого в эллиптических функциях)
есть функция мероморфная с вычетом равным
нулю. Значит, z – функция однозначная. А тогда

 – однозначные функции.
Теорема доказана.

3. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ОДНОЙ 
КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

И ДВУМЯ ЛИНЕЙНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

(19)

� ��, ,u u u

= 1
ty С e 1 С

( ), ( )x t z t
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(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

где .
Теорема 4. Каждая из систем (19), (21) редуци-

руется к первому уравнению Пенлеве и является
системой Р-типа.

Доказательство. Система (19) имеет первый

интеграл  где  – произвольная по-

стоянная. Тогда из второго и третьего уравнений
системы (19) находим, что

(27)

Полагая , от-
носительно  получим первое уравнение Пенлеве

(28)

Легко показать (принимая во внимание
), что система (21) эквивалентна уравне-

нию , которое может быть приведе-
но, к каноническому виду (28). Теорема доказана.

Теорема 5. Система (22) является системой Пе-
нлеве-типа. Ее общее решение имеет вид:

 (  – произвольная постоян-
ная), а y – общее решение уравнения ,
интегрируемого в эллиптических функциях.

Доказательство. Из третьего уравнения систе-
мы (22) имеем . А из первого и второго
уравнений этой системы получаем . Что
и следовало показать. Теорема доказана.

Теорема 6. Ни одна из систем (20), (23)–(26) не
является системой Р-типа.

Доказательство. Несложно убедиться, что си-
стема (20) эквивалентна уравнению 
общее решение которого согласно [9] не свобод-
но от подвижных критических точек. Аналогич-
ное заключение получается и относительно си-
стемы (23).

Из второго и третьего уравнений системы (24)
следует, что , где  – произвольная
постоянная. Тогда из третьего и первого уравне-
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ний системы получаем уравнение относительно
 . Данное уравнение не входит в

список уравнений Пенлеве–Гамбье [12].

Система (25) эквивалентна уравнению ,
которое согласно [9] не является уравнением Р-
типа.

Система (26) не проходит третий шаг теста Пен-
леве. А именно, одна из систем для определения
коэффициентов рядов Лорана, представляющих
формальные решения системы (26), не является
совместной.

4. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ 
КВАДРАТИЧНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 
И ОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ КОМПОНЕНТОЙ

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

. (34)

. (35)

. (36)

. (37)

. (38)

. (39)

. (40)

. (41)

. (42)

. (43)

. (44)

. (45)

. (46)

. (47)

. (48)

. (49)

. (50)
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. (51)

. (52)

. (53)

. (54)

. (55)

. (56)

Теорема 7. Ни одна из систем (29)–(32), (34),
(36), (37), (39)–(56) не является системой Пенле-
ве-типа.

Доказательство. Для системы (29) не выпол-
няется одно из условий первого шага теста Пенлеве.
Она эквивалентна уравнению  = 0,
которое имеет один доминантный член и соглас-
но [13] не имеет целых трансцендентных реше-
ний. Данное уравнение не имеет полиномиаль-
ных решений, отличных от постоянной. Заметим,
что система (29) имеет однопараметрическое се-
мейство решений

 – произвольная постоянная.
Система (30) имеет общее решение

где  – произвольные постоянные. Как вид-
но, две компоненты общего решения не имеют
подвижных критических особых точек.

Система (31) редуцируется к неавтономному
уравнению второго порядка , кото-

рое преобразованием  сводится

к уравнению Бесселя , об-
щее решение которого содержит логарифм.

Система (32) сводится к уравнению

, не входящему в список [12]

уравнений Р-типа. Система (34) не проходит тест
Пенлеве. Кроме того, она эквивалентна уравне-
нию третьего порядка с одним доминантным чис-
лом и, следовательно, не имеет полиномиальных
и целых трансцендентных решений. Это же спра-
ведливо и для систем (36), (37). Система (39) не про-
ходит первый шаг теста Пенлеве, не имеет поли-
номиальных и целых трансцендентных решений,
так как эквивалентна уравнению 
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с одним доминантным членом. Системы (40), (41)
не являются системами Р-типа по той же причи-
не, что и система (39).

Система (42) имеет первый интеграл
, где  – произвольная постоянная.

Она редуцируется к уравнению ,
которое согласно [12] не является уравнением
Р-типа. Если  то система (42) имеет двухпа-
раметрическое семейство мероморфных реше-
ний, порождаемых общим решением уравнения

Риккати , где  – произвольная по-

стоянная. Отметим также, что система (42) имеет
точное решение  Для си-
стемы (43) не выполняется условие третьего шага
теста Пенлеве: 2 корня резонансного уравнения
являются комплексно-сопряженными с положи-
тельной действительной частью.

Система (44) эквивалентна уравнению
 которое не принадлежит к классу

уравнений [9] без подвижных критических осо-
бых точек.

Система (45) по переменной z редуцируется к
уравнению , которое (как в случае
системы (31)) сводится к уравнению Бесселя, об-
щее решение которого содержит логарифм.

Система (46) редуцируется к уравнению второ-
го порядка, которое не является уравнением Р-
типа. Система (47) не является системой Р-типа,
так как 2 корня резонансного уравнения являют-
ся комплексно-сопряженными с положительной
действительной частью. Сказанное справедливо
относительно систем (49), (50), (53), (55).

Для системы (48) не выполняется условие тре-
тьего шага теста Пенлеве: одна из систем для
определения коэффициентов рядов Лорана,
представляющих формальные решения системы,
несовместна. Сказанное справедливо и по отно-
шению к системам (51), (52), (54).

Что касается системы (56), то корни резонанс-
ного уравнения являются целыми, причем один
корень имеет кратность 2. Но ряды Лорана, пред-
ставляющие формальные разложения решений
системы, содержат только 2 произвольные кон-
станты.

Каждая из систем (33), (35), (38) не проходит
первый шаг теста Пенлеве. Они эквивалентны
уравнениям

, (57)

(58)

(59)
cоответственно, которые имеют более одного до-
минантного члена.
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5. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ 
КВАДРАТИЧНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 

И ОДНИМ ПОСТОЯННЫМ ЧЛЕНОМ

. (60)

. (61)

. (62)

. (63)

. (64)

. (65)

. (66)

. (67)

. (68)

. (69)

. (70)

. (71)

. (72)
Теорема 8. Ни одна из систем (60)–(72) не яв-

ляется системой Пенлеве-типа.
Доказательство. Система (60) с учетом ,

где  – произвольная постоянная, эквивалентна
системе

. (73)
Для данной системы первые 2 шага теста Пен-

леве выполняются. Но на третьем шаге произ-
вольная константа  отсутствует. Значит, систе-
ма (73), а следовательно, и система (60) не являет-
ся системой Р-типа, хотя компонента z вообще не
имеет подвижных особых точек.

Система (61) с учетом  сводится к
уравнению

которое не содержится в списке Пенлеве–Гамбье
[12]. Таким образом, система (61) не является си-
стемой Пенлеве-типа, хотя компонента z не име-
ет подвижных особых точек.

Система (62) сводится к системе уравнений

, (74)
которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг), а по-
этому не является системой Р-типа.

Система (63), аналогично, как и система (61),
эквивалентна уравнению второго порядка, кото-
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рое не содержится в списке уравнений Пенлеве–
Гамбье [12].

Для системы (64) не выполняется первый шаг
теста Пенлеве. Она эквивалентна уравнению

(75)

которое не имеет полиномиальных и целых
трансцендентных решений согласно [13]. На ос-
новании этого система (64) не является системой
Пенлеве-типа. Для системы (65) не выполняются
условия 2-го шага теста Пенлеве: 2 корня резо-
нансного уравнения являются комплексно-со-
пряженными с положительной действительной
частью. Значит, система (65) не является систе-
мой Р-типа.

Для системы (66) (как и в случае системы (65))
не выполняются условия 2-го шага теста Пенлеве.
Поэтому она не является системой Пенлеве-типа.
Система (67) проходит 2 первых шага теста Пен-
леве. При этом среди корней резонансного урав-
нения, которые являются целыми, один имеет
кратность, равную 2. Но на 3-м шаге теста Пенле-
ве одна из систем для определения коэффициен-
тов рядов Лорана, представляющих формальные
решения системы (67), оказывается несовмест-
ной. Поэтому системы (67) не является системой
Р-типа.

Система (68) проходит 2 первых шага теста Пе-
нлеве. Заметим, что корни резонансного уравне-
ния у нее такие же, как в системе (67). Однако
формальные ряды Лорана, определяющие реше-
ния системы (68) содержат только 2 произволь-
ные константы (вместо 3-х). Таким образом, си-
стема (68) не является системой Пенлеве-типа.
Доказательство отсутствия свойства Пенлеве у
общего решения системы (69) проводится точно
так же, как и в случае системы (68).

Система (70) имеет неавтономный первый ин-
теграл , который позволяет свести
ее к системе второго порядка

(76)

которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг). Сле-
довательно, система (70) не является системой
Пенлеве-типа.

Из третьего уравнения системы (71) находим
. В результате получаем неавтономную

систему

(77)

Система (77) эквивалентна по y нелинейному
уравнению второго порядка, не содержащемуся в
списке Пенлеве–Гамбье [12]. Таким образом, си-
стема (71) не является системой Пенлеве-типа,
хотя компонента  не имеет подвижных особых
точек.
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Система (72) с учетом  сводится к не-
автономной системе

(78)
которая не проходит тест Пенлеве (3-й шаг). Та-
ким образом, система (72) также не является си-
стемой Р-типа, хотя компонента  не имеет по-
движных особых точек. Теорема полностью дока-
зана.

Замечание. Отсутствие у систем (74), (78) реше-
ний со свойством Пенлеве следует также из ре-
зультатов работы [14].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследованы аналитические свойства

решений четырех семейств трехмерных автоном-
ных консервативных систем с одной или тремя
квадратичными нелинейностями без хаотическо-
го поведения. Общее число членов в правых ча-
стях каждой из указанных систем равно 4. Для
анализа решений использован тест Пенлеве, а
также замена систем эквивалентными им уравне-
ниями второго или третьего порядков и сравне-
ние последних с известными нелинейными урав-
нениями Пенлеве-типа. Выделены системы, об-
щие решения которых обладают свойством
Пенлеве. Решения таких систем выражаются ли-
бо через эллиптические функции, либо через
функции-решения первого уравнения Пенлеве.
Показано, что среди систем, не являющихся си-
стемами Пенлеве-типа имеются такие, одна из
компонент которых вообще не имеет подвижных
особых точек.
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Abstract—Analytical properties of solutions of four families of three-dimensional autonomous conservative
systems with one or three quadratic nonlinearities are investigated. Conservative systems of the first family
have one quadratic nonlinearity and three linear components. Systems of the second family are conservative
systems that have one quadratic nonlinearity, two linear components, and one constant. Conservative sys-
tems of the third family contain three quadratic nonlinearities and one linear component. Systems of the

= + 1z t C

=ε + + =� �

2 2 2
1  ( ) , ,x z t C z x

y



344

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 4  2020

ЦЕГЕЛЬНИК

fourth family include conservative systems with three quadratic nonlinearities and one constant term. The ab-
sence of chaos in these systems is their common qualitative property. To analyze the solutions of the consid-
ered systems, Painlevé test, as well as the reduction of the systems to their equivalent equations of the second
or third order and the comparison of the latter with the known nonlinear P-type equations, has been used.
The systems whose general solutions have the Painlevé properties are highlighted. The solutions of such sys-
tems are expressed in terms of elliptic functions or solutions of the first Painlevé equation. It is shown that the
systems whose general solutions contain moving critical points include those in which one of the component
has no moving singular points at all. The systems considered in this work belong to a class of seven families of
conservative systems (with the total number of members in the right parts equal to 4). The analytical proper-
ties of solutions of the systems of the other three families will be studied elsewhere.

Keywords: conservative system, non-chaotic behavior, Painlevé test, Painlevé equations

DOI: 10.1134/S2304487X20040100

REFERENCE
1. Lorenz E.N. Deterministic nonperiodic f low. J. Atmos.

Sci. 1963. V. 20. Pp. 130–141.
2. Rössler O.E. An equation for continuous chaos. Phys.

Lett. A. 1987. V. 57. Pp. 397–398.
3. Sprott J.C. Some simple chaotic f lows. Phys. Rev. E.

1994. V. 50. no 2. Pp. R647–R650.
4. Sprott J.C. Simplest dissipative chaotic f low. Phys.

Lett. A. 1997. V. 228. Pp. 271–274.
5. Heidel J., Zhang Fu. Nonchaotic behaviour in three–

dimensional quadratic systems. Nonlinearity. 1999.
V. 10. Pp. 1289–1303.

6. Heidel J., Zhang Fu. Nonchaotic behaviour in three –
dimensional quadratic systems. The conservative case.
1999. V. 12. Pp. 617–633.

7. Tsegel’nik V.V. // Penleve analiz reshenii odnogo klassa
trekhmernykh nelineinykh dissipativnykh system
[Painleve’ analysis of solutions for one class of three-di-
mensional nonlinear dissipative systems]. Vestnik NIYaU
MIFI. 2018. Vol. 7, no. 2. Pp. 133–137 (in Russian).

8. Kudryashov N.A. Analyticheskaya teoriya nelineynykh
differentsial’nykh uravnenii [Analytical theory of non-
linear differential equations] Moskau-Izhevsk, Institute
computernykh issledovaniy, 2004. 360 p.

9. Cosgrove C.M. Chazy classes IX–XI of third-order dif-
ferential equations. Stud. Appl. Math. 2001. V. 104,
no. 3. Pp. 171–228.

10. Gromak V.I., Gritsuk E.V. K theorii nelineynykh dif-
ferentsial’nykh uravnenii so svoistvom Penleve [On the
theory nonlinear differential equations with Painleve’
property]. Izvestiya NAN Belarusi. Seria fiz.-mat.
Nauk. 2010, no. 3. Pp. 25–30 (in Russian).

11. Tsegel’nik V.V. Analiticheskie svoistva reshenii au-
tonomnykh system nelineinykh differentsial’nykh
uravnenii tret’ego i chetvertogo poryadkov s chaotich-
eskim povedeniem [Analytical properties of solutions to
autonomous systems of nonlinear third and fourth-or-
der differential equations with chaotic behavior]. Vest-
nik NIYaU MIFI. 2015, vol. 4, no. 2. Pp. 101–106 (in
Russian).

12. Ince E.L. Obiknovennye differentsial’nye uravneniya
[Ordinary differential equations] Kharkov. ONTI,
1939. 720 p.

13. Wittich H. Noveishie issledovaniya po odnoznachnym
analiticheskim funktsiyam [The latest research on the
unique analytic functions] Moskau. М.: GIFML. 1960.
319 p.

14. Yablonskii A.I. Ob odnoi systeme differential’nykh
uravnenii bez podvizhnykh kriticheskikh tochek [On
one system differential equations without movable crit-
ical points] Differentsial’nye uravneniya. 1966. V. 2,
no. 6. Pp. 752–762 (in Russian).



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”, 2020, том 9, № 4,
с. 345–356

345

ОСОБЕННОСТИ ОБРАЗОВАНИЯ ПОМЕХ ПРИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИИ 
КМОП-ЭЛЕМЕНТА И ВОЗДЕЙСТВИИ ИОНИЗИРУЮЩЕЙ ЧАСТИЦЫ

© 2020 г.   В. Я. Стенин1,2,*, Ю. В. Катунин1,**
1 НИИ системных исследований Российской академии наук, Москва, 117218, Россия

2 Национальный исследовательский ядерный университет “МИФИ”, Москва, 115409, Россия
*e-mail: vystenin@mephi.ru

**e-mail: katunin@cs.niisi.ras.ru
Поступила в редакцию 18.06.2020 г.

После доработки 26.06.2020 г.
Принята к публикации 08.09.2020 г.

Приводятся результаты моделирования элементов И и ИЛИ в составе мажоритарного элемента при
переключении по входам и одновременном сборе заряда с трека частицы. Моделирование проведе-
но с использованием 3D TCAD физических моделей КМОП-транзисторов по проектной норме
65-нм объемной технологии с мелкой траншейной изоляцией групп транзисторов при треках с ли-
нейным переносом энергии 60 МэВ см2/мг. Установлено, что начало переключения элементов И и
ИЛИ по входам практически не влияет на зависимость переходных процессов образования импуль-
сов помех на выходе элемента при сборе заряда с трека. Импульсы помехи сдвигаются во времени
на интервал времени, равный смещению момента образования трека относительно момента пере-
ключения элемента по входам. Сбор заряда с трека приводит к переключению элемента до измене-
ния входных сигналов, либо к дополнительной задержке переключения. Длительности импульсов
помех на выходах элементов И и ИЛИ заключены в пределах от 12 пс до 345 пс. При этом сохраня-
ется практически неизменной длительность импульса помехи для конкретных точек входа трека в
общую область расположения транзисторов. При этом длительность импульса помехи остается
практически неизменной для каждой конкретной точки входа трека в общую область расположения
транзистора независимо от момента формирования трека.

Ключевые слова: импульс помехи, логический элемент, моделирование, одиночная частица, сбор за-
ряда, трек
DOI: 10.1134/S2304487X20030098

1. ВВЕДЕНИЕ
КМОП комбинационные логические элемен-

ты являются основой кодирующих, декодирую-
щих устройств и мажоритарной логики. Модели-
рование эффектов воздействия одиночных иони-
зирующих частиц с использованием приборных
физических моделей (physics-based device models)
как двумерных (2D), так и трехмерных (3D), по-
священ ряд обобщающих работ, в которых моде-
лированием предсказано [1] снижение помехо-
устойчивости КМОП-логики по объемной техно-
логии до уровня линейной передачи энергии
частицы на трек 2 МэВ см2/мг при понижении
проектной нормы до 100 нм, а также эффект пере-
хода NМОП-транзисторов в инверсный режим
смещения [2] и увеличение длительности им-
пульса помехи до 300–500 пс при 30 МэВ см2/мг.
При проектных нормах менее 100 нм в КМОП-
логике проявилось влияние диффузионного пе-

реноса носителей заряда, индуцированных на
треке, на смежные элементы. При этом совмест-
ный сбор заряда может снижать длительности
импульсных помех [4]. Проведено моделирова-
ние [5] основных характеристик мажоритарного
элемента на основе элементов И и ИЛИ с проект-
ной нормой объемный 65-нм КМОП с мелкой
траншейной оксидной изоляцией групп транзи-
сторов.

Целью данной работы является моделирова-
ние средствами TCAD базовых элементов с логи-
кой И и ИЛИ в составе мажоритарного элемента
по проектной норме объемный 65-нм КМОП с
мелкой траншейной изоляцией транзисторов для
получения количественных оценок временных
параметров импульсов помех при одновремен-
ном переключении элементов по входам и сборе
заряда с трека одиночной частицы.

УДК 621.382+621.396.6

АВТОМАТИКА 
И ЭЛЕКТРОНИКА
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2. ТРОЙНОЙ МАЖОРИТАРНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 
НА И и ИЛИ ЭЛЕМЕНТАХ

2.1. Схема и топологии комбинационных элементов

На рис. 1 приведен вариант функциональной
схемы тройного мажоритарного элемента на ос-
нове двухвходовых КМОП-элементов И (D1, D3,
D4) и ИЛИ (D2, D5).

На рис. 2 приведены схема (рис. 2а) и эскиз то-
пологии (рис. 2б) двухвходовой КМОП логиче-
ский элемент И. Первая цифра в обозначениях
транзисторов на рис. 2 соответствует номеру эле-
мента на рис. 1, а вторая – номеру транзистора в
элементе. Элемент И (рис. 2) состоит из логиче-
ского элемента И-НЕ на транзисторах N1.1, N1.2,
P1.1, P1.2 и инвертора на транзисторах N1.3, P1.3.
На рис. 3 приведены схема (рис. 3а) и эскиз топо-
логии (рис. 3б) двухвходового КМОП логиче-
ского элемента ИЛИ (рис. 3) состоит из элемента
ИЛИ-НЕ на транзисторах N2.1, N2.2, P2.1, P2.2 и
инвертора на транзисторах N2.3, P2.3.

Области кремния на эскизах топологии на
рис. 2б и рис. 3б, в которых выполнены МОП-

транзисторы элементов, ограничены прямоуголь-
никами, которые окружены мелкой траншейной
изоляцией диэлектриком (диоксидом кремния)
глубиной 400 нм; полоски со штриховкой обозна-
чают затворы транзисторов, звездочками отмече-
ны точки входа треков одиночных частиц.

Элемент И (рис. 2) состоит из группы NМОП-
транзисторов Gr1N и группы PМОП-транзисто-
ров Gr1P. Аналогично элемент ИЛИ (рис. 3) со-
стоит из группы NМОП-транзисторов Gr2N и
группы PМОП-транзисторов Gr2P. Группы тран-
зисторов Gr1N, Gr2N, Gr1P, Gr2P выполнены в
областях кремния размером 885 нм × 400 нм,
окруженных мелкой траншейной изоляцией глу-
биной 400 нм (прямоугольное обрамление тран-
зисторов на рис. 2б и 3б показывает границы мел-
кой траншейной изоляции).

2.2. Особенности моделирования сбора заряда 
с трека частицы

В работе проведено гибридное TCAD-SPICE
моделирование КМОП мажоритарного элемента
(рис. 1), при котором средствами TCAD модели-
ровались процессы генерации носителей заряда
при передаче им энергии с трека в кремнии и про-
цессы сбора заряда транзисторами в элементах
D1 (И) и D2 (ИЛИ). Средствами SPICE модели-
ровались характеристики двух элементов И (D3,
D4) и элемента ИЛИ D5, которые обеспечивали
передачу сигналов на вход элемента ИЛИ D2.

Использованы 3D TCAD физические модели
КМОП-транзисторов [6] по проектной норме
65-нм КМОП объемной технологии. Как тесто-
вое воздействие приняты треки частиц по норма-
ли к поверхности приборной части модели эле-
мента. Звездочками на рис. 2 и 3 отмечены точки
входа треков частиц в области транзисторов. Ши-

Рис. 1. Функциональная схема мажоритарного эле-
мента на логических элементах И и ИЛИ.
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Рис. 2. Комбинационный КМОП-элемент И: (а) схема элемента; (б) эскиз топологии.
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рина каналов транзисторов элементов И и ИЛИ
равна 400 нм. Конструкции элементов И и ИЛИ
состоят из транзисторов, выполненных в кремни-
евых областях, окруженных мелкой траншейной
изоляцией с глубиной 400 нм (shallow trench isola-
tion – STI). Области NМОП- и PМОП-транзи-
сторов разделены охранными полосами для вы-
вода неравновесных зарядов на шину питания и
общую шину.

Полные размеры 3D приборной структуры со-
ставляют 6.4 мкм × 10.9 мкм при толщине под-
ложки 3.0 мкм. Энергетическая составляющая ге-
нерации заряда на треке характеризуется линей-
ной передачей энергии частицей на трек – (linear
energy transfer – LET). При моделировании ис-
пользовались треки с LET = 60 МэВ см2/мг. Ре-
зультаты 3D TCAD-моделирования получены с
использованием симулятора Sentaurus Device при
температуре 25°С и напряжении питания 1.0 В.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ИМПУЛЬСНЫХ ПОМЕХ В ЛОГИЧЕСКИХ 

ЭЛЕМЕНТАХ

Алгоритм работы тройного мажоритарного
элемента заключается в получении выходного
сигнала, который соответствует совпадению как
минимум двух входных сигналов из трех. В этом
случае два сигнала управляют правильным пере-
ключением только одного из трех элементов И.
Для получения достоверных данных о влиянии
импульсов помех на выход мажоритарного эле-
мента достаточно моделирования средствами
TCAD этого входного элемента И и следующего в
цепочке элемента ИЛИ, а именно двух элементов
D1, D2 (рис. 1) с двумя вариантами входных сиг-
налов: A = B = C = 0 и A = B = 1, C = 0 (или A =
= B = C = 1).

Как области входа трека одиночной частицы
выбраны следующие области:

1) область стока транзистора N1.1 группы Gr1N
элемента И (точка входа трека 2n на рис. 2б);

2) область истока транзистора P1.1 группы
Gr2P элемента И (точка входа трека 2p на рис. 2б);

3) область общих стоков транзисторов N2.1,
N2.2 группы Gr2N элемента ИЛИ (точка входа
трека 3n на рис. 3б);

4) область стока транзистора P2.1 и истока
транзистора P2.2 группы Gr2P (точка входа трека
3p на рис. 3б).

Зависимости напряжений на узлах элемента И
получены для точек входа трека 2n, 2p, а для
элемента ИЛИ для точек входа трека 3n, 3p, на-
правления треков по нормали к поверхности кри-
сталла, линейная передача энергии на трек LET =
= 60 МэВ см2/мг, образование трека в моменты
tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс. Переключение мажо-
ритарного элемента по входам при tПЕР = 200 пс.
Трек с tТР = 220 пс образуется при переключении
элемента по входам.

3.1. Сбор заряда с трека NМОП-транзисторами 
группы Gr1N элемента И D1

На рис. 4 приведены зависимости напряжений
на узлах элемента И для точки входа трека 2n
группы Gr1N, транзисторы которой выполнены в
кремниевой подложке P-типа проводимости в
общей для этих транзисторов области кремния
(рис. 2б). На рис. 4а приведены зависимости при
исходных сигналах на входах элемента А = B =
= C = 0 с переключением на А = B = 1, C = 0; а на
рис. 4б при начальных сигналах на входах элемен-
та А = B = 1, C = 0 с переключением на А = B =
= C = 0.

Рис. 3. Комбинационный КМОП-элемент ИЛИ: (а) схема элемента; (б) эскиз топологии.
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Два семейства зависимостей на рис. 4а и 4б со-
ответствуют трекам через одну точку входа 2n в
сток транзистора N1.1 узла И-НЕ для двух вари-
антов переключения элемента: из 0 → 1 и из 1 → 0.
В обоих случаях в момент образования трека про-
исходит переход цепочки двух NМОП-транзи-
сторов N1.1, N1.2 в инверсное смещение с образо-
ванием на узле И-НЕ импульса отрицательной
полярности со значением экстремума напряже-
ния – (0.66–0.7) В.

После перехода транзисторов N1.1, N1.2 в ин-
версное смещение инвертор переключается и за-
тем его запертый NМОП-транзистор начинает
собирать заряд с того же трека в группе Gr1N и
напряжение на выходе инвертора (выходе элемента
И) начинает снижаться. В случае режима пере-
ключения 0 → 1 изменение напряжения до 1 В на

выходе И фактически осуществляет опережаю-
щее переключение элемента при треках с tТР = 100
пс и 160 пс до смены сигналов на входах элемента.
При этом после опережающего переключения
сбор заряда с трека запертым NМОП-транзисто-
ром инвертора формирует импульс помехи отри-
цательной полярности (рис. 4а) с амплитудой
0.6–0.8 В. Во втором случае (рис. 4б) при пере-
ключении выхода И из 1 → 0 сбор заряда NМОП-
транзистором инвертора переводит элемент И в
состояние логического нуля “0” с дополнительно
увеличенной задержкой на выходе.

Переключение элемента И из 0 → 1 с опережением

При опережающем переключении выхода И
импульс помехи (“просадка” напряжения на вы-

Рис. 4. Зависимости напряжений на узлах элемента И мажоритарного элемента при образовании трека с LET =
= 60 МэВ×см2/мг с точкой входа 2n в группу транзисторов Gr1N, возникновение трека при tТР = 100 пс, 160 пс и
220 пс; при tПЕР = 200 пс переключение входов: (а) из А = B = C = 0 в А = B = 1, C = 0; (б) из А = B = 1, C = 0 в
А = B = C = 0.
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ходе) имеет одинаковые зависимости во времени
и длительность 188 пс по уровню 0.7 В от напря-
жения на общей шине элемента для всех треков с
tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс (см. рис. 4а). Длитель-
ности задержек переключения относительно мо-
мента возникновения трека составляет 9 пс и 7 пс
для треков с tТР = 100 пс и 160 пс. Относительно
момента начала переключения входов при tПЕР =
= 200 пс задержки опережающего переключения
имеют отрицательные значения tЗД.ПЕР = –91 пс
при tТР = 100 пс и tЗД.ПЕР = –33 пс при tТР = 160 пс.
При треке с tТР = 220 пс переключение происхо-
дит с задержкой tЗД.ПЕР = 22 пс относительно из-
менения входных сигналов при tПЕР = 200 пс, но
также с импульсом помехи на выходе.

Переключение элемента И из 1 → 0 
с дополнительной задержкой

При переключении входов из 1 → 0 NМОП-
транзисторы узла И-НЕ запираются, а транзисто-
ры PМОП открываются, но на емкости узла И-НЕ
сохраняется напряжение отрицательной поляр-
ности (см. рис. 4б), что сохраняет запертым
NМОП-транзистор инвертора при треках с tТР =
= 100 пс и 160 пс с напряжениями, которые были
до переключения входов. После чего напряжение
на выходном узле И продолжает снижаться до
уровня логического нуля за счет сбора заряда с
трека.

В случае образования трека при tТР = 220 пс по-
сле переключения сигналов на входах элемента
при tПЕР = 200 пс, то переключение по входам вы-
зывает снижение напряжения на выходе инверто-
ра и выходе И до 0.4 В в интервале времени до
220 пс, когда образуется трек. Одновременно на
узле И-НЕ (рис. 4б) образуется импульс отрица-
тельной полярности при сборе заряда NМОП-
транзисторами узла, который переключает выход
инвертора до 0.98 В, запирая NМОП-транзистор
инвертора, который, собирая заряд с трека, сни-
жает напряжение на выходе И до уровня логиче-
ского нуля. В итоге задержки переключения со-
ставляют tЗД.ПЕР = 20 пс, 48 пс и 107 пс для треков
с tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс.

3.2. Сбор заряда с трека PМОП-транзисторами 
группы Gr1P элемента И D1

На рис. 5 приведены зависимости напряжений
на узлах элемента И для точки входа трека 2p
группы Gr2P, транзисторы которой выполнены в
кармане N-типа проводимости в общей для этих
транзисторов области (рис. 2б). На рис. 5а даны
зависимости при сигналах на входах А = B = 1,
C = 0 с переключением на А = B = C = 0; а на
рис. 4б при сигналах на входах элемента А = B =

= C = 0 с переключением элемента по входам на
А = B = 1, C = 0.

Два семейства зависимостей на рис. 5а и 5б со-
ответствуют трекам через точку входа 2p в область
истока PМОП-транзистора P1.1 в группе Gr2P уз-
ла И-НЕ для двух вариантов переключения эле-
мента: из 1 → 0 и из 0 → 1. Зависимости на рис. 5а
характеризуют опережающее переключение эле-
мента И сбором заряда PМОП запертыми транзи-
сторами P1.1, P1.2, а зависимости на рис. 5б ха-
рактеризуют переключение элемента И с допол-
нительной задержкой при треке с точкой входа 2p
в исток открытого PМОП-транзистора P1.1.

Переключение элемента И из 1 → 0 с опережением

Переключившиеся сбором заряда с трека ис-
ходно запертые PМОП-транзисторы P1.1, P1.2
переводят узел И-НЕ в состояние с напряжением
1 В, что переключает инвертор и выход И через
12 пс после возникновения трека с tТР = 100 пс
или 160 пс в состояние логического нуля “0” с на-
пряжением 0.1 В (рис. 5а), что осуществляет опе-
режающее переключение элемента И до смены
сигналов на входах элемента при треках с tТР =
= 100 пс и 160 пс. Переключение элемента по вхо-
дам при tПЕР = 200 пс до момента образования
трека при tТР = 220 пс вызывает переключение
инвертора и запирание PМОП-транзистора ин-
вертора, который после переключения инвертора
начинает собирать заряд с трека, что формирует
небольшой импульс положительной полярности
на выходе элемента И с амплитудой 0.2 В (рис. 5а).

Задержки опережающего переключения эле-
мента И относительно момента образования тре-
ка составляют 12 пс при треках как с tТР = 100 пс,
так и 160 пс. Относительно момента начала пере-
ключения входов при tПЕР = 200 пс задержки опе-
режающего переключения имеют отрицательные
значения: tЗД.ПЕР = –88 пс при tТР = 100 пс и
tЗД.ПЕР = –28 пс при tТР = 160 пс. При треке с tТР =
= 220 пс переключение происходит с задержкой
tЗД.ПЕР = 20 пс относительно изменения входных
сигналов при tПЕР = 200 пс с небольшим импуль-
сом на выходе.

Переключение элемента И из 0 → 1 
с дополнительной задержкой

При сигналах на входах А = B = C = 0 PМОП
транзисторы P1.1, P1.2 узла И-НЕ открыты и не
собирают заряд с трека, так что напряжение на уз-
ле И-НЕ и на входе инвертора остается около 1 В.
Заряд собирает запертый PМОП-транзистор P1.3
инвертора, что увеличивает напряжение до 0.2 В
на выходе И вплоть до переключения элемента И
по входам (рис. 5б).
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После переключения входов на А = B = 1, C = 0
при tПЕР = 200 пс PМОП транзисторы узла И-НЕ
запираются, но напряжение на этом узле около 1 В
сохраняет заряд на емкости узла. Это сохраняет
напряжение на выходе инвертора и выходе И на
уровне 0.2 В (рис. 5б). Ток открывшихся после пе-
реключения NМОП-транзисторов узла И-НЕ
(рис. 2а) начинает медленно понижать напряже-
ние на нем. После снижения напряжения на узле
И-НЕ ниже 0.5 В начинает переключаться инвер-
тор и повышать напряжение на выходе элемента И.

В итоге зависимости напряжений на узле И-
НЕ и выходе И практически повторяются со
сдвигом во времени на 60 пс для всех моментов
образования треков с tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс.
Повышенные значения задержек переключения
элемента И составляют tЗД.ПЕР = 224 пс, 285 пс и
345 пс для треков с tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс, что

также повторяет одинаковый сдвиг моментов об-
разования треков по 60 пс.

3.3. Сбор заряда с трека NМОП-транзисторами 
группы Gr2N элемента ИЛИ D2

На рис. 6 приведены зависимости напряжений
на узлах элемента ИЛИ для точки входа трека 3n
группы Gr2N, транзисторы которой выполнены в
кремниевой подложке P-типа проводимости в
общей области кремния (рис. 3б). На рис. 6а при-
ведены зависимости при сигналах на входах ма-
жоритарного элемента А = B = C = 1 с переклю-
чением на А = B = C = 0; а на рис. 6б при сигналах
на входах А = B = C = 0 с переключением на А =
= B = C = 1.

Два семейства зависимостей на рис. 6а и 6б со-
ответствуют трекам через точку входа трека 3n в
общую область стоков NМОП-транзисторов узла

Рис. 5. Зависимости напряжений на узлах элемента И мажоритарного элемента при образовании трека с LET =
= 60 МэВ×см2/мг с точкой входа 2p в группу транзисторов Gr1P, возникновение трека при tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс;
при tПЕР = 200 пс переключение: (а) из А = B = 1, C = 0 в А = B = C = 0; (б) из А = B = C = 0 в А = B = 1, C = 0.
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ИЛИ-НЕ группы Gr2N для вариантов переклю-
чения элемента из 1 → 0 и из 0 → 1. Сбор заряда в
момент его образования на треке приводит к пе-
реходу NМОП-транзисторов N2.1, N2.2 в инверс-
ное смещение с образованием на узле ИЛИ-НЕ
короткого импульса отрицательной полярности с
экстремумом –(0.4–0.5) В. Это происходит в обо-
их случаях исходных сигналов на входах мажори-
тарного элемента А = B = C = 1 (рис. 6а), так и при
А = B = C = 0 (рис. 6б).

Для треков с tТР = 100 пс и 160 пс в первом слу-
чае при А = B = C = 1 (рис. 6а) исходно запертый
NМОП-транзистор N2.3 инвертора начинает со-
бирать заряд с трека и через 20 пс после образова-
ния трека происходит опережающее переключе-
ние элемента ИЛИ до изменения сигналов на
входах мажоритарного элемента и элемента ИЛИ.

Во втором случае для треков с tТР = 100 пс и 160 пс
при А = B = C = 0 (рис. 6б) исходно запертый
NМОП-транзистор N2.3 инвертора инверсным
смещением транзисторов узла ИЛИ-НЕ пере-
ключает инвертор и выход ИЛИ до напряжения
(0.7–0.73) В, после чего сбор заряда (электронов)
с трека запертым NМОП-транзистором N2.3 ин-
вертора переводит выход инвертора и выход ИЛИ
в состояние с напряжения 0 В, что образует ко-
роткий импульс на выходе ИЛИ сразу после обра-
зования трека (рис. 6б).

В обоих случаях сигналов на входах через 20 пс
после образования треков с tТР = 100 пс и 160 пс на
выводах NМОП-транзистора N2.3 инвертора
устанавливается режим, когда напряжение на его
затворе, истоке и стоке близко к 0 В, и в этом со-
стоянии выход ИЛИ удерживается 210–220 пс.
При исходных сигналах на входах А = B = C = 0
это приводит к дополнительной задержке пере-

Рис. 6. Зависимости напряжений на узлах элемента ИЛИ мажоритарного элемента при образовании трека с LET =
= 60 МэВ×см2/мг с точкой входа 3n в группу транзисторов Gr2N, образование трека при tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс;
переключение при tПЕР = 200 пс: (а) из А = B = C = 1 в А = B = C = 0; (б) из А = B = C = 0 в А = B = C = 1.
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ключения элемента ИЛИ после смены входных
сигналов (рис. 6б).

Переключение элемента ИЛИ из 1 → 0 
с опережением

После переключения входов на А = B = C = 0 в
случае треков с tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс сохра-
няется состояние на узле ИЛИ-НЕ и выходе ИЛИ
с напряжением 0 В до момента, когда начинает
преобладать заряд выходного узла ИЛИ током от-
крытого PМОП-транзистора P2.3 инвертора и
напряжение на выходе ИЛИ (рис. 6а) начинает
повышаться до уровня 0.8–0.82 В. Затем увеличе-
ние напряжения на узле ИЛИ-НЕ переключает
инвертор, что формирует импульс помехи с ам-
плитудами 0.8–0.82 В и длительностью 74–77 пс
по уровню 0.7 В.

В итоге задержки опережающего переключе-
ния элемента ИЛИ относительно момента начала
переключения входов при tПЕР = 200 пс имеют от-
рицательные значения: tЗД.ПЕР = –80 пс при tТР =
= 100 пс и tЗД.ПЕР = –20 пс при tТР = 160 пс. При
треке с tТР = 220 пс переключение происходит с
задержкой tЗД.ПЕР = 40 пс относительно измене-
ния входных сигналов.

Переключение элемента ИЛИ из 0 → 1 
с дополнительной задержкой

После состояния с напряжением 0 В на узле
ИЛИ-НЕ и выходе ИЛИ в течение 210–220 пс по-
сле образования трека при tТР = 100 пс, 160 пс и
220 пс (рис. 6б) напряжение на выходе ИЛИ до
уровня логической единицы “1” начинает повы-
шать заряд емкости выходного узла ИЛИ током

Рис. 7. Зависимости напряжений на узлах элемента ИЛИ мажоритарного элемента при образовании трека с LET =
= 60 МэВ×см2/мг с точкой входа 3p в группу транзисторов Gr2P, возникновение трека при tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс;
при tПЕР = 200 пс переключение: (а) из А = B = C = 0 в А = B = C = 1; (б) из А = B = C = 1 в А = B = C = 0.
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открытого PМОП-транзистора P2.3 инвертора. В
итоге длительности задержек переключения со-
ставляют tЗД.ПЕР = 220 пс, 280 пс и 345 пс по уров-
ню 0.7 В при tТР = 100 пс, 160 пс и 220 пс.

3.4. Сбор заряда с трека PМОП-транзисторами 
группы Gr2P элемента ИЛИ D2

На рис. 7 приведены зависимости напряжений
на узлах элемента ИЛИ для точки входа трека 3p
группы Gr2P, транзисторы которой выполнены в
кремниевом кармане N-типа проводимости в об-
щей для транзисторов области кремния (рис. 3б).
На рис. 7а приведены зависимости при сигналах
на входах А = B = C = 0 с переключением на А =
= B = C = 1; а на рис. 7б при сигналах на входах
А = B = C = 1 с переключением на А = B = C = 0.

Два семейства зависимостей на рис. 7а и 7б со-
ответствуют трекам через точку входа 3p в объеди-
ненную область стока транзистора P2.1 и истока
P2.2 группы Gr2P для двух вариантов переключе-
ния элемента из 0 → 1 и из 1 → 0. Зависимости на
рис. 7а и рис. 7б характеризуют переключение
элемента ИЛИ с небольшой задержкой.

При исходных сигналах на входах А = B = C = 0
транзисторы P2.1, P2.2 узла ИЛИ-НЕ открыты,
PМОП-транзистор P2.3 инвертора собирает за-
ряд (дырки) при образовании треков с tТР = 100 пс,
160 пс (рис. 7а). Этот сбор увеличивает напря-
жение на выходе ИЛИ до 0.5 В к моменту пере-
ключения входов элемента на А = B = C = 1 при
tПЕР = 200 пс.

При сигналах на входах А = B = C = 1 (рис. 7б)
и треке с tТР = 100 пс или 160 пс транзисторы P2.1,
P2.2 заперты и с возникновением трека начинают
сбор заряда (дырок), что повышает напряжение
на узле ИЛИ-НЕ до максимума 0.81 В (см. зави-
симость на рис. 7б “Узел ИЛИ-НЕ” при tТР =
= 100 пс). Далее ток открытых транзисторов N2.1,
N2.2 снижает напряжение на узле ИЛИ-НЕ до
момента переключения входов на А = B = C = 0
при tПЕР = 200 пс. Напряжение на узле ИЛИ-НЕ
отслеживает инвертор, что формирует на выходе
ИЛИ до переключения входов импульсы напря-
жения отрицательной полярности с минимумами
напряжения 0.47 В при 117 пс и 177 пс при треках
с tТР = 100 пс и 160 пс (рис. 7б).

Переключение элемента ИЛИ из 0 → 1 с небольшой 
задержкой

При переключении входов из А = B = C = 0 на
А = B = C = 1 транзисторы P2.1, P2.2 запираются,
напряжение на узле ИЛИ-НЕ снижается при tТР =
= 100 пс и 160 пс, что переключает инвертор и вы-
ход элемента ИЛИ без существенной задержки до
уровня 1 В (рис. 7а). В случае трека с tТР = 220 пс
после смены сигналов на входах напряжение на

узле ИЛИ-НЕ также снижается, но, когда дости-
гает значения 0.07 В (рис. 7а), то сбор заряда с тре-
ка запертыми транзисторами P2.1, P2.1 начинает
поднимать напряжение узла ИЛИ-НЕ до макси-
мума 0.81 В при 237 пс, после чего начинается раз-
ряд узла ИЛИ-НЕ током открытых транзисторов
N2.1, N2.2 до уровня 0 В. Напряжение на выходе
ИЛИ (рис. 7а) отслеживает через инвертор изме-
нение напряжения на узле ИЛИ-НЕ. В итоге на
выходе ИЛИ после подъема возникает просадка
напряжения, а затем выход ИЛИ достигает 1 В.
Длительности задержек переключения составля-
ют tЗД.ПЕР = 12 пс при tТР = 100 пс, tЗД.ПЕР = 20 пс
при tТР = 160 пс и tЗД.ПЕР = 57 пс при tТР = 220 пс с
последующим импульсом “просадки” напряже-
ния длительностью 35 пс до минимального уров-
ня 0.4 В.

Переключение элемента ИЛИ из 1 → 0 с задержкой
После переключения входов из А = B = C = 1

на А = B = C = 0 при tПЕР = 200 пс при треке с
tТР = 100 пс и 160 пс NМОП-транзисторы узла
ИЛИ-НЕ запираются, что быстро увеличивает
напряжение на узле до 1 В (см. зависимость при
tТР = 100 пс для узла ИЛИ-НЕ на рис. 7б). Инвер-
тор отслеживает это изменение с задержкой, сни-
жая напряжение на выходе ИЛИ до уровня логи-
ческого нуля. Длительности задержек переключе-
ния по уровню 0.3 В составляют tЗД.ПЕР = 40 пс при
tТР = 100 пс, tЗД.ПЕР = 90 пс при tТР = 160 пс.

В случае образования трека при tТР = 220 пс
трек образуется после переключения входов при
tПЕР = 200 пс, в этом случае запертые NМОП-
транзисторы узла ИЛИ-НЕ после смены сигна-
лов на входах быстро переключают инвертор в со-
стояние с запертым PМОП-транзистором инвер-
тора, напряжение на выходе ИЛИ снижается с 1 В
до 0.17 В при t = 230 пс (рис. 7б). Затем запертый
PМОП-транзистор инвертора, собирая заряд ды-
рок с трека, образует на выходе ИЛИ (рис. 7б) им-
пульс помехи. Длительность задержки переклю-
чения при tТР = 220 пс составляет tЗД.ПЕР = 25 пс с
последующим небольшим импульсом помехи с
амплитудным значением 0.46 В и длительностью
95 пс.

Зависимости импульсов напряжения на узле
ИЛИ-НЕ и выходе ИЛИ на временных отрезках
сигналов, когда на входах А = B = C = 0, практи-
чески одинаков при t ≥ 100 пс на рис. 7а для трека
с tТР = 100 пс и при t ≥ 220 пс на рис. 7б для трека
с tТР = 220 пс.

4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Зависимости во времени напряжений на выхо-
дах элементов И и ИЛИ при образовании им-



354

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 4  2020

СТЕНИН, КАТУНИН

пульса помехи под действием сбора заряда с трека
одиночной частицы не изменяют свой характер
при смене момента образования трека, но смеща-
ются во времени на интервал, равный смещению
начала образования трека. В табл. 1 приведены
значения задержек переключения элементов И и
ИЛИ tЗД.ПЕР относительно момента переключе-
ния входных сигналов для опережающего пере-
ключения сбором заряда и с дополнительной за-
держкой.

При изменении момента образования трека
сохраняется практически неизменной зависи-
мость переходного процесса во времени и дли-
тельность импульса помехи для конкретных то-
чек входа трека в общую область транзисторов,
ограниченную мелкой траншейной изоляцией. В
группе опережающих переключений значения
времени задержки переключения на выходе эле-
мента даны относительно момента изменения
сигналов на входах элемента, в скобках указана
длительность “просадки” переключенного уров-
ня (или импульса помехи), вызванной сбором за-
ряда транзисторами элемента после его переклю-
чения.

Основные выводы из результатов моделирова-
ния следующие:

1. Длительность импульса помехи на выходах
элементов И и ИЛИ мажоритарного элемента
при переключении по входам элемента и одно-
временном сборе заряда с трека частицы практи-
чески не зависит от момента образования трека
для конкретной точки входа трека в область груп-
пы транзисторов одного типа проводимости, объ-
единенных в общей области кремния, ограничен-
ной мелкой траншейной изоляцией.

2. Транзисторы групп И-НЕ (ИЛИ-НЕ), кото-
рые находятся в запертом состоянии при задан-
ных входных сигналах элементов И (ИЛИ), при
сборе заряда переключаются, обуславливая опе-
режающее переключение элемента до изменения
сигналов на его входах.

3. Транзисторы групп И-НЕ (ИЛИ-НЕ), кото-
рые находятся в открытом состоянии при задан-
ных входных сигналах элементов И (ИЛИ), не пе-
реключаются при сборе заряда ими; при этом их
сбор заряда затягивает переключение элемента
входными сигналами.

4. Длительности импульсов помех максималь-
ны для треков, проходящих через исходно до пе-
реключения открытые транзисторы с общими об-
ластями их стоков в группе PМОП-транзисторов
элемента И и в группе NМОП-транзисторов эле-
мента ИЛИ.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Особенности характеристик элементов при

сборе заряда с трека ионизирующей частицы сов-
местно с переключением сигналов на входах сле-
дует учитывать при проектировании КМОП мик-
ропроцессорных систем, предназначенных для
космического применения. К этим особенностям
относятся практически неизменные длительно-
сти нестационарного их состояния независимо от
момента возникновения трека, если он возникает
до переключения по входам. Другой особенно-
стью является либо опережающее переключение
мажоритарного элемента, либо дополнительное
увеличение задержки переключения, инициируе-
мые сбором заряда с трека в зависимости от зна-
чений сигналов на входах. Задержка переключе-

Таблица 1. Длительности задержек переключения элементов И и ИЛИ tЗД.ПЕР на выходах относительно момента
переключения элемента входными сигналами при треках с линейным переносом энергии на них 60 МэВ см2/мг

Примечание: в скобках в таблице указана длительность “просадки” напряжения (импульса помехи), вызванного сбором за-
ряда элемента И и ИЛИ после переключения элемента

Характер переключения Опережающее
переключение элемента

Переключение элемента
с дополнительной задержкой

Переключение входов “0” в “1” “1” в “0” “1” в “0” “0” в “1”

Трек в элемент И И ИЛИ И ИЛИ И ИЛИ ИЛИ

Группа Gr1N Gr1P Gr2N Gr1N Gr2P Gr1P Gr2P Gr2N

Точка входа трека 2n 2p 3n 2n 3p 2p 3p 3n

tЗД.ПЕР, пс при tТР = 100 пс –91 (188) –88 –80 (74) 20 40 224 12 220

tЗД.ПЕР, пс при tТР = 160 пс –33 (188) –28 –20 (75) 48 90 285 20 280

tЗД.ПЕР, пс при tТР = 220 пс 22 (188) 20 40 (77) 107 25 (95) 345 57 (35) 345

Графики зависимостей Рис. 4а Рис. 5а Рис. 6а Рис. 4б Рис. 7б Рис. 5б Рис. 7а Рис. 6б
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ния может варьироваться от 12 пс до 345 пс в зави-
симости от точки входа трека и сигналов на
входах.
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technology with shallow trench isolation of transistor groups for tracks with linear energy transfer of 60 MeV
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from the track. The noise pulses are shifted in time by a time interval equal to the time offset of the track rel-
ative to the time of switching element inputs. Collection of the charge from the track leads either to switching
an element in advance of the input signals changing or to an additional switching delay. The widths of the
noise pulses at the outputs of the AND and OR elements are distributed in the range from 12 to 345 ps. At the
same time, the duration of the noise pulse remains almost unchanged for the each specific track input point
into the common area of the transistor location regardless of the time of formation of the track.
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОКАНАЛЬНОЙ АНАЛОГОВОЙ ФРОНТЭНД 
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Проведены испытания разработанного в НИЯУ МИФИ прототипа специализированной многока-
нальной микросхемы, предназначенной для использования в качестве фронтэнда в детекторных
системах на основе “медленных” сцинтилляционных кристаллов NaI(Tl) или CsI(Tl) и кремниевых
фотоумножителей (SiPM). Для проведения измерений использовались специально разработанные
тестовая плата и пакет программного обеспечения в среде LABVIEW. Детекторная часть состояла из
кристалла NaI(Tl) и матрицы SiPM PM6600 (KETEK) в качестве фотоприемника. Энергетическое
разрешение системы при регистрации гамма-квантов с энергией 59.5 кэВ составило 16.9 ± 0.9%
ПШПВ. Для сравнения те же измерения были проведены с использованием аналоговой части мно-
гоканальной микросхемы MAROC3, для которой разрешение на этой энергии составило 27.7 ± 0.9%.

Ключевые слова: SIPM, ФЭУ, MAROC, LABVIEW, МР-томография
DOI: 10.1134/S2304487X20040094

1. ВВЕДЕНИЕ
Российская отечественная ядерная медицина

страдает от дефицита современного оборудова-
ния для диагностики. Почти все это оборудова-
ние было импортировано. Большинство устано-
вок эксплуатируется более 10 лет и теперь нужда-
ется либо в модернизации, либо в полной замене.
При этом для новых систем желательно совмеще-
ние функций – например, гамма-камеры и МР-
томографа – в одной установке.

Однако при разработке новых, более универ-
сальных систем, возникают проблемы совмести-
мости. Дело в том, что полноразмерные гамма-
камеры (full-body gamma-camera) предыдущего
поколения, широко использующиеся в радиоло-
гических отделениях больниц по всему миру [1],
традиционно построены на основе монолитных
кристаллов NaI(Tl) большого размера и вакуум-
ных фотоумножителей (ФЭУ), при этом количе-
ство ФЭУ достигает порядка 100 штук. Поскольку
использование ФЭУ в магнитных полях невоз-
можно, то, для современных многофункциональ-
ных медицинских установок с сильными магнит-
ными полями (МР-томография), необходимо
применение других фотоприемников, нечувстви-
тельных к нему, например, кремниевых фото-
умножителей (SiPM) [2]. SiPM не уступают ФЭУ
по коэффициенту усиления, имеют более высо-
кую эффективность регистрации, низкое напря-

жение питания (25–50 В), компактные размеры, а
также гораздо менее хрупки.

SiPM совместно со сцинтилляционными кри-
сталлами может быть использован для компакт-
ных и надежных гамма-спектрометров и является
очень привлекательным выбором для создания
многоканальных высоко-гранулярных систем,
особенно в области ядерной медицины.

При этом, следует учитывать, что повышение
гранулярности систем, особенно большого раз-
мера, приводит к резкому увеличению необходи-
мого числа каналов сопутствующей электроники
и требует применения многоканальных микро-
схем для сохранения разумных размеров и уров-
ней энергопотребления.

К настоящему времени разработано и исполь-
зуется большое количество многоканальных
микросхем для разных областей применения, с
количеством каналов от 8-ми до 128-ми и функ-
циональными возможностями от чисто аналого-
вого фронтэнда до систем на кристалле, включа-
ющих в себя аналоговую и цифровую части для
спектрометрических и временных измерений и
быстрыми цифровыми интерфейсами для вывода
информации. Однако, большая часть таких мик-
росхем разработана для специальных целей (на-
пример, детекторы в области физики высоких
энергий или ядерной физики) и трудно примени-
ма в других областях.

УДК 621.382

АВТОМАТИКА 
И ЭЛЕКТРОНИКА
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ШЕРГИ и др.

Среди коммерчески доступных многоканаль-
ных микросхем более или менее широкого при-
менения, специально оптимизированных для ра-
боты совместно с SiPM или, которые можно ис-
пользовать для этих целей, можно назвать (не
претендуя на полноту), такие как Citiroc 1A [3],
Petiroc 2A [4], Triroc 1A [5], Maroc 3A [6], Catiroc 1
[7] фирмы WeeRoc; TOFPET2 [8] фирмы PETsyse-
lectronics; VA32HDR14-3 [9], IDE3160-2 [10],
IDE3380 SIPHRA [11], VATA64HDR16-2 [12] фир-
мы Integrated Detector Electronics AS (IDEAS). Од-
нако, перечисленные выше микросхемы ориен-
тированы на работу с быстрыми сцинтиллятора-
ми, такими как LYSO, LSO или LaBr3:Ce. Эти
микросхемы, как правило, имеют времена инте-
грирования входного сигнала от 100 до 300 нс, что
для систем, основанных на кристаллах NaI(Tl),
CsI(Tl) или BGO, приводит к потере энергетиче-
ского разрешения из-за неполного сбора количе-
ства высвечиваемых фотонов. Исключение со-
ставляют недавно появившиеся микросхемы Tri-
roc 1A и IDE3380 SIPHRA, имеющие времена
интегрирования соответственно до 1.28 мкс и
1.6 мкс.

В НИЯУ МИФИ в рамках Мегагранта разра-
ботан прототип отечественной многоканальной
микросхемы для считывания сигналов с SiPM,
ориентированной на системы ядерной медицины
(гамма-камеры), в которых используются сцин-
тилляционные кристаллы NaI(Tl) или CsI(Tl), с
целью обеспечить задел для создания многока-
нальной электроники для применения с этими
“медленными” (времена высвечивания порядка
микросекунд) сцинтилляторами [13].

Исходя из характеристик современных гамма-
камер, к разрабатываемой микросхеме были
сформулированы следующие требования:

• время интегрирования заряда достаточное
для сбора 96% фотонов, испускаемых сцинтилля-
торами NaI(Tl) и CsI(Tl);

• линейность отклика для системы сцинтил-
лятор–SiPM–микросхема в диапазоне энергий
гамма-квантов 59.6–511 кэВ;

• обеспечение получения одноэлектронного
разрешения сигналов от SiPM для проведения ка-
либровки регистрируемых от гамма-квантов сиг-
налов в зависимости от количества сработавших
ячеек;

• обеспечение асинхронной работы по появ-
лению сигнала от гамма-квантов (режим “самот-
риггера”).

Прототип микросхемы был изготовлен на
XFAB Foundry [14] с использованием технологии
XH035.

В дальнейшем мы будем называть эту микро-
схему SLOSIC (SLOwSignalIC).

В данной работе проводится проверка функ-
ционирования SLOSIC совместно с модулем гам-
ма-детектора на основе сцинтиллятора NaI(Tl) и
SiPM при регистрации гамма-квантов. Измерен-
ное энергетическое разрешение сравнивается с
разрешением, полученным при использовании
коммерчески доступной микросхемы MAROC3,
уже применявшейся в макете гамма-камеры [15].

2. ОПИСАНИЕ СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОЙ 
ИНТЕГРАЛЬНОЙ МИКРОСХЕМЫ SLOSIC 
И ТЕСТОВОЙ ПЛАТЫ ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ 

ИЗМЕРЕНИЙ

2.1. Архитектура SLOSIC

Состав и функциональное назначение основ-
ных блоков разработанной микросхемы показа-
ны на структурно-функциональной схеме (рис. 1).
SLOSIC включает три одинаковых канала A1 – A3,
каждый из которых содержит предварительный
усилитель с токовым входом, управляемый кодом
усилитель тока, интегратор с возможностью вы-
бора одной из двух постоянных времени интегри-
рования (750 нс и 3 мкс) и включенную с интегра-
тором в общую петлю отрицательной обратной
связи схему стабилизации базовой линии.

Обобщенная функциональная схема одного
канала SLOSIC показана на рис. 2. Каждый канал
содержит два программируемых усилителя, со-
стоящих из цифрового потенциометра и усилите-
ля с фиксированным коэффициентом передачи,
амплитудный дискриминатор, состоящий из
компаратора с гистерезисом и программируемого
источника опорного напряжения для задания по-
рога. Выход компаратора служит сигналом запус-
ка схемы синхронизации, включающей два про-
граммируемых таймера и логику управления.
Программируемый усилитель, дискриминатор и
таймеры образуют в совокупности временной
подканал. Кроме него каждый канал содержит
амплитудный подканал. Он включает в себя ФНЧ
на базе одного из программируемых усилителей,
управляемый пиковый (амплитудный) детектор,
буферный масштабирующий усилитель – драй-
вер АЦП и программируемую схему сдвига посто-
янного уровня (базовой линии). Пиковый детек-
тор может находиться в следующих состояниях:
прозрачный, поиск максимума, удержание,
сброс. Управление работой пик-детектора может
быть как внутренним – автоматический режим с
использованием таймеров, так и внешним – руч-
ной режим с подачей управляющих сигналов
извне. Все параметры программируются индиви-
дуально для каждого из каналов.
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2.2. Тестовая плата

Для проведения измерений была разработана
и изготовлена тестовая плата, обеспечивающая
подачу стабилизированных напряжений питания
для структурных блоков SLOSIC и имеющая
разъемы для подключения аналоговых и управля-
ющих сигналов, а также порт для связи с компью-
тером (рис. 3). Автоматический режим работы
SLOSIC с использованием встроенных таймеров
для управления работой пик-детектора в измере-
ниях не применялся, сигналы управления режи-

мами работы (прозрачный, поиск максимума,
удержание, сброс) подавались от внешней схемы.
В качестве управляющего элемента платы ис-
пользовался микрокомпьютер ARDUINO.

Для управления микросхемой было разработа-
но приложение в среде LabVIEW, которое позво-
ляет конфигурировать микросхему, в режиме ре-
ального времени считывать данные с внешнего
АЦП, который может быть установлен на ту же
плату. Более подробно разработанное программ-
ное обеспечение описано ниже.

Рис. 1. Структурно-функциональная схема SLOSIC. СБЛ – стабилизатор базовой линии, ФНЧ – фильтр нижних ча-
стот, АД – амплитудный дискриминатор, ПД – пиковый детектор.
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Рис. 2. Функциональная схема одного сквозного канала SLOSIC. ЦП – цифровой потенциометр, ПНТ – преобразо-
ватель напряжение-ток.
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3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА

3.1. Модуль гамма-детектора

Модуль гамма-детектора состоит из трех ос-
новных компонентов: фотодетекторы, плата-но-
ситель фотодетекторов и сцинтиллятор. Фотогра-
фия модуля показана на рис. 4, где используются
обозначения: 1 – источник гамма-квантов, 2 –
сцинтилляционный кристалл, 3 – матрица крем-
ниевых фотоумножителей, 4 – система фиксации
сцинтиллятора относительно матрицы фотоде-
текторов, 5 – плата сумматора и считывания сиг-
нала для определенных каналов матрицы.

Фотодетекторы представляют из себя 64-ка-
нальную матрицу (8 × 8 элементов), составлен-
ную из SiPM KETEK PM6660TP-SB [16]. SiPM
данной модели имеет геометрический размер

6.8 × 7.8 мм2, чувствительную область 6 × 6 мм2 и
содержит 10000 микроячеек, каждая из которых

имеет размер 60 × 60 мкм2.

Матрица фотодетекторов SiPM собрана в ГУП
НПП “Пульсар” (г. Москва). Зазор между сосед-
ними SiPM на матрице составляет 0.3 мм. Матри-
ца устанавливается на плату-носитель при помо-
щи четырех 40-контактных разъемов высокой
плотности серии DF17 фирмы Hirose [17]. К каж-
дому разъему подключены 16 SiPM (1 квадрант
матрицы), каждый SiPM использует на разъеме
2 контакта – питание и сигнал. Остальные кон-
такты разъема используются для подачи общего
потенциала. Следует отметить, что для каждой
линии питания SiPM на матрице смонтирован
RC-фильтр для подавления перекрестных элек-
трических наводок по шине питания. Плата-но-
ситель обеспечивает разводку напряжения пита-
ния от одного входного разъема по индивидуаль-

ным линиям, а также подключение сигнальных
линий к четырем 40-контактным разъемам типа
IDC (1 разъем на квадрант).

Для измерений использовался сцинтиллятор
NaI(Tl) высотой 10 мм и диаметром 10 мм, в алю-
миниевом корпусе с толщиной выходного окна
около 2 мм. Данный сцинтиллятор геометриче-
ски существенно отличается от кристаллов, ис-
пользуемых в полномасштабных гамма-камерах,
однако основной задачей, стоящей перед нами на
данном этапе, являлось экспериментальное
определение энергетического разрешения систе-
мы сцинтиллятор–матрица SiPM–электроника и
сравнение результатов по его величине, получен-
ных при использовании микросхем SLOSIC и
MAROC3.

Сцинтилляционный кристалл с помощью оп-
тической смазки монтировался на 4 смежных
элементах матрицы, выходы которых были со-
единены параллельно, образуя SiPM с площадью

~12 × 12 мм2, как показано на рис. 4. Остальные
элементы матрицы были отключены. Выходной
сигнал по коаксиальному кабелю подавался на
измерительный стенд. В процессе измерений мо-
дуль гамма-детектора находился в светозащи-
щенной термокамере MC-811 фирмы ESPEC.

3.2. Измерительный стенд
Измерительный стенд включает в себя:

• специально разработанную и изготовлен-
ную тестовую плату для SLOSIC, обеспечиваю-
щую подачу напряжения питания для микросхе-
мы и имеющую разъемы для аналогового и управ-
ляющего сигналов, а также порт для связи с
компьютером;

• многоканальную систему сбора данных на
основе микросхемы MAROC3 фирмы WeeRoc
(evaluation board MAROC3) [18], для сравнитель-
ных измерений;

Рис. 3. Фотография тестовой платы. 1 – микросхема
SLOSIC, 2 – входы каналов типа A, 3 – входы каналов
типа B, 4 – стабилизаторы питания, 5 – плата ARDUINO
для связи с компьютером, 6 – микросхема аналого-
цифрового преобразователя.
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• цифровой осциллограф LeCroyWR620zi, ис-
пользуемый в качестве системы сбора данных;

• генератор точной амплитуды ORTEC 419;

• систему оптического аттенюатора;

• источники питания для SiPM (Keithley 2400)
и электроники.

4. ПРОГРАММНОЕ УПРАВЛЕНИЕ SLOSIC 
И ОБРАБОТКА ДАННЫХ

Для тестирования SLOSIC было разработано
управляющее программное обеспечение (ПО) в
среде LABVIEW, которое позволяет конфигури-
ровать микросхему, управлять работой тестовой
платы, а также вести обработку данных on-line
или off-line, в зависимости от формата и скорости
потока данных. Скриншоты ПО показаны на
рис. 5.

Управляющее ПО выполняет следующие дей-
ствия:

• конфигурирует микросхему путем загрузки
управляющих слов через последовательный ин-
терфейс;

• схематично показывает текущее состояние
основных структурных блоков микросхемы, об-
легчая процесс конфигурирования и визуального
контроля состояния микросхемы;

• считывает данные с внешнего АЦП, кото-
рый может быть установлен на тестовой плате, и
представляет данные графически;

• проводит построение и обработку спектров;

• в случае использования цифрового осцилло-
графа для регистрации и записи осциллограмм
сигналов, ПО содержит блок off-line обработки
записанных данных – воспроизведение осцилло-

грамм, анализ формы импульсов, построение и
обработка зарядовых и амплитудных спектров,
подбор оптимальных параметров обработки и ги-
стограммирования.

Поскольку количество событий в пике полного
поглощения зависит от энергии и интенсивности
гамма-линии источника, использование одинако-
вой ширины канала при построении спектров от
разных источников является неоптимальным для
определения параметров пика. Правильно подо-
бранная ширина каналов гистограммы позволяет
дать наиболее точную оценку параметров функ-
ции распределения [19–22]. В управляющем ПО
была реализована процедура выбора оптималь-
ной ширины каналов. Ниже приведен алгоритм
данной процедуры:

1) начальное количество каналов гистограммы
задается пользователем так, чтобы ширина пика
полного поглощения на его полувысоте находи-
лась в пределах 5–10 каналов [23] (при этом полу-
ченное распределение контролируется визуально);

2) используя процедуру фитирования функци-
ей Гаусса (1), из полученного распределения
определяем координату центра пика полного по-

глощения  и погрешность ее измерения ΔХ0:

(1)

где y0 – подложка, Х0 – координата центра пика,
А – площадь, w – полная ширина на половине
максимума пика [24]. Учитывая несимметрич-
ность пиков полного поглощения, границы ин-
тервала, на котором производится фитирование,
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Рис. 5. Скриншот ПО. 5а – блок управления микросхемой SLOSIC, 5б – блок осциллограмм и обработки сигналов.
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устанавливаются следующим образом: правая
граница определяется как канал для которого
y = y0; левая граница как канал для которого
y = 2h/3, где h – высота пика;

3) затем ширина канала уменьшается на вели-
чину, заданную оператором, осуществляется ги-
стограммирование исходных экспериментальных
данных и повторяется шаг 2.

Данный алгоритм повторяется, пока не будет

выполнено условие: значение  и wi для выбран-

ного разбиения равно предыдущему  и wi–1 и

последующему значению  и wi+1 в пределах
полученной при i шаге фитирования погрешно-
сти. Тогда значение ширины канала для i шага
считаем оптимальным.

5. ИЗМЕРЕНИЯ

Базовая схема подключения аппаратуры пока-
зана на рис. 6.

Все измерения со SLOSIC проводились на ка-
нале с токовым входом, сконфигурированным для
работы со сцинтиллятором NaI(Tl) (постоянная
времени интегрирования 750 нс), а с MAROC3 –
при конфигурации с максимальным временем
интегрирования (приблизительно 120 нс).

Сигнал от гамма-детектора подавался на вход
цифрового осциллографа и служил триггером для
захвата осциллограмм. Тот же сигнал, ослаблен-
ный при помощи аттенюатора, подавался на вто-
рой вход осциллографа и на тестовую плату. Атте-
нюатор потребовался для того, чтобы согласовать
диапазон изменения сигналов от гамма-детекто-
ра с динамическим диапазоном SLOSIC. Выход-
ной сигнал пик-детектора SLOSIC подавался на

0

iХ
−1

0

iХ
+1

0

iХ

третий вход осциллографа. Встроенный в SLOSIC
пик-детектор управлялся следующим образом:
процесс поиска максимума сигнала интегратора
запускался при срабатывании внутреннего дис-
криминатора; выходной сигнал этого дискрими-
натора запускал внешнюю схему управления (на
схеме подключения не показана), генерирующую
сигналы переходов в режимы Удержание и Сброс.

Управление работой MAROC3 осуществля-
лось примерно так же, с той разницей, что в этой
микросхеме нет пик-детектора и захват уровня
сигнала происходит в момент подачи синхроим-
пульса.

Осциллограммы сигналов записывались на
внешний носитель для последующей обработки.

Параметры конфигурации системы подбира-
лись таким образом, чтобы можно было произво-
дить измерения в диапазоне энергий от 59.6 кэВ

(241Am) до 1274 кэВ (22Na) без перенастройки. Из-
мерения с гамма-источниками были проведены
во всем указанном диапазоне, включая область,
где наблюдается заметное отклонение сигнала
собственно SiPM от линейности. Напряжение
питания матрицы SiPM – 28.25 В – было опреде-
лено как напряжение, при котором достигалось

наилучшее разрешение для источника 137Cs. Все
измерения с матрицей проводились при этом на-
пряжении и температуре +20°C.

Линейность отклика SLOSIC на входной сиг-
нал проверялась двумя способами. В первом ис-
точником входного сигнала служил подключен-
ный вместо гамма-модуля генератор импульсов
точной амплитуды ORTEC419, вырабатывающий
экспоненциальный сигнал с постоянной времени
спада 250 нс, имитирующий сигнал от сцинтил-
лятора NaI(Tl). Сигнал генератора, ослабленный

Рис. 6. Схема экспериментальной установки.
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при помощи прецизионного аттенюатора, пода-
вался на вход SLOSIC и на цифровой осцилло-
граф LeCroyWR620zi.

Во втором использовалась способность SLOSIC
работать с сигналом одиночной ячейки SiPM.
При этом источником калибровочного сигнала
выступал подключенный к SLOSIC SiPM Hama-
matsu S13360-1350PE, для которого зависимость
сигнала ячейки от напряжения питания (коэф-
фициент усиления) нами хорошо изучена. SiPM
облучался вспышками пикосекундного лазера с
длиной волны 660 нм, ослабленными при помо-
щи оптического аттенюатора до уровней в не-
сколько фотонов на площадь SiPM за вспышку.

Набор спектров проводился с использованием
стандартных калибровочных гамма-источников
ОСГИ, при этом источники располагались таким
образом, чтобы ток через матрицу фотодетекто-
ров оставался постоянным и не влиял на парамет-
ры фотодетекторов.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 7 показан отклик SLOSIC на суммар-
ный заряд, поступивший на вход, при использо-
вании генератора точной амплитуды (рис. 7а –
в широком диапазоне входного сигнала, рис. 7б –
в области малых сигналов). Фитирование линей-
ными функциями для этих диапазонов дает разные
коэффициенты наклона и постоянные смещения
с зоной перехода в районе 6–7 пКл. В области ве-
личины заряда около 4 пКл наблюдается допол-
нительный выброс.

На рис. 8а представлен одноэлектронный
спектр сигнала SiPM Hamamatsu S13360-1350PE
при освещении лазером. Каждый следующий пик
в спектре отличается от предыдущего на величи-
ну сигнала (заряда) одной ячейки. Зная заряд
(усиление) одиночной ячейки и количество сра-
ботавших ячеек, соответствующих каждому пику
спектра, можно построить зависимость сигнала
SLOSIC от величины заряда на входе, как показа-
но на рис. 8б.

При измерениях с Hamamatsu S13360-1350PE
параметры конфигурации SLOSIC (в частности
коэффициент передачи входного каскада) опти-
мизировались для получения спектра одиночных
ячеек и отличались от параметров, применяемых
при измерении с источниками. Спектр, показан-
ный на рис. 8а, набран при установке порога дис-
криминатора SLOSIC, запускающего пик-детек-
тор, на уровне 10 ячеек. Такой метод генерации
входного сигнала может быть использован для
калибровки и мониторирования электронного
тракта без использования дополнительного обо-
рудования. Видно, что в области входных зарядов
порядка 4.5–5 пКл также наблюдается отклоне-
ние от линейности, что проявляется в нарушении
эквидистантности первых 2 пиков одноэлектрон-
ного спектра.

Характеристики систем на основе SLOSIC и
MAROC3 с подключенным модулем гамма-де-
тектора изучались в диапазоне энергий 59.6–
511 кэВ (диапазон энергии соответствует источ-
никам, используемым в гамма-камере) с исполь-

зованием источников 241Am (59.6 кэВ), 57Co

(122 кэВ), 152Eu (344 кэВ) и 22Na (511 кэВ). На рис. 9

Рис. 7. Отклик SLOSIC на сигнал генератора: 7а – полный диапазон, 7б – диапазон малых сигналов, 1 – выход пик-
детектора SLOSIC, 2 – линейный фит.
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в качестве примера представлены спектры сигна-

лов и результаты фитирования для пьедесталов и

пиков полного поглощения для источника 241Am

(59.6 кэВ). Видно, что энергетическое разрешение

гамма-детектора, использующего SLOSIC в каче-

стве фронтэнда лучше, несмотря на то, что шири-

на пьедестала для системы с MAROC3 уже (инте-

грирование темновых импульсов SiPM происхо-

дит в более узком временном интервале).

Собственное разрешение SLOSIC без использо-

вания SiPM составило 5 кэВ. Разница в разреше-

нии, полученная для гамма-пиков (табл. 1) объяс-

няется тем, что время интегрирования τ в

MAROC3 составляет ≈120 нс, в то время как

SLOSIC имеет встроенный интегратор с τ =

= 750 нс. Исходя из разницы во временах инте-

грирования, ожидаемое количество зарегистри-

рованных фотонов от вспышки сцинтиллятора

NaI(Tl) с постоянной времени высвечивания τ =

= 250 нс для SLOSIC и MAROC3 отличается в

2.6 раза и должно приводить к улучшению разре-

шения для SLOSIC в  ≈ 1.6 раза, что каче-

ственно согласуется с экспериментальными дан-

ными.

2.6

Полученные после обработки спектров калиб-
ровочные зависимости представлены на рис. 10.
Обе системы сцинтиллятор–матрица SiPM–
MAROC3/SLOSIC в указанном диапазоне энер-
гий достаточно хорошо описываются линейной
зависимостью, не показывая характерного для
систем с использованием SiPM насыщения в об-
ласти больших сигналов. Тем не менее следует от-
метить, что SLOSIC имеет заметное отклонение
от линейности, что связано, по-видимому, с от-
меченными выше особенностями работы прото-
типа микросхемы в области малых сигналов.

Чтобы оценить энергетическое разрешение
систем для энергии 140.5 кэВ – основной линии

изомера 99mTc, который является наиболее часто
применяемым в гамма-камерах источником, бы-
ла построена зависимость энергетического разре-
шения от энергии гамма-кванта (рис. 11) и отфи-
тирована функцией вида:

где R – относительное энергетическое разреше-
ние, E – энергия гамма-кванта, а a, b и c – коэф-
фициенты.

= −(* ) ,
cR a E b

Рис. 8. 8а – Одноэлектронный спектр SiPM Hamamatsu S13360-1350PE, 8б – отклик SLOSIC на сигнал от SiPM.
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Таблица 1

Пьедестал 

(ПШПВ), кэВ

Пик поглощения для 
241Am (ПШПВ), кэВ

Пик поглощения, 

разрешение 241Am 

(ПШПВ), %

Пик поглощения, разрешение 

(интерполированное значение) 
99mTc (ПШПВ), %

MAROC 4.3 ± 0.3 16.5 ± 0.5 27.7 ± 0.9 14.0 ± 0.9

SLOSIC 7.2 ± 0.5 10.0 ± 0.5 16.9 ± 0.9 10.1 ± 0.9
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Используя полученные значения коэффици-

ентов, было вычислено энергетическое разреше-

ние для Еγ = 140.5 кэВ и результаты представлены

в таблице. Полученное разрешение для MAROC3

согласуется с представленным в работе [15]. На-

личие в SLOSIC встроенного интегратора, позво-

ляющего собрать примерно 96% фотонов, по срав-

нению с примерно 40% для MAROC3, обеспечивает

лучшее энергетическое разрешение в районе энер-

гии 140 кэВ, где статистика фотонов вносит боль-

шой вклад в полное разрешение системы.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках работы по Mегагранту 14.A12.31.0006
(от 24.06.2013) был разработан и изготовлен про-
тотип аналоговой фронтэнд электроники для ис-
пользования с SiPM и медленными сцинтиллято-
рами типа NaI(Tl). Для тестирования прототипа
SLOSIC был собран тестовый стенд и разработа-
но программное обеспечение. Были проведены
измерения отклика SLOSIC на сигнал от генера-
тора точной амплитуды и сигнал от отдельного
SiPM. Кроме того, были проведены измерения с

Рис. 9. Спектры 241Am (59.6 кэВ) для MAROC3 (9а) и SLOSIC (9б).
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Рис. 10. Калибровочная зависимость. 1 – SLOSIC, 2 –
MAROC3.
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гамма-детектором на основе кристалла NaI(Tl) и
матрицы SiPM в диапазоне энергии от 60 до
511 кэВ. Измерения показали, что с использова-
нием прототипа SLOSIC может быть достигнуто
энергетическое разрешение, удовлетворяющее
требованиям современных гамма-камер.

Данная микросхема также может быть исполь-
зована для построения многоканальных систем в
таких областях как ядерная физика, досмотровая
техника и дозиметрия.
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Abstract—The prototype of a multichannel application specific integrated circuit (ASIC) designed at the Na-
tional Research Nuclear University MEPhI as a front-end part of the gamma-detection systems utilizing
“slow” scintillators such as NaI(Tl) or CsI(Tl) readout by Silicon Photomultipliers has been tested. The mea-
surements have been carried on using a specially developed electronic test-board and a software package writ-
ten in LABVIEW. The gamma-detector module includes a NaI(Tl) scintillator crystal and a matrix of SiPM
PM6600 (KETEK) as a photosensor part. The system energy resolution (FWHM) has been measured to be
(16.9 ± 0.9)% for 59.5 keV gamma rays. For comparison, the same measurements have been replicated using
the analog part of the multichannel ASIC MAROC3 with observed energy resolution (27.7 ± 0.9)%.
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В статье приводятся результаты прогнозирования удельных дисконтированных затрат на производ-
ство электроэнергии на АЭС с различными типами ядерных реакторов с учетом неопределенности
в стоимостных данных по сооружению и эксплуатации реакторных установок, а также по товарам и
услугам топливного цикла. Рассмотрены три типа тепловых реакторов, работающих в открытом
топливном цикле, и четыре варианта быстрых реакторов, функционирующих в замкнутом уран-
плутониевом топливном цикле. По результатам оценки удельных дисконтированных затрат с уче-
том неопределенности в их значениях, обусловленных разбросом в стоимостных данных, сделан
вывод, что нельзя сделать однозначное суждение о наибольшей привлекательности той или иной
концепции быстрых реакторов, опираясь только на анализ удельных дисконтированных затрат, а
также некорректно делать категорические утверждения о более низкой экономической эффектив-
ности и конкурентоспособности быстрых реакторов по сравнению с тепловыми реакторами.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Оценка экономической эффективности ядер-

ных энерготехнологий, основанная на показателе
удельных дисконтированных затрат (LCOE от ан-
гл. levelised cost of electricity), получила наиболь-
шее распространение в связи с ее простотой, наи-
меньшим объемом требуемых для ее проведения
исходных данных, а также возможностью дать
четкую экономическую интерпретацию данному
показателю. В частности, на основе данного по-
казателя построена методология экономической
оценки для реакторных систем четвертого поко-
ления и методология ИНПРО/МАГАТЭ в обла-
сти “Экономика”, включая соответствующие
аналитические инструменты оценки экономиче-
ской эффективности G4-ECONS и NEST [1–3].
Также известны многочисленные модификации
данного подхода, позволяющие учесть неопреде-
ленность параметров модели.

В рамках данного подхода для количественной
оценки экономической эффективности и ранжи-
рования проектов используется показатель удель-
ных дисконтированных затрат на производство

электроэнергии (также известны названия – та-
риф безубыточности, уравновешенная себестои-
мость производства электроэнергии и ряд дру-
гих). Данный показатель определяет такой посто-
янный тариф на продаваемую электроэнергию,
при котором суммарная дисконтированная вы-
ручка от продажи энергии точно равна сумме дис-
контированных общих затрат:

(1.1)

где Rt – текущие денежные расходы в моменты
времени t, Wt – текущая энерговыработка, d –
норма дисконтирования, Т1 – длительность стро-
ительства, лет, Т2 – длительность жизненного
цикла проекта, лет.

Экономическая интерпретация показателя
LCOE подразумевает, что при тарифе LCOE на
жизненном цикле АЭС суммарная выручка от
продажи электроэнергии равна суммарным пол-
ным затратам, т.е. доход собственника АЭС равен
нулю. Очевидно, что при сравнении и ранжиро-
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вании проектов АЭС по экономическому показа-
телю предпочтение отдается тому проекту, у ко-
торого значение данного показателя окажется
минимальным.

В настоящей работе выполняется оценка
LCOE для АЭС с различными типами ядерных ре-
акторов с учетом неопределенности в стоимост-
ных данных по сооружению и эксплуатации реак-
торных установок, а также по товарам и услугам
ядерного топливного цикла (ЯЭС) [4].

2. РАССМОТРЕННЫЕ ВАРИАНТЫ 
ТЕПЛОВЫХ И БЫСТРЫХ РЕАКТОРОВ

Рассмотрены три типа тепловых реакторов
(LWR, HWR и ALWR), работающих в открытом
ЯТЦ (две опции обращения с отработавшим
ядерным топливом (ОЯТ): долговременное хра-
нение ОЯТ в централизованном хранилище и
окончательное геологическое захоронение ОЯТ),
и четыре варианта быстрых реакторов (FR-1, FR-2,
AFR и FR-U), функционирующих в замкнутом
уран-плутониевом ЯТЦ. Основные технические
характеристики реакторов, включая данные о со-
ставе свежего и отработавшего топлива, приведе-
ны в [5, 6].

LWR – реактор типа PWR со средним выгора-
нием 45 ГВт дней/т тм, обогащением топлива 4%,
удельной энергонапряженностью активной зоны
38.5 МВт/т и КИУМ 85%.

ALWR – это усовершенствованный LWR с вы-
соким выгоранием топлива. Равновесная загруз-
ка топлива в ALWR на 30% меньше, чем в LWR.
Это объясняется более длительным временем
пребывания топлива в активной зоне и более вы-
соким средним уровнем выгорания, несмотря на
то, что у ALWR полная загрузка активной зоны на
10% больше, чем у LWR вследствие меньшей
удельной энергонапряженности активной зоны.
Меньшая ежегодная потребность в топливе ALWR
делает его более экономически привлекатель-
ным, чем LWR. Начальное обогащение топлива
составляет 3.4%, равновесное обогащение топли-
ва – 4.95%.

HWR – тяжеловодный водо-водяной ядерный
реактор со средним выгоранием 7 ГВт дней/т тм,
топливо на основе природного урана, удельная
энергонапряженность активной зоны – 24.0 МВт/т,
КИУМ – 85%.

FR-1 – реактор на быстрых нейтронах с натри-
евым теплоносителем, имеющий коэффициент
воспроизводства близкий к 1 и средним (актив-
ная зона и бланкеты) выгоранием топлива ~38
ГВт дней/т тм.

FR-2 – прототип быстрого реактора-размно-
жителя с натриевым теплоносителем со средним
коэффициентом воспроизводства 1.16 и средним

(активная зона и бланкеты) выгоранием топлива
~ 31 ГВт дней/т тм.

AFR – коммерческий реактор на быстрых ней-
тронах с натриевым теплоносителем со средним
коэффициентом воспроизводства 1.2 и средним
(активная зона и бланкеты) выгоранием топли-
ва – 54 ГВт дней/т тм. В отличие от FR-1 и FR-2,
свежее топливо для AFR содержит около 1% ми-
норных актинидов (MA).

FR-U – концепция быстрого реактора со
свинцовым теплоносителем, в котором использу-
ется обогащенное урановое топливо (обогащение
около 15% по 235U) для стартовой загрузки актив-
ной зоны и первых перегрузок, предполагается
последующая переработка ОЯТ и использование
вторичного ядерного топлива (Pu + U + MA).
Бланкет не предусмотрен. Коэффициент воспро-
изводства – 1.05, выгорание ~72.8 ГВт дней/т тм.

Исходные технические данные по реакторным
установкам (тепловая мощность, КПД, КИУМ,
период строительства, выгорание топлива и т.д.)
можно найти в [5, 6]. Для тепловых реакторов бы-
ли рассмотрены два варианта обращения с ОЯТ:
захоронение ОЯТ в глубоких геологических фор-
мациях после 5 лет охлаждения и хранение ОЯТ в
бассейнах выдержки и централизованном храни-
лище в течение всего жизненного цикла.

3. ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ
Оценка показателей экономической эффек-

тивности АЭС с различными типами ядерных ре-
акторов требует набора стоимостных исходных
данных по добыче, конверсии, обогащению ура-
на, изготовлению топлива, хранению, переработ-
ке, окончательному захоронению ОЯТ и РАО, а
также по капитальным затратам и затратам на
эксплуатацию и техническое обслуживание АЭС.
В табл. 1 приведен актуальный разброс в данных о
единовременных удельных капитальных затра-
тах, затратах на эксплуатацию и техническое об-
служивание тепловых и быстрых реакторов. В
табл. 2 показан разброс в стоимостных данных по
различным пределам ЯТЦ. При проведении
оценки предполагалось, что все затраты распре-
делены равномерно в указанных пределах. Табли-
цы подготовлены на основе данных, представ-
ленных в работе [4]. Ставка дисконтирования бы-
ла принята равной 5%.

4. СРАВНЕНИЕ LCOE И ЕГО 
СОСТАВЛЯЮЩИХ

Удельные дисконтированные затраты LCOE
(милль1/кВт ч) включают в себя три составляю-

1 Милль – производная денежная единица, равная одной
тысячной доле доллара и, соответственно, одной десятой
доле цента.
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щих: составляющую, связанную с капитальными
затратами (LUAC), составляющую, связанную с
ежегодными затратами на эксплуатацию и техни-
ческое обслуживание (LUOM), и составляющую,
связанную с расходами на изготовление свежего
топлива и обращение с ОЯТ (LUFC):

В настоящей работе LCOE и его составляющие
были рассчитаны с учетом неопределенности в
основных стоимостных данных, используемых
при оценке удельных дисконтированных затрат
согласно табл. 1 и 2.

Одним из популярных в последнее время под-
ходов к анализу неопределенностей является

= + + .LCOE LUAC LUOM LUFC

применение статистических методов, предпола-
гающих задание исходных неопределенностей в
виде случайных величин с известным законом
распределения (метод Монте-Карло) [7, 8]. Дан-
ная методика основана на реализации следующего
алгоритма: определение набора входных парамет-
ров, влияющих на неопределенность результиру-
ющего функционала, формирование наборов ис-
ходных входных данных путем случайного выбо-
ра значений входных параметров, выполнение
расчетов интересующих функционалов, стати-
стическая обработка результатов расчетов и опре-
деление оценок статистических характеристик
распределений результирующих функционалов.

Таблица 1. Единовременные удельные капитальные затраты и затраты на эксплуатацию и техническое обслужи-
вание

Аспект Единца измерения Тип реактора Диапазон

Единовременные удельные капитальные затраты $/кВт(e)
LWR 2500–6300
HWR 2400–6100

FR 2400–7600

Постоянные затраты на эксплуатацию и техническое 
обслуживание $/кВт/год

LWR 60–87
HWR 60–87

FR 65–92

Переменные затраты на эксплуатацию и техническое 
обслуживание $/кВт/ч

LWR 0.8–2.7
HWR 0.8–2.7

FR 1.1–2.9

Таблица 2. Стоимость товаров и услуг по переделам ЯТЦ

Этап ЯТЦ Единица измерения Диапазон

Добыча/переработка урана $/кг U 34–296
Конверсия урана $/кг U 6.5–19
Обогащение урана $/кг ЕРР 97–154
Изготовление топлива для LWR (UOX) $/кг тм 230–575
Изготовление топлива для HWR (UOX) $/кг тм 125–327
Изготовление топлива для FR (МОКС, а.з.) $/кг тм 2700–7600
Изготовление топлива для FR (бланкет) $/кг тм 270–690
Изготовление топлива для FR (урана) $/кг тм 500–1240
Изготовление топлива для LWR (UOX) $/кг тм 610–1250
Переработка ОЯТ для HWR (UOX) $/кг тм 610–1250
Переработка ОЯТ для FR (МОКС, а.з.) $/кг тм 900–2500
Переработка ОЯТ для FR (бланкет) $/кг тм 900–2500
Хранение ОЯТ LWR $/кг тм в год 5–10
Хранение ОЯТ HWR $/кг тм в год 5–10
Хранение ОЯТ FR $/кг тм в год 7–12
Захоронение ОЯТ LWR $/кг тм 289–873
Захоронение ОЯТ HWR $/кг тм 289–873
Хранение плутония $/кг Pu в год 2280–3762
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Представляется целесообразным изображать
неопределенности в LCOE с использованием диа-
граммы размаха. Диаграммы размаха (“ящик с
усами”) – это удобный способ визуального пред-
ставления групп числовых данных через квартили
[9]. Прямые линии, исходящие из ящика, называ-
ются “усами” и используются для обозначения
максимального наблюдаемого разброса за преде-
лами верхнего и нижнего квартилей. Границами
“ящика” служат первый и третий квартили (25-й и
75-й процентили соответственно), линия в сере-
дине “ящика” – медиана (50-й процентиль).
Концы “усов” – края статистически значимой
выборки, и они могут определяться несколькими
способами. Наиболее распространённые значе-
ния, определяющие длину “усов”: минимальное
и максимальное наблюдаемые значения данных
по выборке, а также 5-й и 95-й процентили. Дан-
ные, выходящие за границы “усов” (выбросы),
могут отображаться на графике в виде точек.
Иногда на графике отмечают среднее арифмети-
ческое и его доверительный интервал.

На основе данных, приведенных в табл. 1 и 2,
произведены расчеты LUAC, LUOM, LUFC и
LCOE. При оценке вероятных значений LCOE и ее
составляющих методом Монте-Карло для обес-
печения статистической значимости результатов
было сгенерировано 10 000 вариантов входных
стоимостных данных.

Рис. 1–4 демонстрируют диаграммы размаха
для LUAC, LUOM, LUFC и LCOE, на которых
изображены средние значения, 25-й, 50-й и
75-й процентили, минимальные и максимальные
значения. В табл. 3 приведены соответствующие
данные в виде средних значений, абсолютных и
относительных неопределенностей (1σ) для рас-
сматриваемых вариантов.

Анализ данных, представленных в табл. 3 и на
рис. 1–4, позволяет сделать следующие заключе-
ния касательно LUAC, LUOM, LUFC и LCOE для
рассмотренных технологических вариантов. Раз-
ница между максимальными и минимальными
средними значениями LUAC, LUOM, LUFC и
LCOE для рассматриваемых вариантов составляет
5.2, 1.0, 10.9 и 13.4 милль/кВт ч соответственно, а

Рис. 1. Разброс в LUAC.
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все средние значения LCOE и его составляющих
(исключая LUFC) для всех вариантов лежат в со-
ответствующих диапазонах неопределенности.
Относительные неопределенности для LCOE и
всех его компонентов (за исключением LUFC) со-
поставимы друг с другом. Из всех компонентов
LCOE значения LUAC характеризуются наиболь-
шими относительными неопределенностями
(27%), а относительные неопределенности LUOM
– наименьшие (10%). Относительные неопреде-
ленности для LCOE составляют около 17%. Не-
смотря на то, что относительные неопределенно-
сти LUFC для различных технологических опций
не могут рассматриваться как сопоставимые друг
с другом (они охватывают диапазон от 16 до 25%
для различных вариантов), LUFC не вносит за-
метного вклада в неопределенности LCOE.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Оценка вероятных значений LCOE для различ-

ных тепловых и быстрых реакторов показывает,
что разброс возможных значений LCOE для раз-
личных типов быстрых реакторов оказывается

сравнимым и в значительной степени перекрыва-
ется с разбросом значений LCOE для тепловых ре-
акторов (главным образом для HWR и LWR, и в
меньшей степени для ALWR). Это говорит о том,
что, основываясь на оценках LCOE, учитывая не-
определенность их значений, вызванную разбро-
сами в стоимостных данных по переделам ЯТЦ,
затратах на строительство, эксплуатацию и тех-
ническое обслуживание АЭС, невозможно сде-
лать однозначный вывод о наибольшей привле-
кательности какой-либо концепции реактора на
быстрых нейтронах, опираясь только на показа-
тель LCOE, а также некорректно делать одно-
значные утверждения о худших экономических
показателях реакторов на быстрых нейтронах по
сравнению с тепловыми реакторами. Это, в част-
ности, обусловлено также хорошо известными
ограничениями LCOE как показателя, характери-
зующего экономическую эффективность и кон-
курентоспособность энерготехнологий [10].

Во-первых, LCOE предназначен для оценки
экономической эффективности и конкуренто-
способности энерготехнологий на уровне проек-

Рис. 3. Разброс в LUFC.
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та, а не на уровне энергосистемы, предполагаю-
щей комбинацию различных энерготехнологий и
учет общесистемных связей и ограничений. LCOE
не отражает каких-либо общесистемных послед-
ствий выбора конкретной технологии. LCOE име-
ет смысл использовать для сравнения альтерна-
тив в рамках определенного класса технологий.
Однако даже технологии в пределах такого класса
могут иметь различные общесистемные послед-
ствия (например, вследствие различия установ-
ленных мощностей электростанций), с которыми
могут быть сопряжены дополнительные затраты.
Более общий подход к оценке экономической
эффективности и конкурентоспособности энер-
готехнологий будет заключаться в изучении об-
щесистемных последствий внедрения этой техно-
логии в энергосистему. Такого рода анализ может
быть выполнен с использованием программных
комплексов энергетического планирования [11].

Второе ограничение, связанное с использова-
нием показателя LCOE, состоит в том, что расчет
данного показателя предполагает, что все исход-
ные данные для его оценки учитываются кор-
ректно: в рассмотрение должны быть включены
все прямые и косвенные затраты, которые будут
возникать в процессе жизненного цикла энерго-
технологии. Как правило, большинство косвен-
ных затрат не могут быть включены в LCOE, по-
скольку их трудно выразить в денежном эквива-
ленте. В результате простое сравнение LCOE для
различных технологий не сможет полностью от-
разить их общественную ценность: технология,
которая предлагает большие общественные бла-

га, но является более дорогостоящей, будет менее
привлекательной при сравнении с использовани-
ем оценки показателя LCOE. В этой связи пред-
ставляется целесообразным привлекать альтер-
нативные подходы к сравнению энерготехноло-
гий и технологий топливного цикла, например,
многокритериальный анализ, который позволяет
компенсировать отмеченный недостаток подхода
к сравнению на основе показателя LCOE [12].

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Оценка вероятных значений LCOE для различ-
ных тепловых и быстрых реакторов с учетом не-
определенности в стоимостных данных демон-
стрирует, что разброс возможных значений LCOE
для различных типов быстрых реакторов оказы-
вается сопоставимым между собой, и он в значи-
тельной мере перекрывается с разбросом в LCOE
для тепловых реакторов (прежде всего для HWR и
LWR, в меньшей степени для ALWR). Это говорит
о том, что по результатам оценки LCOE с учетом
неопределенности в их значениях нельзя сделать
однозначный вывод о наибольшей привлекатель-
ности той или иной концепции быстрых реакто-
ров, опираясь только на анализ LCOE, а также не-
корректно делать утверждения о более низкой
экономической эффективности быстрых реакто-
ров по сравнению с тепловыми реакторами. По-
скольку все рассмотренные варианты ядерных
энерготехнологий, как оказалось, имеют сопо-
ставимую экономическую эффективность по по-
казателю LCOE, то для определения их возможно-

Таблица 3. LCOE и его компоненты

* – хранение ОЯТ в централизованном хранилище за пределами реакторного здания в течение всего жизненного цикла
** – окончательное захоронение ОЯТ в глубокие геологические формации после 5 лет охлаждения
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LWR* 37.6 9.3 24.7 12.2 1.2 10.2 8.9 2.3 25.2 58.7 9.6 16.3
LWR** 37.6 9.5 25.2 12.2 1.2 10.0 9.9 2.3 23.0 59.8 9.8 16.3
HWR* 36.2 9.1 25.1 12.2 1.3 10.4 10.6 2.0 18.6 59.2 9.3 15.7
HWR** 36.2 9.1 25.3 12.2 1.2 10.2 17.6 3.2 18.1 65.8 9.8 14.8
ALWR* 35.4 8.8 24.8 11.6 1.2 10.1 6.7 1.5 22.2 53.8 9.0 16.6
ALWR** 35.3 8.7 24.7 11.6 1.2 10.1 7.5 1.5 19.9 54.5 9.1 16.6
FR-1 40.2 12.0 29.9 12.5 1.2 9.3 13.5 2.4 17.9 66.2 12.4 18.8
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КОВГАНКО, АНДРИАНОВ

го места в системе ядерной энергетики будущего
требуется построение модели ядерно-энергетиче-
ской системы, в которой также бы учитывались
множественные ресурсные и инфраструктурные
факторы и ограничения.
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Abstract—The levelized cost of electricity for nuclear power plants with different types of nuclear reactors has
been predicted taking into account the uncertainty in the cost data on the construction and operation of re-
actor facilities, as well as the uncertainty in the cost data on fuel cycle products and services. Three types of
thermal reactors operating in the once-through fuel cycle are considered (two options of spent fuel manage-
ment are analyzed including the long-term storage of spent fuel at the away-from-reactor storage facility and
final geological disposal of spent fuel), as well as four types of fast reactors operating in a closed uranium–
plutonium fuel cycle. The estimation of probable LCOE values for various thermal and fast reactor technol-
ogies shows that the spread in possible LCOE values for different types of fast reactors turns out to be com-
parable and largely overlaps with the spread in LCOE values for thermal reactors. This suggests that, based on
the LCOE estimations, taking into account the uncertainty in their values caused by the spreads in fuel cycle
unit service cost and costs for the construction, operation and maintenance of nuclear power plants, it is im-
possible to make an unequivocal conclusion about the greatest attraction of any fast reactor concept, relying
only on the LCOE analysis, and it is also incorrect to make statements about the lower economic performance
of fast reactors as compared to thermal reactors: the corresponding statements should be considered solely as
probabilistic ones.
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Объем документов, которые обрабатываются в ходе операционных процессов организации, растет
с каждым годом. В результате возникает острая потребность в автоматической обработке подобной
информации. К сожалению, значительная часть подобных документов является неструктурирован-
ной. Форматы неструктурированных документов очень вариативны и сильно отличаются от доку-
мента к документу. В этом случае автоматизация, с помощью разработки правил и шаблонов извле-
чения данных, сложна и неэффективна для последующей поддержки. На практике подобные доку-
менты обрабатываются вручную, но это отнимает много времени и ресурсов. В данной работе
представлена общая архитектура системы извлечения информации, основанной на современных
подходах обработки естественного языка (Natural Language Processing – NLP) и машинного обуче-
ния. В статье приведены статистические результаты проведенных экспериментов решения ряда
практических задач обработки неструктурированных документов. Представленное решение позво-
ляет обрабатывать большое количество неструктурированной информации без написания кода и
подготовки шаблонов синтаксического анализа.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время мы повсеместно наблюда-

ем тенденцию к цифровизации процессов в прак-
тически всех сферах деятельности, которая поз-
воляет повысить производительность труда и
эффективность производственных процессов.
Поэтому большинство организаций стремится
уйти от физических бумажных документов к циф-
ровым, и от документов в произвольном формате
к формализованным записям: программным ин-
терфейсам (API) или смарт-контрактам [1]. К со-
жалению, полностью перейти к работе с докумен-
тами в электронном виде, по крайней мере на
данный момент, невозможно. Далеко не все лю-
ди, вовлеченные в производство, обеспечены
цифровыми устройствами или могут эффективно
работать с ними. Кроме этого, принимая во вни-
мание соображения безопасности и существую-
щее законодательство, принятое в большинстве
стран, большая часть заключаемых финансовых
операций между организациями должна быть
продублирована в бумажном виде. Как следствие,

большинство крупных организаций и государ-
ственные учреждения создают инфраструктуру
для поточной обработки и перевода в электрон-
ный вид входящих бумажных документов. Со-
гласно [2], можно выделить следующие типовые
компоненты данной инфраструктуры:

1. Поточный сканер документов;
2. ПО оптические распознавания текста (OCR);
3. Интеграционный слой (шлюз);
4. Внутренние системы организации.
Современные аппаратные средства сканиро-

вания документов показывают достаточно хоро-
шие результаты. Так же на рынке существуют си-
стемы оптического распознавания текста (OCR),
которые достаточно качественно выделяют тек-
стовый слой из изображения, но OCR-система
может предоставить только “набор символов из
документа”. Полученная информация не форма-
лизована и не имеет семантической связи и
структуры, поэтому до передачи данных в целе-
вые системы организации необходимо формали-
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зовать информацию, другими словами перевести
ее в формат понятный информационным систе-
мам организации. В общем виде для этого инфор-
мацию необходимо преобразовать в формализо-
ванный вид, содержащий следующие наборы
данных:

• тип информации (для определения, как и в
какую систему передавать информацию);

• данные вида “ключ”–“значение”;

• таблицы с описанием колонок и значением
ячеек.

На практике в большинстве случае данная за-
дача решается доработкой интеграционных шлю-
зов систем, путем разработки скриптов или шаб-
лонов разбора текста по ключевым словам и ме-
стоположению информации. Такая разработка
ведется под конкретную прикладную задачу.

С помощью данного подхода можно достаточ-
но качественно обрабатывать документы фикси-
рованной структуры (счета, чеки, паспорта и
т.д.), но на практике существуют документы,
структура и формат которых очень сильно меня-
ется от документа к документу (например: зако-
нодательный акт, договор об оказании услуг, про-
токол встречи) или от контрагента к контрагенту
(например: акты приемки работ, внутренние
учетные документы, прейскурант). В подобных
документах есть необходимая информация, но
местоположение и ключевые слова могут быть
различными. Как следствие, разработка специа-
лизированных правил для интеграционного слоя
сложна и требует постоянной поддержки разра-
ботчиками, что очень затратно по времени и ре-
сурсам. В связи с этим такую интеграцию либо не
делают, либо сотрудники организации не доверя-
ют ей. Фактически квалифицированные сотруд-
ники просматривают неструктурированные доку-
менты и вручную заносят данные во внутренние
системы организации.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Согласно исследованию международной ком-
пании Accenture, 80% опрошенных компаний
считают, что 80% данных в их бизнес-процессах
неструктурированные [3]. Такую же оценку давал
Merill Lynch (сейчас Merrill a Bank of America) еще
в 1998 году [19]. Если принять к сведению, что со-
гласно исследованиям IDC и Seagate [4] объем об-
рабатываемых данных увеличится в 5 раз к
2025 году, то данная проблема может быть блоки-
рующей для дальнейшей цифровизации органи-
зации.

В данной статье приводятся практические ре-
комендации по формированию программного
решения обработки неструктурированных доку-
ментов организации с помощью современных
подходов обработки естественного языка и ма-
шинного обучения. Приводятся результаты про-
веденных экспериментов для решения практиче-
ских задач классификации и извлечения данных
из неструктурированных документов.

Рассмотрим типовые прикладные задачи, ко-
гда возникает потребность в обработке неструк-
турированных документов, на основе которых,
проводились эксперименты и оценивалась эф-
фективность применения современных подходов
обработки естественного языка.

Первая задача заключается в обработке входя-
щих первичных бухгалтерских документов. Обра-
ботка входящих документов должна осуществ-
ляться по мере поступления, данные из докумен-
тов должны поступать в учетную систему как
можно быстрее. Эти документы описывают раз-
личные соглашения и финансовые операции
между организациями по покупке и продаже то-
варов и услуг. Типовые документы содержат: на-
именования организаций, наименование товаров
и услуг, стоимости, даты совершения операции и
другую сопутствующую информацию. В рамках
обработки документов производится отнесение
каждого документа к одному из нескольких зара-
нее известных типов документа: Акт, Счет-Фак-
тура, Торговая накладная и другие. Извлечение
необходимой информации – это нахождение
конкретных участков текстового слоя и их соот-
несение с одним из типов информации (ключ)
для извлечения. Для некоторых типов докумен-
тов (прежде всего Акты) структура информации
может существенно отличаться от случая к слу-
чаю и это трудно автоматизировать. Поэтому об-
работка некоторой части потока осуществляется
вручную. Так как поток входящих документов
уже обрабатывался специалистами вручную, то
эту ретроспективную информацию можно ис-
пользовать для формирования полноценных
примеров обработки документов для обучения и
тестирования алгоритмов работы системы ис-
ключая дополнительные трудозатраты на подго-
товку примеров. Другая практическая задача
заключается в извлечении и структуризации ин-
формации из архива документов, например, про-
токолов встреч или внутренних документов орга-
низации. Принципиальное отличие от предыдущей
задачи заключается в том, что в данном случае нет
срочности в обработке – главное провести мигра-
цию с минимальными трудозатратами и ожидае-



378

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 4  2020

ЛИСЕНКОВ и др.

мые сроки. Например, в случае архива протоко-
лов необходимо извлечь следующие данные:

• список участников;
• обсуждаемые вопросы встречи;
• принятые решения;
• некоторые заданные количественные пока-

затели, связанные с принятыми решениями;
• Дополнительная информация.
Еще одной особенностью данной задачи, яв-

ляется то, что каждый документ может содержать
множество принятых решений. Каждый доку-
мент может содержать более чем одно извлечение
каждого типа, или вовсе не содержать искомую
информацию в рамках данного эксперимента.

В отличие от первого примера, у заказчика нет
ретроспективных данных для подготовки приме-
ров для обучения и валидации. Перед началом
процесса миграции эксперты должны подгото-
вить первоначальное множество примеров обра-
ботки документов архива. Как следствие, перво-
начальное множество примеров будет ограничен-
ными, что не позволяет полноценно оценить
качество извлечения для всех документов из ар-
хива. Тем не менее, можно сформулировать под-
ход статистической оценки качества на ограни-
ченном множестве проверок.

3. НАШ МЕТОД И ПОДХОД
3.1. Общая архитектура решения

Ранее в [6] уже была приведена верхнеуровне-
вая концепция системы проведения исследова-
ний с помощью алгоритмов машинного обуче-
ния. В данной статье приведено описание прак-
тического применения данной концепции для
обработки неструктурированных документов, пу-

тем применения адаптивных алгоритмов на базе
машинного обучения (ML – Machine Learning) и
понимания естественного языка (NLP – Natural
Language Processing). Основной задачей примене-
ния данного подхода является исключение необ-
ходимости программировать и создавать шабло-
ны для обработки документов. Рассматриваемые
алгоритмы настраиваются (или обучаются) на ос-
нове подготовленных примерах обработки доку-
ментов. Сотрудники организации не должны
быть разработчиками или экспертами в машин-
ном обучении. Для подстройки алгоритмов обра-
ботки необходимо предоставлять примеры по
извлечению информации и ее классификации,
которые охватывают наибольшее количество воз-
можных случаев. В некоторых случаях нет необ-
ходимости первоначальной подготовки приме-
ров – можно использовать данные прошлой об-
работки документов специалистами. Важным
преимуществом данного подхода является воз-
можность регулярного дополнительного обуче-
ния алгоритмов новыми примерами. Это позво-
ляет автоматически адаптировать обработку к из-
менениям структуры документов.

В общем, задача обработки неструктурирован-
ных документов представляет из себя примене-
ние к тексту документа алгоритмов отнесения до-
кумента к одной или нескольких категорий (TC –
Text Classification) и разметки отдельных элемен-
тов текста определенными тэгами или метками
(NER – Named Entity Recognition). Фактически с
помощью TC мы определяем “Тип информа-
ции”, а с помощью NER формируем данные в
формате “ключ”–“значение”. Например, рас-
смотрим задачу извлечения суммы документа из
Счета на выполнение работ. Прежде всего систе-
ма должна отнести документы: “a” к категории

Рис. 1. Схема работы обработки неструктурированного потока документов.

Классификатор  
NER 

Автоматически 
формализованная 

информация  
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“Иное”, а документ “b” к категории “Счет”, а по-
том отметить “сумму документа” в тексте доку-
мента “b” (см. рис. 1 отмечено желтым).

Таким образом, формируется ансамбль адап-
тивных алгоритмов, которые обрабатывают не-
структурированные документы. Для решения за-
дач TC и NER существует достаточно большой
класс адаптивных алгоритмов, построенных на
основе классических подходов NLP [7], нейросе-
тевых моделей [8], а также различных эвристиче-
ских моделей. Например, в [9], [10] приведены
подходы использования генетического алгорит-
ма поиска регулярного выражения для разбора
текста.

Следует отметить еще одну важную характери-
стику функционирования алгоритмов – это
оценка степени уверенности (действительное
число от 0 до 1) отнесения к классу или разметке
данных в документе (Confidence Level). С помо-
щью данного показателя можно управлять пото-
ком документов для дополнительной ручной ва-
лидации специалистом. В случае Confidence Level
ниже заданного порога (∂), документ отправляет-
ся на ручную обработку специалистом. Таким об-
разом, можно итеративно получать примеры с
новыми случаями для дополнительного обучения
и повысить качество обработки потока. Очевид-
но, что чем ниже Confidence Level, тем больше до-
кументов обрабатывается автоматически и тем
больше вероятная ошибка алгоритмов при извле-
чении и классификации. С другой стороны, чем
выше Confidence Level, тем больше документов
обрабатывается вручную и тем меньше ошибка
работы алгоритмов при извлечении и классифи-
кации. Таким образом, можно сформулировать
два противоположных критерия оценки качества
функционирования процесса обработки неструк-
турированных документов:

• параметр N: неверное извлечение информа-
ции из не более N документов по каждому из па-
раметров для каждой M документов;

• параметр K: допускается невозможность из-
влечения информации по каждому из параметров
из не более К документов для каждой M докумен-
тов, где M – общее количество документов на ко-
тором производится оценка N и K.

3.2. Модуль для классификации документов
В рамках задачи отнесения документа к одной

или нескольким категориям (TC – Text Classifica-
tion) входная информация представляет собой
текст. Однако для автоматизации процесса клас-
сификации необходимо перевести информацию
в численный вид. В [11] достаточно подробно

описан этот процесс, который так же называется
Feature Extraction или Feature Encoding.

Кроме этого, для классификации необязатель-
но названия классов должны присутствовать в
тексте: суждение об отнесении документа к клас-
су делается на основе общего вида текста, его
структуры и набора ключевых слов, которые наи-
более характерны для каждого из классов. Таким
образом, для классификации необходимо сфор-
мировать уникальный образ документа, по кото-
рому можно однозначно принять решение об от-
несении к одной из категорий.

Принимая во внимание вышеуказанные осо-
бенности, нет необходимости сохранять точную
структуру текстового документа и всю текстовую
информацию для обработки. Один из простых и
практически применимых способов – это ис-
пользовать типовой подход, применяемый в Lan-
guage Processing, который называется Bag of Word
(BOW) [11, 12]. Принцип данного похода заклю-
чается в том, что на основании определенного
множества примеров документов, формируется
словарь (уникальный перечень) сочетаний слов
которые встречаются в документах, так называе-
мые n-граммы. Далее для новых документов под-
считывается количество вхождений в документы
n-грамм. С целью повышения качества класси-
фикации, перед формированием словаря n-
грамм, следует убрать из входного текста, так на-
зываемые стоп-слова (stop words). Стоп-слова
(иначе называемые шумовыми) – это слова, зна-
ки, символы, которые самостоятельно не несут
никакой смысловой нагрузки, желательно такие
слова игнорировать при осуществлении ранжи-
рования или индексации N-грамм для уменьше-
ния размерности задачи. Подобная техника ис-
пользуется в SEO-оптимизации сайтов.

Далее, получив числовое представление тек-
стовых документов, для выполнения классифи-
кации можно применять следующие алгоритмы
машинного обучения [13]:

• деревья решений;
• наивный байесовский классификатор;
• метод k-ближайших соседей;
• модели нейронных сетей (LSTM, Сверточ-

ные сети и др.);
• метод опорных векторов [12].
На практике хорошо себя зарекомендовали де-

ревья решений, в частности модель Random For-
est [14]. Несмотря на свою достаточную простоту,
данный алгоритм хорошо подходит для задачи
классификации текстовых документов большого
объема принимая во внимание следующие досто-
инства алгоритма:
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• способность эффективно обрабатывать дан-
ные с большим числом признаков и классов;

• нечувствительность к масштабированию (и
вообще к любым монотонным преобразованиям)
значений признаков;

• внутренняя оценка способности модели к
обобщению (тест по неотобранным образцам out-
of-bag);

• высокая масштабируемость.
Использование функции Softmax вместе с

Random Forest позволяет сформировать оценку
подобия принадлежности рассматриваемого век-
тора к каждой из категорий. В этом случае целе-
вая функция классификатора будет следующей

. Возможность оценки степени
подобия определенному классу, позволяет гибко
управлять процессом валидации входящих доку-
ментов. Если значение Φ ' больше заданного по-
рога ∂, отнесение к заданному классу можно счи-
тать достоверным и автоматически присваивать
определенную категорию документу. В против-
ном случае документ требует проверки специали-
стом и возможной корректировки результатов ав-
томатической классификации. Значение порога ∂
определяется экспериментальным путем в рамках
валидации обученной модели классификации и
согласно требованиям к качеству классификации
и уровню автоматизации процесса. Очевидно,
чем больше значение ∂, тем выше качество клас-
сификации, но и возрастает количество докумен-
тов требующих ручной проверки специалистом.

3.3. Модуль для извлечения информации

Как было описано ранее, в рамках процесса
обработки неструктурированной информации,
необходимо произвести разметку отдельных эле-
ментов текста документа определенными тэгами
или метками (NER – Named Entity Recognition).
Другими словами, из документов определенной
категории необходимо извлечь желаемую инфор-
мацию. Информация о том, какую информацию
извлекать и где она должна находиться, определя-
ется подготовленными примерами извлечения из
образцов документов, которые используются для
обучения моделей NER.

Каждому документу соответствует множество
извлечений по каждому набору извлекаемых ат-
рибутов. При этом, важное условие – искомое из-
влечение должно обязательно однозначно нахо-
диться в документе, без преобразований. Если в
документе не было обнаружено искомое извлече-
ние, то документ не участвует в обучении моделей
извлечения информации.

× →Φ' : [0,1  ]C D

Подготовленный набор исходных данных для
обучения включает в себя: образцы документов,
набор атрибутов данных для извлечения и множе-
ство значений атрибутов извлечений по каждому
образцу документов.

Дальнейшая подготовка заключается в пере-
боре всех извлечений, нахождения однозначного
соответствия им в документах. Для таких извлече-
ний проставляются начальные и конечные пози-
ции символов в документе.

Помимо подготовки примеров извлечения,
текст документов необходимо обработать с помо-
щью классических методов обработки естествен-
ного языка (NLP), состоящий из нескольких эта-
пов [20]:

• удаление стоп-слов и стоп-символов;
• токенизация;
• анализ токенов;
• разметка текстового слоя.
В описываемом практическом подходе не при-

меняется удаление стоп-слов. Это связано со спе-
цифичностью задачи. Искомые извлечения могут
быть длинными строками, и часть информации
может содержаться в стоп-словах и стоп-сим-
волах.

Токенизация – это процесс разбиения текста
на так называемые N-граммы: слова или комби-
нации нескольких слов (фразы). Уникальные
значения N-грамм формируют словарь, каждой
N-грамме присваивается уникальный числовой
идентификатор. Основная задача токенизации –
преобразовать текстовую информацию в вектор
числовых значений.

Помимо идентификатора N-граммы в вектор
добавляются дополнительные характеристики
текста (Features). Они описывают слово, его ре-
гистр, численное значение, пунктуацию, особые
символы. Features могут быть значения true/false,
число, символ, строка.

В нашем подходе используются следующие ат-
рибуты:

• токен в нижнем регистре;
• токен в верхнем регистре;
• 3 последних символа;
• 2 последних символа;
• токены до и после текущего токена;
• начинается ли токен с заглавной буквы;
• является ли токен числом.
Последний этап подготовки обучающей вы-

борки – это присвоение каждому токену и его ат-
рибутам соответствующего тега. Тег имеет отно-
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шение к примерам извлечений. В основном, в
NER присутствуют три типа тега:

• B-tag – начало искомой информации;
• I-tag – продолжение искомой информации;
• O-tag – прочее, не входит в извлечение.
В зависимости от типа извлекаемой информа-

ции, токены именуются различными тегами.
Таким образом, весь текстовый слой одного

документа преобразуется в размеченный массив
токенов с атрибутами. На основе этого массива
можно производить обучение статистической мо-
дели, о чем будет сказано далее.

В качестве статистической модели в нашем ре-
шении мы используем Conditional Random Fields
Model (CRF). Отметим, что данная модель широ-
ко используется в NER, например, в таких обла-
стях извлечения информации, как медицинские
тексты [17, 18], Web-страницы [16] и сельскохо-
зяйственные заметки [15].

4. ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В рамках проводимых экспериментов рас-

сматривались следующие практические задачи
работы с неструктурированными данными:

– классификация и извлечение из потока
электронных писем заявок клиентов;

– классификация и извлечение из сканов пер-
вичных бухгалтерских документов;

– классификация разделов многостраничных
документов.

4.1. Результаты по извлечению информации
При проведении экспериментов по извлече-

нию информации производилась оценка каче-
ства извлечения с помощью F-меры (F-score).
F-score, является взвешенной гармонической
средней Precision и Re-call, которые в свою оче-
редь определяются в терминах правильных и не-
правильных решений, сделанных системой [21].

Результаты экспериментов представлены в
табл. 1.

4.2. Результаты по классификации информации
Для валидации проводимой классификации

используются примеры, не входящие в обучаю-
щую выборку. Эти примеры используются для
вычисления качества классификации, что может
быть вычислено по этой формуле:

В то же время уровень автоматизации может
быть вычислен следующим образом:

Результаты экспериментов представлены в
табл. 2.

Φ > ∂
=

кол-во верных классификаций  ( '   )
.

кол-во всех примеров валидации
P

Φ > ∂
=

кол-во классификаций  (  '   )
.

кол-во всех примеров валидации
A

Таблица 1. Результаты работы модуля по извлечению информации

Описание задачи 
извлечения Описание тега Tag Precision Re-Call F-score

Извлечение информации из 
первичных бухгалтерских 
документов

Номер документа В-DOCNUM 0.996 0.912 0.952
Дата документа В-DOCDATE 1.000 0.998 0.999

I-DOCDATE 1.000 0.997 0.999
Сумма В-DOCAMOUNT 0.998 0.996 0.997

I-DOCAMOUNT 0.996 0.993 0.995
Контрагент В-DOCCPTY 1.000 1.000 1.000

I-DOCCPTY 1.000 1.000 1.000
Номер договора В-DOCAGRNUM 1.000 0.902 0.949
Дата договора В-DOCAGRDATE 1.000 0.970 0.985

I-DOCAGRDATE 1.000 1.000 1.000
Организация B-DOCCUSTOMER 1.000 1.000 1.000

I-DOCCUSTOMER 1.000 1.000 1.000
ИНН B-INN 1.000 1.000 1.000

Извлечение информации из 
потока электронных писем 
по заявкам

Номер заявки В-CUSTOMER_RFQ 0.934 0.989 0.960
I-CUSTOMER_RFQ 0.957 0.957 0.957

Строка товарной части 
заявки

В-GOODSSTRING 0.971 0.960 0.966
I-GOODSSTRING 0.967 0.985 0.976
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках данной статьи рассмотрена задача

обработки неструктурированных документов и
актуальность ее решения. Был предложен подход
практического решения задачи на базе адаптив-
ных алгоритмов, который позволяет исключить
необходимость программирования шаблонов для
извлечения и классификации неструктурирован-
ных документов. Было введено понятие степени
уверенности функционирования моделей (Confi-
dence level). Также сформулированы критерии по
оценке качества обработки неструктурированных
документов и описаны практические подходы
для извлечения и классификации информации.
Проведенные эксперименты применения подхо-
да для решения выбранных практических задач
показали точность классификации в среднем бо-
лее 99% при ручной валидации документов не бо-
лее 14% от общего объема обрабатываемых доку-
ментов. При этом средняя оценка F-меры при из-
влечении данных превышает 0.95. Полученные
результаты подтверждают практическую приме-
нимость предложенного подхода для обработки
неструктурированных документов.
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